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1 Einfihrung

Inhalt:
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- Der Hamilton-Formalismus
- Anwendungen
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- L. Landau und E. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischendtyBand 1: Mechanik, Akademie-
Verlag, Berlin

- F. Scheck, Theoretische Physik 1: Mechanik, SpringedjiBer

- A. Sommerfeld, Vorlesungen uber theoretische PhysikpgBarMechanik, Akademische Ver-
lagsgesellschatft, Leipzig

1.1 Zusammenfassung der Newtonschen Mechanik
Wir beschreiben die Position eines Massepunktes durch
X(t)
Die Position kann von der Zeitabhangen, wir sprechen daher von einer Bahnkurve. Die Ge-
schwindigkeit ist definiert als die Ableitung des Ortsvektoach der Zeit:

vt) = %X(t).

Als Beschleunigung versteht man die Ableitung der Gesctiigkeit nach der Zeit — oder aqui-
valent hierzu die zweite Ableitung des Ortsvektors nachZexr

2
alt) = %V(t):%i(t).

Ableitungen nach der Zeit werden auch oft mit einem Punkegakeichnet:
ut) = X,
at) = V() =x(t),

Der Impuls eines Massepunktes ist gegeben durch das Preeinkr Masse mit der Geschwin-
digkeit:



Wir bezeichnen Krafte mit dem BuchstabEn(von englisch “force”), auch der BuchstaBe
(von deutsch “Kraft”) ist gebrauchlich.

Der Drehimpuls ist definiert durch das Kreuzprodukt desv@ksors mit dem Impulsvektor:

L(t) = X(t)xp(t) =m(X(t) xV(t)).

Das Drehmoment bezeichnen wir nit. Wirkt auf einen Massepunkt die Kralt, so ist das
zugehorige Drehmoment (beziglich des Urspungs des Kadetisystems):
M = XxF.
Ein Beispiel fur eine Kraft ist die Gravitationskraft. Einddsepunkt der Massg; tbt auf einen
Massepunkt der Massa eine Kraft
Fj = Gmmj——3
%) — %]

aus. Hierbei isG die Newtonsche Konstante:
G = (6.67428+0.00067-10 1t mikg1s2
Die Position des Teilchensist durch den Ortsvektax; gegeben, die Position des Teilchgns

durch den Ortsvektaotj. Die Gravitationskraft istimmer anziehend.

Das Gravitationsgesetz a3t sich auf Systeme mit mehrexgch@n verallgemeinern. Liegt ein
System vorN Teilchen vor und betrachten wir die Kraft, die auf dds Teilchen wirkt, so gilt

- Ri — i
F o= §Gmm-—1——..
; % %

Ein weiteres Beispiel ist die elektromagnetische Loreraitk Befindet sich ein Teilchenmit
der Ladungy; in einem elektrischen oder magnetischen Feld, so spuredsrdit

—

F = q (E+f,:\7‘i X g)
Hierbei istfg = 1 im SI-System undg = 1/cim Gaul3schen System.

Die zentrale Aussage der Newtonschen Mechanik ist die Benig zwischen der Massg
eine Teilchens, der Beschleunigung des Teilchens und @t Ky die auf dieses Teilchen wirkt:

mii = ﬁu-

Wir betrachten die Krafte noch etwas abstrakter: Allgent@neichnet man eine Kraft afen-
tralkraft , fall sie immer auf einen Punkt oder von ihm weg gerichteMg&ihlt man diesen Punkt
als Ursprung des Koordinatensystems, so ist eine Zenaifakkon der Form

F = f(nN&
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wobeir = |X| undX der Einheitsvektor in Richtung votist. Befindet sich ein Kérper der Masse
m im Gravitationsfeld eine zweiten Korpers mit der Maséeso ist dies ein typisches Beispiel
fur eine Zentralkraft. In diesem Fall ist

GmM
f(ry = — 2

Desweiteren haben wir den Begriff ein@nservativen Kraft: Unter einer konservativen Kraft
versteht man eine Kraft, welche sich als der negative Gnadiees zeitunabhéangigen Potentials
V (X) schreiben laft:

F = —OV(X.

Jede Zentralkraft ist eine konservative Kraft. Fir das elidgispiel einer Massaim Gravitati-
onsfeld einer weiteren Mas$& haben wir
GmM

VR = 5

Bemerkung:ﬁ bezeichnet den Nabla-Operator, dessen Wirkung auf einktiBargegeben ist
durch

—hX

[

—

Il
@|Q)®|Q)®|Q)
N | << —_

Wir betrachten nun ein System vonTeilchen an den OrteRy, Xo, ..., X, mit den Massemn,,
M, ...,My. Die inneren Kréfte, die von Teilchgnauf Teilchen wirken, bezeichnen wir mlﬁj,
eventuell auftretende aul3ere Krafte, welche auf Teiladheitken, bezeichnen wir miK;. Fir
die inneren Krafte wollen wir annehmen, dal sie Potentdi&rsind

),

A= —Oiv (% -%

sowie daf3

F i = —lfji
gilt. Der Indexi bei 0 gibt an, dal3 die Ableitungen nach den Komponenteny@nfolgen.
Die Bewegungsgleichungen lauten

mx = ;ﬁ;j+Ki-
] #I1

Fur die Gesamtmasse des Systems fuhren wir die Bezeichnung



ein, den Schwerpunkt des Systems bezeichnen wir mit

%im%.

Fir den Schwerpunkt gilt:

MX = ZlKi'
i=

Die zeitliche Anderung des gesamten Drehimpulses ist lyldem Drehmoment der duRReren

Krafte:
n —
Zl% x K,
i=

wobei der Gesamtdrehimpulsdurch

3 m (%)

gegeben ist. Die zeitliche Anderung der gesamten inneremginist gleich der Leistung der
aul3eren Krafte:

d
d (T+U) Zl\_/’. Ki,

wobei

PRI YL
u = i;j:.;v”(m_xj‘)'

Wir betrachten nun den Spezialfall eines abgeschlosseystars. In diesem Fall verschwinden
per Definition alle aul3eren Krafte:

Ri = 0.

Aus dem Schwerpunktsatz folgt mit der Definition des Gesamtises

P = im%,

dal3 der Gesamtimpuls erhalten ist:

Slo
o
I
ol



Fur die Bewegung des Schwerpunktes folgtﬁus 0, daf sich der Schwerpunkt mit konstanter
Geschwindigkeit entlang einer geraden Linie bewegt. Adégkt durch den Impuls erhalt man
fur die Bewegung des Schwerpunktes

— 1—» —
() = ZPt+X(t).

wobeiX (to) die Integrationskonstante aus der Integration der Bewgsglaichung ist. Der Dre-
himpulssatz vereinfacht sich fiir ein abgeschlosseneg®Byst

L =0
Der Energiesatz vereinfacht sich fur ein abgeschlosseysters zu

d

Wir setzen
E = T+U.
Wir kbnnen zusammenfassend sagen, dal3 ein abgeschloSgstes durch zehn Grél3en
L,P,E, X(to)

charakterisiert ist. Diese zehn Grol3en bezeichnet manialklassischen zehBewegungsin-
tegrale oder die klassischen zeldirhaltungsgrofR3en Sie reflektieren die Invarianz eines abge-
schlossenen Systems unter den zehn kontinuierlichen Symemder Galilei-Gruppe (Zeittrans-
lation, Raumtranslation, Drehinvarianz, Transformagai ein mit konstanter Geschwindigkeit
bewegtes Bezugssystem).

Wir wollen die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen demBgungsgleichungen noch et-
was genauer diskutieren. Wir betrachten ein Systenmiéilchen. Die Bewegungsgleichungen
lauten

mx = ;ﬁj-i-lzi-
A

Dies ist ein System vo(8n) Differentialgleichungen zweiter Ordnung in den Grof3en

X1,Y1,21, ---5 Xn, Yns Zn, L.

Wir fuhren dieses System in ein System v@n) Differentialgleichungen erster Ordnung uber,
indem wir die Impulse

B = m¥



einfihren. Wir erhalten somit das System

- 1

X-i = aﬁi,

b= ;FIj‘FKi-
JAi

Dies ist ein System vo(6n) Differentialgleichungen in den @en

X Y Rz X z
X17y17217 p17 p17 pl: "'7Xn7ynazn7 pn, p%v pnvt'

Wir bezeichen den Raum aller Koordinaten

T
y - (X17y17217 p):fv p{: pia ---aXn,YnaZn» p:’(h pym pl’z1) )

als denPhasenraumeines Systems vamTeilchen. Dieser Phasenraum hat die Dimenggm).
Das System de6n) gekoppelten Differentialgleichungen IaR3 sich auf die Form

d -
—y = Gft

bringen. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen érgibh aus der Theorie eines Sy-
stems von Differentialgleichungen erster Ordnung. Fallstetig int undy ist und fallsG eine
Lipschitz-Bedingung erflillt, so gibt es eine eindeutigesludg dieser Differentialgleichung zu
den Anfangswerter (to) und pi(to).



2 Der Lagrange-Formalismus

2.1 Die Lagrange-Formulierung der klassischen Mechanik

Wir haben gesehen, dal’ wir zu der Beschreibung eines SystammsTeilchen entwede(3n)
Differentialgleichungen zweiter Ordnung odén) Differentialgleichungen erster Ordnung be-
notigen. Wir kdnnen uns nun fragen, ob wir diese Informatianh “eleganter” oder kompakter
angeben konnen. Dies ist in der Tat mdglich. Ein physikhBscSystem mih Teilchen kann
durch die Angabe einer einzigéagrange-Funktion

L (21, ...,Xn,il, ...,in,t)

beschrieben werden. Diese Lagrange-Funktion hangt&on- 1) Variablen ab:3n) Ortkoor-
dinatenXy, ..., X, (3n) Geschwindigkeite;, ..., X, sowie der Zeit. Es empfiehlt sich, dié€3n)
Ortskoordinaten zu einem einzigen Vektor

X = (X1,y1,21,---,Xn,Yn,Zn)T

der Dimensior(3n) zusammenzufassen. Ebenso fa3t man die Geschwindigkeitinem Vek-
tor

* = (X17y17.217"'75(n7yn7.2n)T

der Dimensior(3n) zusammen. Die Lagrange-Funktion l&aRt sich somit als
L (X %t)

schreiben. Die Newtonschen Bewegungsgleichungen erfadltaus der Lagrange-Funktion, in-

dem man didculer-Lagrange-Gleichungenaufstellt:
ddL(XX.t) oL(XXt)
dt  0x 0Xi

0,

wobeii eine der(3n) Komponenten der Vektorehundx bezeichnet. Hierbei sind die partiellen
und totalen Ableitungen wie am folgenden Beispiel verdeltizu verstehen:

0 )

a—x(01X+02x+cst) = Cy,

0 .

a—)_((clx—|-czx+03t) = ¢y,

0 )

a(01X+czx+C3t) = c3,

d . : .
a(clx+czx+c3t) = C1X+CoX+C3.



Man erhalt aus der Kenntnis der Lagrange-Funktion auch dsa@tenergie des Systems, indem
man
. oL
(2)

Fur den Fall, dal3 die Krafte sich durch ein Potential ddestelassen, nimmt die Lagrange-
Funktion fur das System die einfache Form

L(X%t) = T(X)-V(¥

berechnet.

an, d.h. sie ist gegeben durch die Differenz von kinetis&margie und potentieller Energie. In
diesem Fall h&ngt die Lagrange-Funktion nicht explizit den Zeit ab.

Diese Aussagen werden wir spater auf zwei Arten herleiteim 2inen tber das Prinzip der
kleinsten Wirkung (Hamiltonsches Prinzip), zum zweiteretitas Prinzip der virtuellen Ver-
rickungen (d’Alembertsches Prinzip).

Zunéchst ist es allerdings sinnvoller, sich mit der LageaRgnktion und den Euler-Lagrange-
Gleichungen vertraut zu machen und diese Aussagen nur évieaineinfachen Beispielen zu
Uberprifen.

Wir beginnen mit einem einzelnen Teilchen, welches sich nafifeld einer konservativen Kraft
bewegt. Der Ort des Teilchens wird durch den Dreiervek{o)y beschrieben, die Geschwin-
digkeit des Teilchens durch den Dreierveki(r). Die kinetische Energie des Teilchens ist wie
tblich durch

1 -
T = -mé?
2

gegeben. Die Kraft auf das Teilchen soll konservativ seahed lal3t sie sich durch ein Potential
darstellen:

FR) = -0V ().
Die potentielle Energie des Teilchens ist dann einfach
V (X).

Somit ergibt sich die Lagrange-Funktion in diesem Fall zu
L(XXt) = T(X)-V(X=:mZ-V(X).

Die Lagrange-Funktion hangt in diesem Fall nur waimdx ab, sie hangt nicht explizit von der
Zeitt ab. Wir berechnen nudL /dx; undoL /0x:

oL 0

— = ——V(X

10



da die kinetische Energie nur v@naber nicht vorx abhangt. Desweiteren haben wir
oo -y
o

Hier haben wir ausgenutzt, daf? die potentielle Enérgi¢ vonx unabhangig ist. Wir bendétigen
noch die Zeitableitung voaL /0x;:

dadL

dtox,

Somit lauten die Euler-Lagrange-Gleichungen

daL(x X,t) oL (%,%1)

dt ox Y
., 0
mx.-l-a—xi (X) = 0.
Nun ist allerdings
0

und daher lassen sich die Euler-Lagrange-Gleichungenalsch
m = F

schreiben. Dies ist nichts anderes als die uns schon bekhiemitonsche Bewegungsgleichung.
Wir Uberprifen nun noch die Beziehung fur die Gesamtenefgast

. oL : :
le& = anxizzrry27

und somit

E = (ZNS—D —L=m®—L=mx— (%mﬁZ—V(Y)) :%mihv&),

was genau der Summe aus kinetischer und potentieller Enenggpricht.
Wir kdnnen das Beispiel eines Teilchens leicht auf ein Sgstenn Teilchen verallgemeinern.
Wir nehmen wieder an, dal3 die Krafte konservativ sind, dénKdaft auf dasj-te Teilchen ist

gegeben durch

F = —ajV (X1, ..., %n) -

11



Wir fassen alle Koordinaten zu einem Vektor der Dimengi@m zusammen:

X = (Xl,YLZl, ...,xn,yn,zn)T

Die Lagrange-Funktion ist wieder die Differenz von kinelier Energie und potentieller Energie:
. . n1 o,
L (X’,X,t) =T (X) -V (X) = _Zlémjzj -V (X).
J:

Die Euler-Lagrange-Gleichungen ergeben sich nun zu

d oL (%xt) oL (XX%t) ,

- — = 1<i<

at 0% X, 0 sis3n
mjij-l—ﬁjV(i) = 0, 1<j<n

(In der ersten Zeile bezeichniegine der(3n) Komponenten des Vekto® in der zweiten Zeile
bezeichnet eines demn Teilchen.) Somit finden wir die Newtonsche Bewegungsglaichfir
dasj-te Teilchen wieder

—

miX; = Fj.

Wir berechnen auch die Gesamtenergie und finden

E = (ng—;> ~L= (ilmj%j?) ~L= (él%mji,?) +V ().

Die Gesamtenergie ist wie erwartet die Summe aus kinetisoitepotentieller Energie.

Als drittes und etwas schwierigeres Beispiel betrachtenBaispiel, in dem die Krafte nicht
konservativ sind. Wir betrachten ein Teilchen in einem etgkagnetischen Feld. Wir erinnern
uns, dal die Lorentzkraft auf ein Teilchen mit der Ladgnign Gaul3schen Mal3system gegeben

ist durch
E - q<|§+gxl§).

Das elektrische und magnetische Feld kdnnen wir durch alastés Potentiab und ein Vektor-
potentialA beschreiben:

E(Y) = ~DOE) -~ SARD),

B(xt) = OxA(Xt).

Da sowohl zum einen das elektrische FEldls auch das magnetische Feld explizit von der Zeit
abhangen kdnnen und da zum zweiten die Lorentzkraft von dscl@vindigkeit des Teilchens

12



abhangt, ist diese Kraft im allgemeinen nicht konservatit. kbnnen allerdings wieder die
Newtonschen Bewegungsgleichungen aus einer Lagrangdiéurableiten. Diese Lagrange-
Funktion lautet

: 1 . :
L (2, Y,t) = Emiz —Viorentz (Xa Xt) )

wobeiV| grentz (X, i,t) ein verallgemeinertes Potential darstellt, welches nyhizkvon der Ge-
schwindigkeitX und der Zeit abhangt:

. 1. .
VLorentz(KXt) = q CD(X,'[)—EX-A(X,t) .

Wir Uberprufen wieder, ob die Euler-Lagrange-Gleichurgghlewtonsche Bewegungsgleichung
liefert. Es ist nun

L (%,%1) oD (Xt) q- dA(Xt)
B G /A e S A/ Gt S APA
0Xi 0Xi C 0Xi
OL(X,?,t) g
% = Mt ARD,
doL(xXt) q[OARL) . =
aT = ITI)Q-i——[ ot +X-DA|(X,t> .

In der letzten Zeile haben wir die Kettenregel angewendet:

d, oo OARY (0, L N OANRY oo
GARD = = +<axjA.(Y,t)) 5= X OARD).

Somit lautet die Euler-Lagrange-Gleichung

d oL (% Xt) oL (XXt)

dt  9x; 0% ’
. QOAXY) gy = IP(Xt) q, AL
mx'+c76t +CX OA (Xf,t)jtqiaxi CX “ox 0.
Nun ist allerdings
. - 10-
E(Xt) = —qu(i,t)—eaA(X,t)
und somit
qoA (Xt) 0P (Xt) ,
c a1 d 0% = —9EXY.

Das magnetische Feld ist gegeben durch
B(xt) = OxA(Xt).

13



Betrachten wir nun dig-Komponente von

X x (ﬁ X ﬁ(?,t)) ;

(OB A L (0AC OA,

x Y\ ox oy 2\ 9z ox
o aAX aAy aAZ aAX aAX aAX
= Wox TWoax TVeax TV ax Wy Viar

so findet man

X x (ﬁ X ,K\(X,t))

Ahnliche Identitaten findet man fir die und diez-Komponente. Somit I4Rt sich zeigen, daf

= LAY o o=
% x (DxA(z,w))i = % = % DA R
gilt. Somit ist
95 A - 93 ARY Ao g _ 9.8
X DA R — %= - % (DxA(X,t))’i = —Ux B
Fugen wir alles zusammen, so erhalten wir aus der Eulerdoggr-Gleichung die Beziehung
n&—qé(xt)—gw@(xt) )

Dies ist nichts anderes als die Newtonsche Bewegungsglaicgines Teilchens im elektroma-
gnetischen Feld:

. S 1. .
mX = ¢ (E(X,t)+ va B(X,t)) .
Wir betrachten noch die Gesamtenergie des Teilchens

E = <IZx.a—)_(i>—L_mY + V-ARY L= smé P (R.1).

Der Term proportional z&- A hebt sich auf und man erhalt die kinetische Energie deshigits
plus einen Terng®.

2.2 Das Wirkungsprinzip

Im vorherigen Abschnitt haben wir anhand einiger Beispgglsehen, dal? man aus der Kenntnis
der Lagrange-Funktion die Newtonschen Bewegungsgleggmuherleiten kann, indem man die
Euler-Lagrange-Gleichungen aufstellt:

d oL (%,%t) oL (XX t) 0
dt ax  ox o

14



Wir wollen nun zeigen, dal die Euler-Lagrange-Gleichuraggneinem fundamentaleren Prinzip
folgen. Hierzu betrachten wir di&/irkung . Die Wirkung ist definiert fir eine gegebene Bahn-
kurveX(t) als das Integral der Lagrange-Funktion Uber die Zeit vorreiknfangszeitpunkt,

zu einem Endzeitpunkg:

tp
S = [dtL(X(1),X(t),t)
/

Wir kénnen die WirkungsgroR3e fur verschiedene (nicht nothgerweise physikalische) Bahn-
kurvenX(t) betrachten, in dieser Weise wird die WirkuSgu einem Funktional vor(t):

tp
SO /dtL(i(t),i(t),t)
ta

Wir betrachten nun alle Bahnkurvé&(t), welche die Randbedingungen
X(ta) =%a,  X(to) =X,

erfillen. In anderen Worten interessieren wir uns fur aléhiikurven, welche die Bewegung
eines Teilchens von OR, zur Zeitt, zum OrtX, zur Zeitty beschreiben.

DasWirkungsprinzip besagt nun, dafd unter allen mdglichen Bahnen die physikaliBahn
diejenige ist, welche die Wirkung minimiert. In Formeln leedet dies:

S[Ronys(t)] < S[X(t)] furalle X(t) mit X(ta) = Xa,X(tp) = %o.

Das Wirkungsprinzip wird oft auch aRrinzip der kleinsten Wirkung oder alsHamiltonsches
Prinzip bezeichnet.

Wir kdnnen nun zeigen, dal’ aus dem Prinzip der kleinstenigklie Euler-Lagrange-Gleichungen
folgen.

Nehmen wir an, daRynys(t) das Funktionab minimiert. Dann betrachten wir hilfsweise eine
zweimal stetig differenzierbare Bald®(t) mit

M(ta) =0, X(tp) =0.
Dann beschreibit,nys(t) + € 3X(t) eine Bahn, welche die Randbedingungen
Xohys(ta) +€ X (ta) =Xa,  Xphys(tp) +€ X (ty) =%y

erflllt. Hierbei iste € R ein Parameter. Wir sagen, daf die Balhgs(t) + &€ dX(t) eineVariation
der BahmXynys(t) ist. DaXnys(t) nach Annahme die Wirkung minimiert, gilt

S[Xohys(t)] < S[Xpnys(t) +€X(t)],

15



flr alle Variationen voriphyS ). Insbesondere gilt

e SBenys®) +eX(M)] |, = 0.

Nun ist aber

tp
3o SKonys(t) +E ()] = E/dtL Xphys +aéz(t>,iphys(t)+ae§z(t>,t)

:/m [ (0 + 55400

Den zweiten Ausdruck kdnnen wir partiell integrieren:

tp
oL\ d
/dt—6x. _ /dt <&) 84 (0)

d aL d aL
"o (oo =~ [ (5 o
Wegendx; (ta) = &% (tp) = O verschwinden die Randterme. Wir erhalten also

oL doaL
/dt LM dtaA () = 0.

Da dies fur beliebige “Variationerdx; (t) gilt, folgt daf jede eckige Klammer fur sich verschwin-
den mul3, also

o do _
ox; dtox

Dies sind die Euler-Lagrange-Gleichungen.

Bemerkung: Zur Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichumigénur die Bedingung

9 S [Ronyelt) +E8KW)]],_y = O

notwendig. Diese Gleichung besagt, dal3 die Wirkung fir Hiesikalische Bahextremal wird.
Ob ein Minimum oder ein Maximum vorliegt, ist hierbei nicktevant. Streng genommen sollte
man daher auch vom “Prinzip der extremalen Wirkung” sprech&an schreibt auch oft, dal3 die
physikalische Bahn diejenige ist, fur die die Variation Wérkung verschwindet:

3S[X(1)] = O.

16



2.3 Weitere Anwendungen der Variationsrechnung

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dal’ sich die Eugrdnge-Gleichungen (und damit
die Newtonschen Bewegungsgleichungen) aus der Fordergegen, dal} die Bahnkurwét)
die Wirkung SX(t)] minimiert. Zur Herleitung haben wir die Variationsrechgumenutzt. Wir
wollen an dieser Stelle noch weitere Beispiele fur die Aneerg der Variationsrechnung be-
handeln.

Beispiel 1: Die Geodatengleichung. Wir betrachten eineaebn Kurven

f : [0,1] — R3,
A— fN)

mit den Randbedingungen

. Xo . X1
H@(w), HD(w).
V4q V4]

Gesucht ist nun diejenige Kurve, welche die kirzeste Vellniig zwischen dem Anfangsodg
und dem Endorg; darstellt. Diese Kurve bezeichnet man @lsodéate
Wir betrachten nun zunéchst eine beliebige Kurve zu denlgew Randbedingungen. Die

Kurvenlange ist gegeben durch
dfy df\* /df,\?
/‘“\/( ¥ (5 (&)

/m

Die Kurvenlange ist von der Parametrisierung unabhéansignd fx/dA # O fur alleA € [0, 1],
so kdnnen wir die dig-Koordinate als Kurvenparameter wahlen. Wir setzen also

X = Xo+A(X1—Xo).
Nach dieser Umparametrisierung ist unsere Kurve gegebh du

f [X0,X1] — R3,

- X
x— f(x)= ( fy(x) ) :
f2(x)

und erhalten somit fur die Kurvenlange
X1
= [axy/1+ () (R)°
Xo

17




wobei f) = dfy/dxund f; = df;/dxist.

Setzen wir nun

und
L(6.9.x) = /1+(@(x)%
slg) = [ dxL(8.d.).
X0

so konnen wir das Geodatenproblem wie folgt umformulief@esucht ist die Kurve, welche
S[d(x)] minimiert. Eine notwendige Bedingung hierflr ist wiedea35[g(x)] ein Extremum
annimmt, d.h.

6S[g(x)] = O.

Dies fuhrt wieder zu den Euler-Lagrange-Gleichungen

SLL o icua
In diesem Fall isbL/dg; = 0 und
oL g (x)
W2
Somit ergibt sich fir die Euler-Lagrange-Gleichung

Hieraus folgt
— = ¢, 1€{12},
1+(g(0)?

wobeic; undc, zwei Konstanten sind. Quadriert man die beiden Gleichuffigren= 1 undi = 2
und z&hlt sie dann zusammen, so laf3t sich zeigen, dal3

2

((x))° = const
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gilt. Somit folgt
gx) = &, i€{12}.
Hieraus folgt nun wiederum
gi(x) = Gx+d, ie{l2}.
Berlcksichtigt man nun die Randbedingungen

01(X0) =Yo, 01(X1) =V1,
Q2 (%) =20, Q1(X1) =121,

so findet man

(X=Xo)

X) = — Vo) ——~ + VYo,

91(%) (Y1—Yo) o —xo) Y
(X—Xo)

X) = (z1—2) —% +2,

92(x) (21 20)(X1_X0) 20

Fugt man alles zusammen und geht man zurtick auf die Pararmaeitrig mittel3\, so findet man

B X0+ (X1 —X0)
f = 1 YotA(yr—yo)
2+ A (z—2)

Dies stellt eine Gerade dar. Die kiirzeste Verbindung zweisaten Punkterixo, Yo, )" und
(xl,yl,zl)T ist also eine gerade Strecke.

Beispiel 2: Die Brachistochronengleichung. Als zweitessBel wollen wir die Situation be-
trachten, in der eine Bahnkurve gesucht wird die zwei gegelfinkte verbindet, so daf3 ein
Teilchen unter dem Einflu® eines konstanten Schwerefeliéss @ahn in kiirzester Zeit durch-
lauft. Reibungskréfte sollen hierbei vernachlaRigt warden Gegensatz zum vorherigen Bei-
spiel ist nun nicht nach dem kiirzesten Wege gefragt, sonueh der kiirzesten Zeit. Diese
Frage ist zum Beispiel bei der Konstruktion von NotrutschenFlugzeugen relevant. Wir wol-
len gleich zu Beginn annehmen, dal} die Bewegung in einereebdalgt, die wir als diex-z-
Ebene wéahlen konnen. Die Schwerkraft wirke in Richtung dgativerz-Achse. Als Startpunkt
wahlen wir(Xo,zp) = (0,0). Der Endpunkt sei

(Xl, 21) .

Da die Schwerkraft in Richtung der negativeAchse wirkt, seiz; < 0. Wir nehmen weiter an,
dafi3 die Anfangsgeschwindigkeit des Teilchens Null ist.

Wir kdnnen wieder wie zuvox als Kurvenparameter wahlen, d.h. die Kurve ist von der Form



mit
z(0)=0, z(x1)=12zu.

Hat das Teilchen die Geschwindigkeitund durchlauft es das infinitessimale Wegelenant
langs der Kurve, so dendtigt es hierfir die infinitessimade Z

ds
Vv

Das infinitessimale Wegelement langs der Kurve zwischerPderkten mit den Kurvenparame-
ternx undx+ dxist

1+ (Z(x))%dx

Somit ergibt sich fur die Gesamtzeit

Wir bendtigen noch eine Beziehung fur die Geschwindigheig: Energieerhaltung liefert
1
mé = —
2m mgz

und somit ist

Vv = /—20z

Wir kbnnen das Problem nun wieder als Variationsproblemmtdieren: Gesucht ist eine Kurve
z(x) mit z(0) = 0 undz(x1) = z, so daR die Grof3e

1+(Z(x)
v/ —29Z(X)

minimiert wird. Wir stellen wieder die Euler-Lagrange-@leung auf

S[z(x)] = /de(z,z’,x), L(zZ,x) =
0

doL oL _
dxdz 0z
Esist

oL 1+(2)?

— = g ,

0z (~2g2)%

a 7

Z/ - P

0 \/—292 1+(z>2>

d oL y 7 [—gz (1+ (z)z) —2gziz'}

dxaz \/—Zgz(1+(z’)2> (—Zgz<l+(z’)2)>%



Fugt man nun alles zusammen, so findet man die Differengialgling
277+ (Z)°+1 = 0.

Dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Durch Differenzieren tUberprift man die folgenden Aussdgde Funktion, die die Differential-
gleichung erster Ordnung

z (1—1— (z’)2> = const

erfullt, erfllt auch die obige Differentialgleichung ziker Ordnung. Wir werden spater im Rah-
men des Noether-Theorems eine Methode kennenlernen, wieang der Kenntnis, dal3 die
Lagrange-Funktion nicht explizit von der Variablgrabhangt, die Differentialgleichung erster
Ordnung relativ schnell finden kann. Im wesentlichen baretman

6_L_ B 1

oz \/—2gz(1+ (z)z) |

Aus dem Noether-Theorem folgt, dal3 dieser Ausdruck kohgtarDies ergibt die obige Diffe-
rentialgleichung erster Ordnung.

Die Losung der Differentialgleichung
2(1+(2)°) = -2R
ist durch eine Zykloide gegeben:

x(9) = R(¢—sing),
z(¢) = —R(1-cosp),

wie man leicht durch Einsetzen tberprift: Es ist zunachst

x

B sind
~ 1—cosp’

o
X
glelslz

und damit

z(1+(i)2> = —R(1-cosp) (1+%)=—2R
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2.4 Zwangsbedingungen und verallgemeinerte Koordinaten

Wir sind bisher immer davon ausgegangen, dal3 ein System Veitchen durch3n) Ortskoor-
dinaten beschrieben wird. Wir sprechen in diesem Fall voaraiSystem mit3n) Freiheitsgra-
den.

Nun kann es aber durchaus sein, dal3 ein Systermvi@ilchen weniger Freiheitsgrade zur
Verfugung hat. Man denke hier zum Beispiel an eine Achterb&ler Wagen wird durch die
FUhrungsschiene zu einer eindimensionalen Bewegung ge@mu Der Wagen hat daher nur
einen Freiheitsgrad. Ein weiteres Beispiel ist ein Teilclaef der Oberflache einer massiven
Kugel, das durch die Gravitationskraft sich nur auf der @aene der Kugel bewegen kann.
Dieses Teilchen hat nur zwei Freiheitsgrade.

In diesen Fallen sprechen wir davon, daf? das Sy&eangsbedingungerunterworfen ist.
Lassen sich die Zwangsbedingungen durch eine GleichuagjelKoordinaten der Teilchen und
der Zeit in Beziehung setzt und die die Form

f(Xe,%2, ..., %st) = O

hat, darstellen, so spricht man vbalonomen ZwangsbedingungenEin einfaches Beispiel ist
der Fall, in dem ein punktférmiges Teilchen zu einer Bewegauf einer Kugeloberflache mit
RadiusR einschréankt ist. In diesem Fall Iaf3 sich die Zwangsbedigguse folgt angeben:

PR = 0.

Liegen mehrere holonome Zwangsbedingungen vor, so lagdeudisse durch ein System von
Gleichungen

f1 (21,22, ...,Yn,t) = 0,
fo (21,22,...,2,1,0

I
o

fr (21,22,...,%1,1:) — 0
angeben. Wir bezeichnen diese Zwangsbedingungen als &mgighfalls die(r x 3n)-Matrix
oo of
= aXi
fur allet den Rang hat.

Zwangsbedingungen, die nicht auf dieser Weise darstedibdr nennt mamicht-holonom.
Beispiele fur nicht-holonome Zwangsbedingungen sind Biegungen. Diese treten zum Bei-
spiel auf, falls ein Gas in einen wurfelférmigen Behaltergaschlossen wird:

0<x, x<a
0<yi, V¥i<a
0<z, 1z<a 1<i<n.

22



Wir wollen noch ein weiteres Beispiel fur nicht-holonomeavwgsbedingungen betrachten. Ver-
wenden wir wieder den Vektor

X = (Xla)’l,Zl,XZ,YZ,ZZ, ~~~7Xn,Yn,Zn)T
fur ein System vom Teilchen, so ist eine holonome Zwangsbedingung gegebem dur
f(Xt) = 0.

Differenziert man diese Gleichung nach der Zeit, so erhathm

%Mit.. Loty g
Z\ax. ot 7

Wir betrachten nun allgemein Zwangsbedingungen der Form

(Zgit >+%RU = 0

Gibt es eine Funktio®s (X,t), so dald

0GR 1) 0G(%,t)
aXi =0 (270 ) ot =0Jo (271:) )

gilt, so bezeichnet man die obige Gleichungedsakt. In diesem Fall &3t sich die Differential-
gleichung integrieren und man findet

G(Xt) = ¢,

d.h. wir erhalten wieder eine holonome Zwangsbedingung istuaber nicht jede Differential-
gleichung der obigen Form exakt. Es lal3t sich zeigen, dafi@iiferentialgleichung der obigen
Form genau dann exakt ist, falls

0% _99;  0gi _ 9o

o o a o

gilt. Wir bezeichnen eine Differentialgleichung der olmgeorm alsintegrierbar, falls es eine
nirgends verschwindende FunktiaX;t) gibt, so daR die Differentialgleichung

(321 (%) g (%1) -5 )+u<zt>go<zt> -0

exakt ist. In diesem Fall nennt man die FunktiofX;t) integrierenden Faktor und man kann

die Differentialgleichung wieder auf eine holonome Gleicg zuriickfuhren. Allerdings ist auch
klar, daf3 nicht jede Differentialgleichung der obigen Fantegrierbar ist. Liegt die Zwangsbe-
dingung in der Form einer nicht-integrierbaren Differatgleichung der obigen Form vor, so
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handelt es sich um eine nicht-holonome Zwangsbedingungh Aierzu ist ein konkretes Bei-
spiel hilfreich: Wir betrachten ein Rad, das sich auf deiizwottalenxy-Ebene bewegt. Die Ra-
debene sei hierbei stets vertikal. Wir konnen die Bewegumghdvier Koordinaten beschreiben:
Wir haben diex- und diey-Koordinate des Radmittelpunktes, den Drehwingalm die Rad-
achse sowie die Orientierung der Radebene bezuglicixyd€pordinaten. Hierfir verwenden
wir den Winkel6 zwischen der Radebene und defAchse. Diese vier Koordinaten sind nicht
unabhangig: Die Bewegung des Radmittelpunktes erfolgemrR&hdebene. Es gilt

X = vcosH,
y = vsinb,

wobeiv die Geschwindigkeit des Radmittelpunktes darstellt. Naiiaber

v = 1o,
wobeir der Radius des Rades ist. Somit erhalten wir als Zwangstyedgen

X—rpcos® = O,
y—rdsind = 0.

Diese beiden Differentialgleichungen lassen sich nidigigrieren (ohne die vollstandige Losung
des Problems zu kennen).

Zwangsbedingungen werden weiterhin dahingehend uniedsh, ob sie zeitunabhangig
sind oder die Zeit explizit enthalten. Sind sie zeitunalghgnso spricht man voekleronomen
Zwangsbedingungen Enthalten sie die Zeit, so spricht man vdreonomen Zwangsbedin-
gungen Das folgende System von Gleichungen

fi (217227"'7%’1) - 07 1§|§r7

liefert also skleronome holonome Zwangsbedingungen.

Liegen Zwangsbedingungen vor, so sind zum einen nicht mehKaordinaten voneinan-
der unabhangig, da sie durch die Zwangsbedingungen nteinerknipft sind. Zum anderen
sind die Zwangskrafte meistens nicht explizit gegebendsonnur durch ihre Wirkung auf die
Bewegung des Systems bekannt.

Wir diskutieren nun holonome Zwangsbedingungen etwasugengVir betrachten ein Sy-
stem mit(3n) Koordinaten und holonomen Zwangsbedingungen.

fl (217227"'7%7t> - 07 l S I S r7

Wir kdnnen diese Gleichungen verwenden, ukoordinaten zu eliminieren. Es verbleiben also
(3n—r) unabhangige Koordinaten und wir sprechen von einem Systgr(Bm-—r) Freiheits-
graden. Es ist nicht notwendig, daf’ @8n — r) unabhéngigen Koordinaten mit einer Teilmenge
der urspringlicheii3n) Koordinaten tbereinstimmen. Wir bezeichnen die unablg@mgKoor-
dinaten nun mit

d1,92,..-,03n—r-
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Die ursprunglichen Koordinaten lassen sich durch diesbh#ragigen Koordinaten ausdricken,

X1 - 21(ql7"'7q3ﬂ—l'7t)7
X2 = X (q,...,080-r,t),

Xl’l - in(CIL--wQSn—rat)a

so dal3 diese Gleichungen die Zwangsbedingungen implitia&an. Wir bezeichnen die unab-
hangigen Koordinateqs, o, ..., 0sn—r alsgeneralisierte Koordinaten oder auch alserallge-
meinerte Koordinaten.

Die zeitlichen Ableitungen der generalisierten Koordamabezeichnen wir algeneralisierte
Geschwindigkeiten

: doj

4= G
Die urspringlichen Geschwindigkeité’nstehen mit den generalisierten Geschwindigkegfen
wie folgt in Beziehung:

. . 3n—r Ao '
% (d.4.1) = (Z am’,t>,qj>+ax(q,t>.

= 0q; ot
Beispiel: Wir betrachten ein Teilchen, dal} sich nur auf degé&oberflache
¥ = R

bewegen kann. Als generalisierte Koordinaten konnen wir Belarwinkel® und den Azi-
muthwinkel ¢ verwenden. Die urspriinglichen Koordinateny und z ergeben sich dann wie
folgt:

X(0,6) = RsinBcosy,
y(0,¢) = RsinBsingd,
z(6,¢) = Rcosb.

Die Zwangsbedingung ist dann automatisch erfullt, wie negchk zeigt:
X2 = X+y?+2Z =Rsif0cosd + RPsitBsi’ ¢ + Rcos’ 0 = R2.
Es ist weiter
x = R(BcosBcosh —dsindsing),
R(8cosBsing + ¢ sinBcosh) ,
z = —ROsinb
und

R = R P R[04 §2siPe].
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2.5 Das d’Alembertsche Prinzip

Wir wollen nun eine zweite Herleitung der Euler-LagrangeiGungen betrachten. Diese ba-
siert auf dem d’Alembertschen Prinzip der virtuellen Vekiingen. Bei dieser Herleitung be-
trachten wir nun auch die Verallgemeinerung auf Systemdaithomen Zwangsbedingungen.

Wir betrachten ein System vam Teilchen mit den Ortkoordinatexy, ..., X,. Dieses System
unterlieger unabhangigen holonomen Zwangsbedingungen der Form

fi(X1,%,....,%,t) = 0, 1<i<r.

Unter einewirtuellen Verriickung verstehen wir eine willkirliche infinitessimale Anderureyd
KoordinatemX; zu einem Zeitpunkt, die mit den Kréften und den Zwangsbedingungen vertrag-
lich ist, die auf das System zu dem gegebenen Zeitpinwkken.

Wir betrachten zunachst den Spezialfall eines statischsterids, d.h. das System istim Gleich-
gewicht. In diesem Fall ist fiir ein jedes Teilchen die auksdeTeilchen wirkende Gesamtkraft
K; gleich Null:

Ki = 0, 1<i<n.
Somit ist natiirlich auch das Skalarprodukt &ysind der virtuellen Verriickundx; gleich Null:
Ki-&% = 0, 1<i<n.

Es bleibt auch Null, wenn wir nun Uber allsummieren:

_iﬁim = 0.

Wir nehmen an, dafR sich die Gesamtkiéft die auf das-te Teilchen wirkt, als eine Summe
einer KraftF, die wir explizit behandeln wollen und einer Zwangskiafergibt:

K = R+Z.

Die genaue Form der Zwangskréfte ist meistens nicht bek@matverfigbare Infomation tber
die Zwangskrafte besteht darin, daf? sie die Teilchen aef@aihn zwingen, die mit den Zwangs-
bedingungen vertraglich ist. Unser Ziel ist daher, die Zgskmafte zu eliminieren.

Betrachten wir nun die virtuellen Verriickungen. Per Defnitsind dies Verriickungen, die mit

den Zwangsbedingungen vertraglich sind. Wir betrachtenSysteme, fur die dieirtuelle Ar-
beit der Zwangskréfte verschwindet:

_iz &% = 0.
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Fur konkrete Modelle Iaf3t sich zeigen, dal? dies fur holondmangsbedingungen immer dann
der Fall ist, falls die Zwangsbedingungen keine Reiburé@fs&mervorrufen. Wird ein Teilchen

gezwungen, sich auf einer Flache zu bewegen, so wirkt diengskaaft senkrecht zur Flache,
die Bewegung des Teilchens (und damit auch alle mdglichenelien Verriickungen) erfolgt

jedoch tangential zur Flache.

Mit der Annahme, dald die virtuelle Arbeit der Zwangskrafegschwindet, erhalten wir nun
im statischen Fall die Gleichung

_iﬁ.-ax = 0.

Wir gehen nun vom statischen Fall auf den allgemeinen dysamen Fall Gber. Im Gegensatz zu
Ki = 0 gilt nunK; = m;&;, oder
Ki-p = o

Wie zuvor kdnnen wir wieder das Skalarprodukt g%t nehmen und Utber aliessummieren. Wir
erhalten

i (Ri—ﬁi>.6xi — 0.

Setzen wir wiedeK; = F + Z; und nehmen an, daR die virtuelle Arbeit der Zwangskréfte ver
schwindet, so erhalten wir

n — -

zl(rz.—n) &% = 0.

Diese Gleichung wird als datAlembertsche Prinzip der virtuellen Verriickungen bezeich-
net. Die Zwangskraft&; treten in dieser Gleichung explizit nicht mehr auf.

Wir driicken nun die urspriinglichei8n) Koordinatenx; (1 <i < n) durch die(3n—r) ge-
neralisierten Koordinateg; aus (1< j <3n—r).

Xi — 2i (QL sy q3n7r,t) .
Fir die Geschwindigkeiten gilt

C_ saan< (@Y o, 0%(GY
\7| - 2I (qu,t)—<gl aqj q]>+ ot .

Leiten wir nochmal partiell nact, ab, so erhalten wir
W%
00K 00k
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Diese Hilfsrelation werden wir spater verwenden. Wir kdmaeich die virtuellen Verriickun-
gen der ursprunglichen Koordinatér; durch die virtuellen Verriickungen der generalisierten
Koordinatendq; ausdriicken. Es gilt

Bemerkung: Es tritt hier keine Zeitableitung auf, da dig¢uetlen Verriickugnen zu einer festen
Zeit betrachtet werden. Somit folgt aus dem d’AlembertadPenzip

Y (R-p)-& = o
Wir setzen nun

und bezeichne; als generalisierte Kraft. Somit erhalten wir flr den ersten Term aus dem
d’Alembertschen Prinzip

3n—r

lefl-f)% = > Qjdq;.
= =

Wir manipulieren nun den zweiten Term aus dem d’AlembedadPrinzip

3n—r n

n . no . 0%,
i OX = P OX = i =—0Q;.
i;ﬁ % i;mx % gli;mm 3g, 0
Nun ist aber

O A R\ 0% (0 0%\ o o d (. au\ o
o T &()—" aqj) dtaqj‘dt(x aqj) X aqj‘dt(v' aq,—) LRFT

In der letzten Umformung haben wiK; /dq; = Vi /0q; benutzt. Wir erhalten somit

n rnord /oy v
PO = m{—(?-—.)—v-—}5'.
i; P jzl i; dt\" ag; " 00 o

Nun ist aber

oV 10 v 10
'agq;  20g; ''09; 2dq; "’
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und somit

éﬁi.&ﬁ -5 [onaqJ (Ziz ) aq; (é%mf)]éq,—.

In anderen Worten

3“ doT 4T
. Ldtag; ~ ag; | °V

Zl i - 3%,

Flgen wir nun alles zusammen, so konnen wir das d’AlembeetBeinzip durch die virtuellen
Verrickungen der generalisierten Koordinaten ausdriicken

n doT  aT
2, |9 aroe " ag,
=1 aj  0oq;

Da die virtuellen Verriickungen der generalisierten Kooatien unabhangig sind folgt nun, daf3
jeder einzelne Term verschwinden mulf3:

doT aT

29 9% _ Q. 1<j<3n-r
dtog; oq; Qs slsen=t

Bemerkung: Die virtuellen Verriickungéx; der urspriinglichen Koordinaten sind im allgemei-
nen wegen der Zwangsbedingungen nicht unabhangig.

Wir betrachten nun nacheinander drei Falle mit steigendlgefeinheit.

1. Fall: Wir beginnen mit dem Fall, daf3 die Krafiekonservativ sind, sich also durch ein Poten-
tial V(Xg, ..., X,) darstellen lassen:

IE’i = -0V (217 ~~~72n) :
In diesem Fall erhalten wir fir die generalisierten Krafte

DL 0% A ox 0

Qj = |Zil:la—qj :_i;[miv (21<q7t)7 (qv ))] aqj - aqj (q’ )’

wobei wir nun

V(qvt) =V (Xl(qt)?"win(qvt))

geschrieben haben. Setzen wir nun in

doT aT

dtog, oq,
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ein, so erhalten wir

doT 0

a9 _ % r-v) = o
dt aq; aq,-( ) 0

DaV (d,t) nicht vondjj abhangt, kénnen wir ebenso gut schreiben

fiog TV (T-V) = 0
Setzt man nun
L(d,qt) = T-V,
so erhalt man die Euler-Lagrange-Gleichungen
oL o
dtog; 0dq;

2. Fall: Wir werden ebenfalls auf die Euler-Lagrange-Gieitgen gefiihrt, falls sich die genera-
lisierten Krafte aus einer Funktion(q,d,t) nach der Vorschrift

oV (4.qt) L dov (d,d,t)

Qi aq; dt og

berechnen lassen. Setzen wir wieder in

dor ot _
dtdq; aq; :
ein, so erhalten wir
d 0 0
&a—c,]j(T—V)—a—qj(T—V) S

Auch hier wird man wieder mit der Definition

L(d,gt) = T-V

auf die Euler-Lagrange-Gleichungen gefuhrt. Ein wichdigeispiel fur diesen Fall haben wir
bereits kennengelernt: Das verallgemeinerte Potentiali&iLorentzkraft

. 1- -
VLorentz(X,Xat) = q CD(Y,t)—E?'A(Kt)

hangt von der Geschwindigkeit und der Zeit ab.
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3. Fall: Wir betrachten abschliessend noch den Fall, daBtziich zu den bereits diskutier-
ten Kraften noch Krafte auftreten, die nicht durch ein (llgeaneinertes) Potential beschrieben
werden koénnen. Dies ist zum Beispiel bei ReibungskraftenFad. Reibungskrafte sind typi-
scherweise proportional zu der Geschwindigkeit

Q = —Kjaj

wobeik; der Reibungskoeffizient in die Richtung deten generalisierten Koordinate ist. Hier
fihrt man nun ein®issipationsfuntion

1 3n—r

Fa) = Q,ZlquJZ-
i=

Offensichtlich ist

OF(ﬁ)‘

A 7

Die Potentialkrafte sollen wieder wie bisher durch dasdllgemeinerte) Potenti& beschrie-
ben werden. Setzt man wieder= T —V, so daf3 die Lagrange-Funktion nur die Potentialkrafte
bertcksichtigt, so wird man auf

doL o oF
dtdq; dq;  0q;

In diesem Fall kann das System nicht durch eine Lagrangé&tieumalleine beschrieben werden,
man muf3 als eine zweite Funktion noch die Dissipationsfankingeben.

Wir fassen das Wichtigste fur physikalische Systeme, dieldeine Lagrange-Funktion be-
schrieben werden kénnen und die durch holonome Zwangsipeugen eingeschrankt sind,
nocheinmal zusammen. Wir betrachten ein physikalischs®8ymitn Koordinaterk = (xq, ..., %)
undr unabhangigen holonomen Zwangsbedingungen

fixt) = 0, 1<i<r.
Die Lagrange-Funktion des Systems sei
L(X,%t).
Zur Losung des Problems gehen wir wie folgt vor:

1. Wirwahlen(n—r) generalisierte Koordinater) (1 < j <n—r)und druicken die urspriing-
lichen Koordinaterx; durch dieq; aus:

Xi = X (d1,...,0n—r,t).
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2. Wir ersetzen in der Lagrange-Funktion die urspriinghcKeordinaten durch die genera-
lisierten Koordinaten. Dies definiert eine Funktibofg, d,t).

C(@at) = L(X(@G1),X(d,q.1).1).
Bemerkung: Oft schreibt man auch einfdd(d, d,t) anstelle vori (g, d,t).
3. Die Bewegungsgleichungen lauten

dolL oL

- = <j<n-r.
dtog, oq O tslsnor

4. Wir |6sen die Bewegungsgleichungen und erhalten
9 = aj(t).

5. Wir kdnnen die Bewegung auch in den urspringlichen Koatgin ausdricken. Hierzu
setzt man die Ausdricke figy (t) in x;(d,t) ein. Man erhalt

Xi(t) = X (ql(t>7"'7qn—l’(t>7t)'

Bemerkung: Diese Euler-Lagrange-Gleichungen die beedidethode auftreten werden auch
alsLagrange-Gleichungen der zweiten Artbezeichnet. Wir werden Lagrange-Gleichungen der
ersten Art im Zusammenhang mit einer alternativen Meth@d#es noch kennenlernen.

Wir wollen diese Losungsmethode nun an einem Beispiel disian. Hierzu betrachten wir
zwei Gewichte der Massan; undny, die Uber ein nicht dehnbares Seil und eine Rolle mitein-
ander verbunden sind. Bewegt sich ein Gewicht nach untemewegt sich das andere Gewicht
nach oben. Das Seil soll Gber die Rolle reibungsfrei laufén.bezeichnen mik; die Hohe des
Gewichtes 1, und mit, die Hohe des Gewichtes 2. Wir wahlen die Ausgangssituatioda
beide Gewichte sich auf gleicher Hohe befinden und setzen

Desweiteren wollen wir
X1(t=0)=x(t=0)=0

annehmen. Offensichtlich liegt eine Zwangsbedingungd@nicht beide Gewichte unabhéngig
voneinander bewegt werden kénnen. Geht ein Gewicht um éirk@ix nach unten, so geht das
andere Gewicht um das Stuak nach oben. Wir kdnnen die Zwangsbedingung schreiben als

X1+X% = 0.

Es handelt sich um eine holonome Zwangsbedingung. Die bggr&unktion des Systems ist

. 1 . 1 .
L (X1, %2, X1, %2,t) = T—VZémlxiJrész%—mngl—ngXz-
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Als generalisierte Koordinate kbnnen wir

(X1 —X2)

NI =

waébhlen. Es ist dann

X1=0q, X2=-q
und

=g, e=—G
Wir erhalten somit

L o 1 .
C(q,qt) = L(q,—q,q,—q,t)=§(m1+mz>q2—(m1—mz)gq-

Die Bewegungsgleichung ergibt sich aus der Euler-Lagrdbigechung und lautet

(M +mp)G+(m—-mp)g = O,

bzw.
.. m —My
T TmmY
Integration liefert
Ilm—-m
t) = -2 t
a(t) 2 M+ my
und somit
Ilm-m Ilm-m
X1(t) = —=———qt Xo(l) = =————qt“.
L T

2.6 Lagrange-Multiplikatoren

Mit Hilfe des d’Alembertschen Prinzips konnten wir phydikahe Systeme mit holonomen
Zwangsbedingungen behandeln. Es stellt sich nun die Fodgdies auch im Rahmen des Wir-
kungsprinzips moglich ist. Dies ist in der Tat der Fall. Henmt man eine Technik zuhilfe, die
man als Lagrange-Multiplikatoren bezeichnet. Die Methdde Lagrange-Multiplikatoren hat
darUberhinaus den Vorteil, dal3 sie uns auch erlaubt, diengskaafte zu berechnen.

Wir betrachten ein physikalisches System mitoordinaterX = (xq, ...,x,)" undr unabhé&n-
gigen holonomen Zwangsbedingungen

fiXt) = 0, 1<i<r
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Die Lagrange-Funktion des Systems sei
L (X,%.t).

Wir fihren nurr Funktionem\j(t) (1 < j <r) ein und fassen diese~unktionen zu einem Vektor
X(t) = (M(t),...,Ar(t))T zusammen. Wir betrachten nun die wie folgt modifizierte aage-
Funktion:

. . r
E(xf,X,xf,t) = L(®XD)+ Y NOf (R,
=

sowie die dazu gehoérige Wirkung

x| = [art (wio)
ta

Die Funktionen\(t) bezeichnet man alsagrange-Multiplikatoren . Variiert man die Wirkung
nachdx;, so findet man

Dies sind insgesannt Differentialgleichungen. Wir kdnnen dariiberhinaus auabhdA; variie-
ren und erhalten
fiXt) = 0, 1<j<r.

Dies sind genau die urspringlichen Zwangsbedingungen. Wir haben also nuregasgin + r
Gleichungen fur dien+r unbekannten Grofzeq(t), ..., Xn(t), A1(t), ..., Ar(t). LoSt man dieses
(Differential-) Gleichungssystem, so findet man die Bahrér) sowie die Losungeh(t) far
die Lagrange-Multiplikatoren. Die Losungen fur die LagyarMultiplikatoren sind interessant,
da aus ihnen die Zwangskrafte berechnet werden konnen.Maegskraft in Richtung derten
Koordinate ist gegeben durch

afj (Xt)
0Xi

Z = iAKU
=1

Das System der Gleichungen

doL 4L d ofj

—— —— =V A ()=, 1<i<

dtox,  ox; le J(t) ) <1<,
fj (X,t) =0, 1<j<r

wird auch als System démagrange-Gleichungen der ersten Artbezeichnet.
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Zur Herleitung dieser Form betrachten wir zunachst eindz &as der Mathematik tGber die
Lagrange-Multiplikatoren. Dieser Satz behandelt zunéobs eine Funktior (X), die von den
Ortskoordinaten, aber nicht von den GeschwindigkeitendardZeit abhangt. Wir werden die
Verallgemeinerung auf eine geschwindigkeits- und ze#algige Funktioh (X, X, t) im Anschluss
behandeln.

Seil (X) eine Funktion vom Koordinaten. Wir betrachten diese Funktion auf der Untemmg:
faltigkeit, die durchr unabhangigen Nebenbedingungen der Form

fiX) =0 1<j<r,

definiert ist. Diese Untermannigfaltigkeit hat die Dimersin —r). Wir interessieren uns fur die
Punkte der Untermannigfaltigkeit, in denen die Funktigf) ein Extremum hat.
Behauptung: Fur einen solchen Punkt gibt es Konstakiteso daf

ol ! N of;

Beweis: Wir betrachten die erstém—r)-Koordinaten als unabhéangig und driicken die restlichen
r Koordinaten durch die unabhéangigen Koordinaten aus:
Xs = Xs(X1,..,Xn—r), N—r<s<n.

Dann ist

afl r afl aXn_r+5
—+
0% & O%n-ris 0%
Die (r x r)-Matrix
of;
OXn—r+s

s =

hat Rang (da die Nebenbedingungen unabhangig sein sollen), undimerdnvertierbar. Wir
kénnen also schreiben:
_10fj

OXn—r+s [
Zm=rrs M=
; °ox

0X j
Dal ein Extremum haben soll, gilt nattirlich auch

a & 0d  Ox
a. Xn—r4s
0X; s;axn_Hs 0%

Setzen wir nun

S
)\] = _ZWMSJ,
& —r+s
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so erhalt man

ol r o of;
— ANi— = 0 1<i<(n-r).
0Xi+j; 9% , <i<(n-r)

Man zeigt dann, das diese Aussage auch fir die restlighers+ 1) <i < ntrivialerweise gilt.
Soistflir1<s<r

ol d of; al ! al
= - Mjs = - dgs
0Xn— r+s = aXn r+s aXn r+s 1] 1axn r+s’ 0Xn—rs :16Xn—r+s’
= a - O.
aXn—r+s aXn—r+s
Somit gilt sie fur alle und wir haben
ol )
— ANi— = 0, 1<i<
0Xi+;1 9% , <i<n,

womit die Behauptung bewiesen wére.

Wir betrachten nun Verallgemeinerungen dieses Satzeralses betrachten wir den Fall, daf3
sowohl die Funktion(X;t) als auch die NebenbedingunggtiX,t) = 0 von einem zusatzlichen
Parametet abhangen. Dann gilt der obige Satz naturlich fir jeden edtertt, wir finden also
fur ein fested immer WerteAj(t), so daf3

ARt & of;(X.1) .
e (R R AN A <i<n.
% +_Z)\,(t) ox 0, 1<i<n

Im allgemeinen sind die Wer#g;j(t) fur unterschiedliche Parameterwettenterschiedlich. Aus
den Konstantehj werden also FunktioneXy(t), die von dem Parameteabhangen. Wir konnen
diese Gleichungen auch als

r afj(Xt) )
L = <i<
( ax. Z % >6x. 0, 1<i<n

schreiben. Dies ist nicht anderes als die Variation von

th r
_ /dt (I X+ A,-(t)fj(i,t)>
fa =1

bezuglichdx;.
Als zweite Verallgemeinerung betrachten wir nun den Fal} avir die Funktiorl (X;t) durch
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L(%,%,t) ersetzenL(%,%,t) darf nun auch von den Geschwindigkeiteabhangen. In der Varia-

tion der Wirkung
dt [ L(X,%t)+ Z Aj (D) Fi(Xt)
/ ( £,

tritt nun auch die Variation der Geschwindigk&x auf. Mittels partieller Integration und unter
der Annahme, dal3 die Variation zu der Anfangs- und Endzegchsvindet kbnnen wir dies
wieder auf eine Variation der Ortskoordinaten zurtckfahiir erhalten

AL(X X, 1) d OL(X,%,t) af;(%t) _
T ox \dt ox = <i<
0%, (dt x )" j;M( ) = O 1<is=n
bzw.
d AL(%,%1) aL(z %1) r fR) |
dt <i<n.
dt 0X; Z 6X, ) 1<i<n

Somit haben wir also bewiesen, daf? die erst&leichungen defn+r) Lagrange-Gleichungen
der ersten Art die behauptete Form haben. Die restlichgkeichungen sind trivialerweise kor-
rekt, da sie genau dieZwangsbedingungen darstellen.
Wir missen noch zeigen, daf? die Zwangskrafte durch

Al

gegeben sind. Dies geht am einfachsten, indem man die Agowaer Lagrange-Gleichungen
der ersten Art mit dem d’Alembertschen Prinzip betrachtét: hatten bei der Diskussion des
d’Alembertschen Prinzips die Gesamtkriftin eine KraftF, welche wir explizit behandeln

wollen, und eine Zwangskra#; zerlegt:

zt)

J

Ki = F+4.

Nun kdnnen wir natirlich auch die Zwangskréfte (anstekezsi eliminieren) weiterhin explizit
beibehalten. Wiederholt man dann die Rechenschritte deshlitts Gber das d’Alembertsche
Prinzip, so findet man nun

d oT oT .
S e : < < .
dtox; 0X% Ki, l<isn

Nehmen wir nun wie bisher an, dal3 sich die Kréfteaus einer Lagrange-Funktion ergeben
(F = —0V /0x;), so lait sich diese Gleichung umformen zu

doL odL

SE_Z oz 1<i<n
dtax, ox; ! - =
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Der Vergleich mit

doL oL d ofj .
- = — <i<
dtax, ox; j;)\'maxi’ =t=n
liefert
r ofj (X t)
Zi = SN2
i jle axi

Wir haben somit eine zweite Methode kennengelernt, phiisdtee Systeme mit holonomen
Zwangsbedingungen zu behandeln. Diese Methode hat deeilVoid? sie auch die Zwangs-
krafte liefert.

Als Beispiel diskutieren wir wieder den Fall zweier Gewighdlie Gber ein Seil und eine Rolle
verbunden sind. Die Lagrange-Funktion ist gegeben durch

o 1 ., 1 .,
L (X1, %2, X1, X2,t) = SMIX] + SIM2X5 — Mgx — MegXe.

Es liegt eine holonome Zwangsbedingung vor,
X1+X = 0,

daher bendtigen wir einen Lagrange-Multiplikator. Wir&ikn

. o 1 . 1 .
L (x1,%2, A, X1, %p,t) = §m1X‘%+émzxg—mlgxl—rnzngH\(leer).

Die Variationen nackx, xo undA liefern das folgende System von Gleichungen:

mX +mMmg—-A = O,
mpXz +mMpg—A = O,
X1+Xo = 0.

Zur Losung dieses Systems elimiert man zunaahats den ersten beiden Gleichungen, und
dann aus der resultierenden Gleichuagnit Hilfe der dritten Gleichung. Man findet wieder

(M +mp)X 4+ (Mm —mp)g = O.

Somit erhalt man

Ilmp—m Im—mp my My
X1(t) = —= t Xo(t) = = t = .
1) 2m1+ng ’ 21 2m +mp~ ®) (m1+rr12)g
Somit sind die Zwangskrafte
a(Xl—l—Xz) mimp
1= MOT G =AY =2 PR g
0 (X1+X2) My
Z, = At = = )
2 ( ) 6X2 ( ) (ml+rr]2)g



2.7 Systeme mit nicht-holonomen Zwangsbedingungen

Wir kénnen die Uberlegungen des letzten Abschnitts auchSgsfeme mit nicht-holonomen
Zwangsbedingungen erweitern, falls die (nicht-holonoZemangsbedingungen von der Form

<Zlg]| (X,1) - )—l—g]o(it) = 0.

sind.X ist hierbei einn-dimensionaler Vektor. Holonome Zwangsbedingungen sim&pezial-
fall der obigen Form: Aus

fi(X,t) = 0

naf;( “ af,-(z,t) -
ax. X ot -

Gehen wir nochmal den Beweis der Methode der Lagrange-pilitoren mit holonomen
Zwangsbedingungen durch, so sehen wir, dal3 in den Euleahgg-Gleichungen nur die Ab-
leitungend fj /dx; auftreten. Die Funktionefy (ohne Ableitungen) haben wir nur in der Wirkung
bendétigt. Verzichten wir nun darauf, eine Wirkung angebekdnnen und beschrénken wir uns
von vorneherein darauf, ein physikalisches System nurhdirder-Lagrange-Gleichungen zu
wollen, so kbnnen wir ein System mit nicht-holonomen Zwdmegsngungen wie folgt behan-
deln:

folgt

Gegeben seien eine Lagrange-FunktiQﬁ,i,t), wobeiX ein n-dimensionaler Vektor ist, und
r nicht-holonome Zwangsbedingungen der Form

n
(ZGii<>‘€t>-Xﬂ>+gjo<>‘ct> =0 1<j<r
i=

Hierbei habe dig¢r x n)-Matrix gji den Rank. Die Dynamik des Systems ist gegeben durch die
Gleichungen

doL aL
dtox,  ox ZA

n
(Zigji (X,t) Xn) +gjo(Xt) =0, 1<j<r
i=

Dies ist ein System vofn-r) Differentialgleichungen fur dién+r) unbekannten GroReq(t),
Xn(t), A1(t), ..., A (t). Die Zwangskréafte sind gegeben durch

)gji (Xt), 1<i<n,

r

Z (H)gji (X.1).
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2.8 ErhaltungsgrofRen und das Noether-Theorem

Wir haben bisher diskutiert, wie man Systeme, die durch éimgrange-Funktion beschrie-
ben werden und die gegebenen Zwangsbedingungen unterliegleandelt. Liegen holonome
Zwangsbedingungen vor, so kann man entweder zuerst zuadisreten Koordinaten ibergehen
und wird dann auf die Lagrange-Gleichungen der zweiten @éfiilgrt. Alternativ kann man auch
Lagrange-Multiplikatoren einfiihren und die Lagrangei@Giangen erster Art I6sen. In beiden
Fallen hat man es mit Differentialgleichungen zu tun, dienrals Euler-Lagrange-Gleichungen
aus einer Lagrange-Funktion enthalt.

Wir kdnnen nun ganz abstrakt ein System mireiheitsgraden betrachten. Jedem Freiheitsgrad
entspricht eine generalisierte Koordingtd1 < i < n). Das System werde durch die Lagrange-
Funktion

L(d,d.t)
beschrieben. Die Euler-Lagrange-Gleichungen hierzetaut
doL oL .
— = =0 1<i<n.
dtog oq o

Wir wollen nun untersuchen, wie wir Symmetrieeigenschadter Lagrange-Funktion ausnitzen
kénnen, um das Lésen der Differentialgleichungen zu véaelren.

2.8.1 Eichinvarianz

Es seilL(q, d,t) eine Lagrange-Funktion unfi(d,t) eine Funktion, die von den generalisierten
Koordinateng und der Zeitt, aber nicht von den generalisierten Geschwindigke&itabhangt.
Wir betrachten die modifizierte Lagrange-Funktion

= OA(Git) . _+0/\(d,t)
ag o

U(@dt) = L(ad.at)+ A@)—Lqﬂ,+

die man erhdlt, indem man 2u die totale Zeitableitung vor\(d,t) addiert. Die Lagrange-
FunktionL’ fuhrt auf die gleichen Euler-Lagrange-Gleichungen wieldigrange-Funktior..
Dies sieht man durch Nachrechnen:

dou oL
dtog  og
doL oL " A@Y,  A@D) 0 (2 OA@Y,  oA@GY
= dtag  og dt6q.<z aqJ 4+ ) g (Z g, T g )
doL oL @Y o d
::aﬁ—ﬁ*&<aq)—ﬁa<m>
CdaL AL
© dtog g
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Man bezeichnet die Transformation vhraufL’ als eineEichtransformation. Zu beachten ist,
daR die Eichfunktior\(d,t) nicht vong abh&ngen darf.

Wir fassen zusammen: Eine Eichtransformation &ndert dieeBangsgleichungen nicht.

2.8.2 Koordinatentransformationen

Wir betrachten nun allgemeine Koordinatentransformaiorierunter verstehen wir eine Ko-
ordinatentransformation

g = fi[@t) 1<i<n,

die eindeutig und umkehrbar ist und die datiberhinaus diertsichaft hat, daf3 sowofilals auch
die Umkehrabbildungen

q] = fj_l (q/7t)

differenzierbar sind. Diese Transformationen werden aalshDiffeomorphismen bezeichnet.
Die Koordinatentransformation definiert die transforrtedragrange-Funktion

L/ (q/7d/7t) = L (ql (q/7t) y-++20n (q/7t) ,Q1 (q/7d/7t) ,~~~7Qn (q/7d/7t) 7t) )
wobei
a(d) = fi(d.),

o noof ). af it
4 (.80 LA

=1
Fir eine solche Koordinatentransformation giltd§t) eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen
zul/(g,q,t), so istq(t) mit
ai(t) = (@ M).Y)

eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichungerh. g d,t). Um diese Aussage zu beweisen, geht
man von den Euler-Lagrange-Gleichungen der Lagrangetfeumk’ aus und geht dann zu den
Variablend Uber. Nitzt man aus, dal3 die Matrix

of 1
aq’j

invertierbar ist, so findet man die Euler-Lagrange-Glergan der Lagrange-Funktidn (Die
obige Matrix ist invertierbar, da nach Voraussetzung di®@idmatentransformation eindeutig
und umkehrbar ist.)

Bemerkung: Im allgemeinen haben die Lagrange-Funktiar(q'rﬁ,t) undL’(d, ﬁ,t) verschie-
dene Gestalt. Durch eine geschickte Wahl der Transform&ion man unter Umstanden errei-
chen, daf’(q, g, t) eine besonders einfache Form hat.
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2.8.3 Autonome Systeme

Wir betrachten nun den Fall, daf3 die Lagrange-Funktiontrehlizit von der Zeit abhangt, die
Lagrange-Funktion sei also nur eine Funktion der @ried der Geschwindigkeitem

L = L(g,q).

Diese Situtation tritt auf, falls sich die Krafte konseivatind und sich aus einem Potential
ableiten lassen. In diesem Fall haben wir

L(dd) = T(d)-V(d.

Falls die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit abbt, bezeichnen wir sie asitonom.
Fur eine autonome Lagrange-Funktion gilt, daf3 die Gro3e

E — (iiqw>—'-(@d)

eine Erhaltungsgrol3e ist:

Zum Beweis berechnen witE/dt:
dE. d [/ o@d)\ d, -
T a(i;ql 3G >——L(q,q)
0/ ooL(qd) . doL(gd) & (. 0L(dd) aL(q,a)
i; (q' oG ddt g ) .Z( aq o )

2. [ doL(dd dL(da)
= 2%\ @t 4 o

=0

=0.

Der Ausdruck in den Klammern entspricht der linken Seiteilder-Lagrange-Gleichungen und
ist daher gleich Null. Somit gilt

E = const

oder anders ausgedriickt

(i:iqial_(gg;d)>—|-(q,d) — const
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Wir bezeichnen diesen Ausdruck als @rstes Integral Allgemein versteht man unter einem
ersten Integral zu einem physikalischen System, daf3 duechagdjrange-Funktioi(d,d,t) be-
schrieben wird, eine Beziehung der Form

f(d,0,t) = const
Zu einem gegebenen physikalischen System kann es mehsezdreegrale geben.

Die Bezeichnung “erstes Integral” wird verstandlich, wevinnochmal das Brachistochronen-
problem betrachten. Dieses Problem wird durch die Lagrdngetion

14 ()2
—29z
beschrieben. Die Variabbeentspricht hierbei der Zeit. Die Euler-Lagrange-Gleiolpem haben
uns auf die Differentialgleichung zweiter Ordnung
227+ (Z)*+1 = 0

gefuihrt. Bei der Losung dieser Differentialgleichung haler einen Trick verwendet und und
anstelle der Differentialgleichung zweiter Ordnung diefachere Differentialgleichung erster
Ordnung

L(zZ,x) =

z (1—1— (z’)2> = const

gelost.

Wie kommt man auf diese Differentialgleichung erster Orn@ Wir haben nun alle Voraus-
setzungen beieinander, um diese Differentialgleichunguieiten. Der Ausgangspunkt ist die
Tatsache, dal3 die Lagrange-Funktion flr das Brachistaemmroblem nicht explizit von der
“Zeit"-Variablen ‘x abhangt. Es handelt sich also um eine autonome LagranddiéunSomit

gilt
oL
z’a—Z,—L = const

Berechnet man die linke Seite, so findet man
1

) \/—292(1+(z’)2> |

z <1+ (2’)2) = const

Da dies eine Differentialgleichung erster Ordnung ist, mdh um die Lésung zu erhalten ein-
mal integrieren. Gegenuber der urspringlichen Diffeedglieichung zweiter Ordnung (welche
zwei Integrationen bendétigt), wurde hier eine Integrasehon ausgefiihrt. Man spricht daher
von einem ersten Integral.

oL

Hieraus folgt dann
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2.8.4 Zyklische Variablen

Wir betrachten wieder ein physikalisches System, welclieshdeine Lagrange-Funktion

L (d,d,t)
beschrieben wird. Wir bezeichnen die GrolRe
oL .
= — 1<i<
pl aql 9 = I = n7

als den der Koordinatg; zugeordnetemeneralisierten Impuls Die Bezeichnungekanoni-
scher Impuls oderkonjugierter Impuls werden ebenfalls fip; verwendet.

Bemerkung 1: Die Gro3@; hat nicht notwendigerweise die Dimension eines Impulséss D
kann zum Beispiel dann der Fall sein, falls die Koordirggteicht einer kartesischen Koordinate
entspricht, sondern zum Beispiel eine WinkelgroRe ddtstel

Bemerkung 2: Liegt ein geschwindigkeitsabhangiges Patlevdr, dann enspricht der zu einer
kartesischen Koordinatg gehdrende kanonische Impyts nicht dem tblichen mechanischen
Impuls. Das Standardbeispiel hierfur ist ein Teilchen iekelomagnetischen Feld. Das Teilchen
wird durch die Lagrange-Funktion

L(%%t) = m—qd(Xt)+=X-A(X1).
(x1) = M- (Xt)+ X-ARX1)
beschrieben. Der kanonische Impuls lautet

ﬁkanonisch - m*"‘ gﬁ(i,t),
der mechanische Impuls dagegen

Bmechanisch = MX.

Definition: Enthalt die Lagrange-Funktion nicht die gensimte Koordinatey, so bezeichnen
wir diese Variable alzyklisch.

Bemerkung: Die Lagrange-Funktion darf bei einer zykliscNariableq; die generalisierte Ge-
schwindigkeitg; enthalten.

Die Bedeutung von zyklischen Variablen liegt darin, dalusieimmer auf erste Integrale flhren.
Es gilt der folgende Satz: Ist die Varialdg zyklisch, so ist der zu dieser Variable konjugierte
Impuls erhalten:

pi = const

Der Beweis ist sehr einfach: Ist die Varialgjezyklisch, so bedeutet dies

oL

%~ _o
g
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Somit reduziert sich diete Euler-Lagrange-Gleichung auf

d oL

dtag
Dies ist nichts anderes als die Aussage

oL

—— = const
olof

Die linke Seite entspricht allerdings genau der Definities Banonischen Impulses, also

pi = const

2.8.5 Das Noether-Theorem

Wir betrachten nun den Zusammenhang zwischen Koordimatesformationen, die die Lagrange-
Funktion invariant lassen und Erhaltungsgrof3en. Died fis auf das Noether-Theorem.

Wir betrachten eine Familie von Koordinatentransfornraio, die von einem reellen Parame-
tera abhangen.

q = fi@ta), 1<i<n

Die Funktionenf; seien auch bezlglich stetig differenzierbar. Weiter gelte, daf3= 0 der
ldentitat entspricht:

g = fi (q7t70)7 1§|§n

Gibt es nun eire > 0, so dal fur alléa| < €

L’(q’,a’,t) = L(q,d,t)-i—%/\(d,t,a)—l—o(az)

gilt, wobei

A(G,t,0) = 0,

) oA
a=0 oa

N 9f
<i; ' da

eine Erhaltungsgrof3e ist. Dies ist das Noethertheoreme&agh, dald jede kontinuierliche Sym-
metrie, unter der sich die Lagrange-Funktion nicht anderteinen Erhaltungssatz fuhrt.

so folgt, dafd die GrbRRe

a=0

Bemerkung 1: Das Noether-Theorem mach nur eine Aussagekdbgnuierliche Symmetrien,
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die sich kontinuierlich in die Identitat Gberfihren lass@dies wird durch die Forderung, daf}
die Koordinatentransformation fior = O der Identitat entspricht, sichergestellt.) Das Noether-
Theorem macht keine Aussage uber diskrete Symmetrien dgahge-Funktion.

Bemerkung 2: Es wird nur gefordert, daf’3 die Lagrange-Fuonkkis auf eine Eichtransfor-
mation invariant ist. Wir haben schon gesehen, dal3 Eictfimamationen die Euler-Lagrange-
Gleichungen nicht &ndern und daher zwei Lagrange-Funétipdie bis auf eine Eichtransfor-
mation identisch sind, die gleiche Physik beschreiben.

Auch wird nur gefordert, daf3 die KoordinatentrasformatianLagrange-Funktion bis auf eine
Eichtransformation in fihrender Ordnungdrinvariant 1&Rt. Ein TernO(a) tritt also nicht auf.
Terme der Ordnung? diirfen dagegen auftreten. Dies 4Rt sich auch anders fi@ren! Die
Lagrange-Funktion ist invariant bis auf Eichtransformmaén unter den infinitessimalen Koordi-
natentransformationen.

Wir kommen nun zum Beweis des Noether-Theorems: Zunachstegen/A(q,t,0) =0
U'(@.d.t)|,o = L'(ddt)=L(a.at).
Da nach Voraussetzung
. : d
U(d.d.t) -L(641) - A@La) = 0(a?)
gilt, folgt

= |U @ -L@ay - gaa@to)

I
o

a=0
Nun istg/ = fi(,t,a) und somit
o’ aL’af. oL o d
do 4 0d oa Zlaq,aadt
D/dal\ afy, 2oL a d
= 3 (&) oo 2 aoaat”
d 2 6L’6f.

Tt Z\aqI

wobei in der zweiten Zeile die Euler-Lagrange-Gleichungwsndet wurde. Somit ist

0 {L’ L—E/\} = {aL’—igl\}
40 da da dt

aa dt
d
dt

a=0
1 oL’ of; _iﬂ/\
Zlaq, da da dt

dt
” oL’ ofi
i= 1aql

aoaa

a=0

_ oA
0 Ja

a=0



Nun folgt ausL’ (¢, d,t) oo =L(d, d,t)

oy _ oL _
aq|/ oa=0 B aql o
und somit
d 0 ofi oN
& [(i;pl % 0—0> - % a=0 -0
womit die Behauptung
N of oA
Pi =— - — = const
(i; ' da a—0> 00 | 4o

bewiesen ware.

Bemerkung: Wir kdnnen das Noether-Theorem noch etwaslgeratkinern, indem wir nicht
nur Koordinatentransformationen betrachten, sondernauah Transformationen, die die Zeit
mittransformieren. Wir betrachten also TransformatiodenForm

t' = fo(t,a),

g = fi(@ta), 1<i<n

fo und f; seien bezuglickx stetig differenzierbar und wie zuvor sollen sich die Transfationen
fur a = 0 auf die Identitat reduzieren:

t = fo(t,0),
qi - fi(q7t70)7 1§|§n

Wir verwenden die Schreibweise

: d
G = d—g
Gibt es nun eire > 0, so dal fir all¢a| < €
U (d.g.t)dt = L(d,d,t)—l—%/\(q,t,a)} dt+ 0 (o?)

bzw.
I (=] = 4/ dt’ - d 2
L (q7q7t)a - L(q’,d,t)-l—&/\(q,t,a)-i-O(G)

gilt, wobei wiederA\(q,t,0) = O ist, so folgt, daf’ die Grol3e

B L 0fi oN L dfp
I = (i;pl 3 a_0> ~ % (i;Qq) —L] o )

a=0
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erhalten ist.

Bemerkung: Da nun auch die Zeit transformiert wird, ist ingameinendt’ ungleichdt und
es tritt auf der linken Seite der Jacobi-Faktioi/dt auf.

Der Beweis verlauft im wesentlichen analog zum obigen Falgenen nur die Koordinaten
gi transformiert werden. Da nun auch die Zeit transformiemdwargeben sich einige kleine
Komplikationen. Wir benétigen die Ausdruckgeunddt’/dt. Es ist

t = fo(t,a):t-l—% -a+0(a?),
oa a=0
’ af| 2
4 = fi(q,t,O‘)ZQiﬂLa— -0+ 0(a%)
C‘0(=0
und somit
do '-+Q% .a
G = =3 = ——+0(0°) =G +0a | = —Gm=—" +0(a),
dv  dv 1+%%GZO.G dt da dt oo / |4
dt’ d ofp 5
rrl 1-1—0(&0—0(0(:0-1—0(0().

AulRerdem bendtigt man die Identitat

TOREE

Diese Identitat beweist man wie folgt:

difss) || - < s O dob ok, oL oL oL
dt i;qlaqi N i; Bag o g e T T Tt

Y dtog
——"
oL

oG

Verwendet man diese Hilfrelationen, so folgt die Behaugtahne grof3e Muhe.
Wir wollen nun einige Beispiele fur das Noether-Theoremdtiten.

Beispiel 1: Autonome Systeme
Wir betrachten zuerst den Fall, dal3 die Lagrange-Funktiomt explizit von der Zeit abhangt.
Wir betrachten die fogende Transformation

t = t+a,

4 = o 1<i<n,
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d.h. wir fUhren eine Zeittranslation durch und lassen atliskdordinaten unverandert. Faie= 0
reduziert sich die Transformation auf die ldentitat. Es ist

dt’
dt

und daL nicht explizit von der Zeit abhangen soll, gilt
L(d.d.t) = L(d.at).

Somit istA(q,t,a) = 0. Wir haben auRerdem

=1

afo_l of; (3/\_0

da 7 da  da

Damit lautet die Erhaltungsgrof3e

n
pigi | —L = const
(3,00)

Dies entspricht der Energieerhaltung, die wir schon im Ramader autonomen Systeme disku-
tiert haben. Wir sehen also mit Hilfe des Noether-TheoretaB,aus der Invarianz der Lagrange-
Funktion unter Zeittranslationen die Energieerhalturigtfo

Beispiel 2: Zyklische Variablen
Wir betrachten nun den Fall, da3 eine Variaf|ezyklisch ist. Wir konnen nun die folgende
Koordinatentransformation betrachten:

q = gi+a,
g = a |7 .

Die Zeitvariable wird hier nicht transformiert. Offensttbh reduziert sich die Koordinatentrans-
formation fiira = 0 aufq = g; fir alle 1<i < n. Es gilt aul3erdem stetg = ¢ fur alle 1<i <n.
Da nach Voraussetzung die Variallezyklisch sein soll, gilt

L (d.d.1) = L(dgt).
Wir kdnnen somit das Noether-Theorem anwenden. E5(igit, o) = 0 und
ofi [ 1 i=],
oa |0 i#].

Somit ist die Erhaltungsgrofle

2,0t
4" oo

= pj =const

_OA
0—0 oa
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Wie im Abschnitt Gber zyklische Variablen finden wir auch Hiilfe des Noether-Theorems, dal3
der zu der Variablenjj konjugierte Impulsp; erhalten ist. Wir kdnnen diesen Sachverhalt auch
wie folgt formulieren: Ist eine Variablg; zyklisch (d.h. die Lagrange-Funktidnhangt nicht
explizit vonq; ab), so ist die Lagrange-Funktion invariant unter einemﬂationq’j =Qj+a
bezuglich derj-ten Koordinate. Diese Invarianz und das Noether-Theorepiizieren eine Er-
haltungsgrofie: Der zg; konjugierte Impuls ist erhalten.

Dies zeigt den engen Zusammenhang zwischen einer Symndetrieagrange-Funktion (hier
Translationsinvarianz bezuglich dpten Koordinate) und der daraus resultierenden Erhaltungs
groRe (hier der konjugierte Impufs).

Sind in einer Lagrange-Funktion mehrere Koordinaten sgklj so gibt es zu jeder zyklischen
Koordinate eine Erhaltungsgrof3e. Fizyklische Koordinaten hat man als&rhaltungsgrof3en
und somitr erste Integrale.

Beispiel 3: Rotationssymmetrie
Betrachten wir nun den Fall eines Teilchens in einem Zgmbtahtial. Die Lagrange-Funktion
lautet

1

L(xxt) = Smé-V([x),

wobei das Potential nur vom Abstand zum Ursprung abhangtb¥trachten nun die Transfor-
mation

X X cosa sina O X
y = R |Y |=]| —sina cosa 0O y
Z Z 0 0 1 Y4

Die Zeitvariable wird nicht transformiert. Diese Transf@tion beschreibt eine Drehung um die
z-Achse um den Winkelk. Die Transformationsmatrii ist orthogonal:

RI-R = 1
Nun rechnet man leicht nach, daf3
%) = R?=A{ R -Rx=x"-x=%,
und
®)? = R)°=x"-R-R-x=H -x=+
ist. Die Lagrange-Funktion ist somit invariant unter dieBeansformation:
L'(X,¥,t) = L(XXt).

Es ist
oL .
oL .



und

X = fy(Xt,a)=xcosa+ysina,
y = fy(Xt,a)=—xsina+ycosa.

Fur die Ableitungen erhalten wir

of .

gx = —XSinO +Yycosa|,_g =Y,
oa a=0

of .

“ly = —Xcosa —ysinal,_y = —X.
oa a=0

Somit lautet die Erhaltungsgroéfie, die aus dem Noether{Eneolgt:

o, o o
pxaa pyaa

= MY — MYX = —M(XV — Y\).

a=0 a=0

Dies ist nichts anderes als die negattéomponente des Drehimpulses. (stL;) erhalten, so
ist naturlich auch., erhalten.

Wir kbnnen diese Betrachtung natirlich auch fur eine Drghum diex-Achse bzw. um die
y-Achse wiederholen. In diesen Féllen wirden wir dann dasliig erhalten, dal? die bzw.
y-Komponente des Drehimpulses erhalten ist.

Wir sehen also, daf} die Invarianz der Lagrange-Funktioerubtehungen die Erhaltung des
Drehimpulses bewirkt.

Beispiel 4: Transformation in ein um eine konstante Gesotligkeit bewegtes Bezugssystem.
Wir betrachten ein abgeschlosseme$eilchensystem, in dem die wechselseitigen Krafte nur
vom Abstand zwischen den Teilchen abh&ngen. Die Lagrangé&tion lautet

. . nq . n on
i= i=1j=i+

Wir wissen bereits, daf3 in diesem System die Energie, dear@@spuls und der Gesamtdre-
himpuls erhalten ist. Wir betrachten nun die folgende Ti@msation:

X = x+at, 1<i<n,
Yi = Vi
Z = z

Fur die Geschwindigkeiten gilt dann

X = X4a, 1<i<n,
i = Vi
7 = 7
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Diese Transformation laRt die Potentiale invariant, daelieur vom Abstand zweier Teilchen
abhangen. Fur die Lagrange-Funktion gilt

. . . . n ' 1
L (R B Ry e Rost) = L(Xl,...,in,il,...,in,t)+Zl(mxichrémorz)
i=

. . d n 1
= L(Xl,...,Xn,Xl,,Xn,t) +& Zm (X|G—|— Eazt) .
i=

Die Lagrange-Funktion ist also bis auf eine Eichtransfdromeinvariant. Als Erhaltungsgrof3e
finden wir nun

_immva

Betrachten wir die analogen Transformationen, in denemigix-Koordinaten durch dig- bzw.
z-Koordinaten ersetzen, und kombinieren wir dann alle Rasjlso ergibt sich, dal? die Grol3e

3 m (%)

erhalten ist. Mit der Bezeichnurigfiir den Gesamtimpuls( fiir den Schwerpunkt unt¥! fiir
die Gesamtmasse lautet die ErhaltungsgrofRe

Pt—MX = const

Da wir schon wissen, dal3 der Gesamtimpuls ebenfalls erialiggilt fir die Schwerpunktsbe-
wegung
X = 1B+
= M )

Der Symmetrie (bis auf eine Eichtransformation) der LageaRunktion unter Transformationen
auf ein mit konstanter Geschwindigkeit bewegtes Bezudgssysntspricht also die Erhaltungs-

groreXo.

Damit haben wir nun zu den zehn kontinuierlichen SymmetlenGalileigruppe (Zeittranslati-
on, Orttranslation, Drehungen im Ortsraum, Transfornmediaf ein mit konstanter Geschwindig-
keit bewegtes Bezugssystem) die entsprechenden Erhadjtofgen bestimmt: Energieerhaltung,
Impulserhaltung, Drehimpulserhaltung, Erhaltung ¥gn

Fassen wir also nochmal alles zusammen: Im allgemeinstébdteachten wir eine Transfor-
mation der generalisierten Koordinaten und der Zeit

t' = fo(t,a),
g = fi(@ta), 1<i<n

52



Gilt

L' (d,q,t")dt’ = { (d,q.t )+d/\(q,t,a)} dt+ 0(a?)

o) b |(Bre) o5

N 9f;
= P =
(i; oa
Wird die Zeit nicht transformiert, so reduziert sich dieserrel auf

N 9f oA
| = P — - =
(i; ' da a—0> 00 |4—g

Gilt dartiberhinaus, daf die Lagrange-Funktion exakt iamaunter der Transformation ist, also
die EichfunktionA(d,t,a) gleich Null ist, so reduziert sich der Ausdruck der Erhadfsgrof3e
weiter auf

so folgt, daf? die GrolRe

a=0
erhalten ist.

N 0f

Zp.

2.9 Die relativistische Mechanik in der Lagrange-Formulieung

Wir haben gesehen, dal3 wir die Newtonsche Mechanik eleganoh etine Lagrange-Funktion
beschreiben kdnnen. Wir wissen bereits, daf die Newtongeuhanik nur gilt, falls alle Ge-
schwindigkeiten klein gegentber der Lichtgeschwindigkaid. Sind dagegen die Geschwin-
digkeiten in der GrélRenordnung der Lichtgeschwindiglsaitmiissen wir die relativistische Me-
chanik verwenden. Es stellt sich daher die Frage, ob audeigvistische Mechanik mit Hilfe
einer Lagrange-Funktion und eines Wirkungsprinzips fdrentwerden kann.

Wir wiederholen zuné&chst die Grundlagen der relativisiescMechanik: In der relativistischen
Mechanik lautet die Bewegungsgleichung eines Teilchekewvarianter Schreibweise

d

Hierbei bezeichnet die Eigenzeit:

V2

Durch Multiplikation mitc rechnet man auf eine Grof3e mit der Dimension einer Lange um:

ds = cdrt.
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Die GroRep* bezeichnet den Viererimpuls

pH = c:f _mc% = mcu,

hierbei isut die Vierergeschwindigkeit
u axt 1
= ds 2
yi-g c%l

Bemerkung: Fur die Vierergeschwindigkeit gilt immgu* = 1, wie man leicht durch nachrech-

nen sieht.
Wir erhalten somit

> = \/1—— \/1—— '

Die GroReKH bezeichnet man als Viererkraft. Fir die raumlichen Kompoere der Viererkraft

gilt

K = Fi.

Eine Beziehung fur die nullte Komponente der Viererkraftiibman durch die Kontraktion der
Bewegungsgleichung mit der Vierergeschwindigkeit: Es ist

d d 1 d
—p* = u—med'=me-uu=0
Ui P Mt 2 MG =%
und somit
1 1 -
- (KO—EVK) =0
-2
Also folgt
KO = ! '—'f.
1-% ¢
Somit ist




Ein Beispiel fur eine Viererkraft ist gegeben durch die ldeiraft. In kovarianter Schreibweise
haben wir hier

I(I“l = quuV,
wobei
FW = gHAY —gHAY

der Feldstarketensor des elektromagnetischen Feldesigtu= (d, A) das Viererpotential dar-
stellt.

Mit Hilfe von ds= cdt und p* = mcl! 1af3t sich die Bewegungsgleichung auch wie folgt schrei-
ben:

d d
—pt=K"t & mé—uH = KM,
dt P ds

Betrachten wir zun&chst ein freies relativistisches Teiic Die Bewegungsgleichung fur ein

freies Teilchen lautet

d d
= p" =0, bzw. dSu 0,

Wir suchen nun eine Wirkung, dessen Variation diese Bewggglaichung liefert. In der nicht-
relativistischen Mechanik war die entsprechende Wirkueggedpen durch

tp
1
S = /dt ~mv.
2
ta
Der Ausdruck unter dem Integral
1
“m? dt
2

ist hierbei invariant bis auf Eichtransformationen unten kontinuierlichen Symmetrien der
Galilei-Gruppe. (Dieser Ausdruck ist auch invariant urder Raumspiegelung, er andert aber
sein Vorzeichen unter der Zeitumkehr. Im Falle der Zeitunmkaul3 man im Integral nattrlich
auch die Integralgrenzen transformiergn— —t, undt, — —ty. Vertauscht man nuf-t5) und
(—tp), so bekommt man ein weiteres Minuszeichen.)

In der relativistischen Mechanik suchen wir nun einen AusHyder invariant bis auf Eichtrans-

formationen unter den kontinuierlichen Symmetrien demPaié-Gruppe ist. Dieser gesuchte
Ausdruck muf3 nattrlich auch wieder ein Differential er€dednung sein. Hier bietet sich die

infinitessimale GroRels an. Wir wissen bereits, daffs unter den Poincaré-Transformationen
invariant ist. Wir machen den Ansatz



mit einer zu bestimmenden Konstamke Das Integral ist langs einer Weltlinie zwischen den
Ereignissera undb zu nehmen. Legen wir uns auf ein bestimmtes Koordinateesy&st, so
kénnen wir auch schreiben
th
S = / L dt,
ta

wobeil als Lagrange-Funktion bezeichnet wird.

Betrachten wir also zunéachst das Funktional
b

SH(T)] = A / ds

a

und eine Variation der Bahn
Xt (1) — X (1) + X (1)

Wir wollen wieder fordern, dal3 die physikalische Bahn digje ist, unter welcher die Wirkung
stationar wird. Es muf3 also gelten:

)

6xu(t)S[XU(T)] =0
Wir bendtigen nun die Variation des infinitessimalen Vieregelementsls. Es ist
%ds = %\/W: Z\/ﬁ de%dx" - ‘2—)‘; %dxV - u\,%dx"
und somit
dds = uyddx’.
Weiter gilt

b b b
\
5S — A/6ds:A/u\,6dx":A/u\,dd6); ds
a a a

b b
- Au,6XV|g—A/ (dgsu") ox'ds= —A/ds (dgsu") ox.
a a

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dal3 die Variation arfaAgspunkia und am Endpunki
verschwinden soll. Aus der obigen Gleichung folgt nun

d
d—SUV - O 5
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was genau die relativistische Formulierung der Beweguegsging eines freien Teilchen ist.
Wir haben also gesehen, dal? die Variation der Wirkung

die richtige Bewegungsgleichung liefert. Wir wissen allags noch nicht, welchen Wert die
KonstanteA haben muf3. Um diese Konstateu bestimmen, wéahlen wir ein Koordinatensy-
stem, so daf3 wir die Wirkung als

schreiben kdnnen und fordern, dal sich die Lagrange-Famkti nicht-relativistischen Grenz-
fall auf

limL = const+%mv2+o(v4)

v—0
reduziert.
Mit
V2
ds = cdt 1——2
C
erhalten wir
2
L = Ag/l-.
C
Wir entwickelnL:
2 AV
L = Ac\/1-5=Ac—5-+0(V)

Daher folgtA = —mcund

S= —mc?/dt\/iv—2 - —m&@,

bzw.

b
S = —mc/ds
a
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Nachdem wir nun ein kraftefreies Teilchen betrachtet hattien wir uns dem Problem zu-
wenden, die relativistische Wirkung fur ein Teilchen ineximelektromagnetischen Feld zu be-
stimmen. Der Zusatzterm, der die elektromagnetische ltdftlas Teilchen beschreibt, muf3 na-
turlich wieder eine skalare GroR3e unter Lorentztransfoionan sein. Andererseits erwarten wir
naturlich auch, daR3 er das elektromagnetische Viererpatét' und die Vierergeschwindigkeit
w’ des Teilchens enthalt. Ein Lorentz-invariante Gro3e,idieaus diesen beiden Vierervektoren
konstruieren lafdt, ist zum Beispiel
u AR

Wir betrachten daher zun&chst die Wirkung

/ ds mc— —uuA“>

und zeigen, dal3 diese Wirkung die bekannte Bewegungsgleydiefert.
Die Variation des ersten Terms liefert wieder

b b
d
d (—mc/ds) = mc/ds (d_su“) O,
a a

Betrachten wir nun den zweiten Term. Wir konnen diesen Taroh als

b b b
_9 TR _9/ dx, u:_g/ u
C/dsqlA 1 [astar =3 [axa
a a a

schreiben. Die Variation liefert

b b b
6( / dqu“) — / [AHSA X, + (5AH) dx,] = / [AHd (3%,) -+ (3,AH) 5x'dlx,]
a a

a
b

_ / ds :A“dis (%) + (B, A¥) 5" dx“}

= fos [ () o0+ e

— /b ds (GVA“) ox’ (6xu) (GVA“)E)X"UH}
ab -

b
- / ds [~ (ByAu) U + (8,A)) U] 3xH = / ds [0,A, — dyA,] WBXH

a

b
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Somit erhalten wir insgesamt fur die Variation der Wirkung

b

d 9

S = /ds [mcd—suu—Equ" OxH.
a

Hieraus folgt die Bewegungsgleichung

q

mcdu—
™ ¢

Fou’
ds W=

bzw.
d
g = qRwu,

womit gezeigt ware, dald wir wieder die bekannte Bewegumegsglng eines relativistischen
Teilchens in einem elektromagnetischen Feld erhalten.
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3 Der Hamilton-Formalismus

Wir haben nun zum einen bereits die klassische Mechanik irFdemulierung nach Newton
kennengelernt, in der die Bewegungsgleichungen durch

i = R
gegeben sind. Dartberhinaus haben wir in den vorherigerhiiten eingehend die Formu-
lierung der klassischen Mechanik nach Lagrange diskutiart agrange-Formalismus wird ein
physikalisches System durch eine Lagrange-Funktiang, t) beschrieben. Die Bewegungsglei-
chungen sind durch die Euler-Lagrange-Gleichungen gegeieé lauten

doL_ o
dtog  dq;
Der Lagrange-Formalismus erlaubte es uns, Systeme mit gsh&dingungen zu behandeln.

Desweiteren haben wir das Noether-Theorem betrachtehetasyt, dald aus einer kontinuierli-
chen Symetrie der Lagrange-Funktion eine Erhaltungsdiaige

Wir wollen nun die klassische Mechanik in einer dritten Falerung diskutieren und wenden
uns nun dem Hamilton-Formalismus zu. Es stellt sich am Agiaattrlich die Frage, welche
Berechtigung eine weitere Formulierung der klassischeohdeik hat. Die Antwort liegt darin,
dafd wir im Hamiltion-Formalismus Strukturen kennenlemenden, die fir die Quantenmecha-
nik sehr wichtig sind.

Wir wollen zunéchst die wichtigsten Punkte des Hamiltomrkalismus kurz erwéhnen, bevor
wir sie eingehend diskutieren. Wir haben bereits im LagealRgrmalismus fur den Fall, daf3 die
Lagrange-Funktion weder explizit von der Zeit noch exphzin den generalisierten Koordina-
tenq; abhangt, gesehen, daf} die Energie und die kanonisch kertgrgimpulse erhalten sind.
Es stellt sich heraus, dal’ auch in dem Fall, dal3 diese Grdea Erhaltungsgrol3en sind, es
sinnvoll ist, diese Gro3en fur die Beschreibung eines fdajischen Systems zu verwenden. Im
Hamilton-Formalismus verwendet man daher anstelle dezrgésierten Geschwindigkeitap
die kanonisch konjugierten Impulge Diese waren durch

oL

P o
definiert. Die generalisierten Geschwindigkeiten beti@chvir nun als Funktion; = ¢ (4, p,t).
Ein physikalisches System wird nun nicht mehr durch einerduage-FunktiorL(d,d,t), wel-
che von den generalisierten Koordinaten, den generdbsigbeschwindigkeiten und der Zeit
abhéngt, beschrieben, sondern durch eine Hamilton-Famktid, p,t), welche nun von den ge-
neralisierten Koordinaten, den generalisierten Impulsehder Zeit abhangt. Der Zusamenhang
zwischen Hamilton-Funktion und Lagrange-Funktion istejegn durch

H (q7 ﬁ?t) = (i plql> - L(q7q7t)7 qi = qi (q7 ﬁ?t)7
i=1
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wobei die generalsierten Geschwindigkeiten implizit ¢udee Gleichungen

- _ oL(aa)
pi = T

definiert sind.

Bemerkung: Hangt die Lagrange-Funktion nicht explizit \aer Zeit ab, so ist der Wert der
Hamilton-Funktion fur die physikalische Losung gleich @erhaltenen) Energie.

Die Bewegungsgleichungen im Hamilton-Formalismus |laakzmn

d d

0 0
aqlza—le <q7 ﬁ?t)7 aplz_a_qu((i ﬁ?t)

Wir wollen nun diese Aussagen eingehender betrachten.

3.1 Implizite Funktionen

Wir beginnen mit einigen mathematischen Vorbetrachtungerseietd C R undV C R offene
Teilmengen und

G : UxV—-R
(xy) — G(x,y),

eine stetig differenzierbare Abbildung. Gilt f(xg, yo) € U x V

G(Xo.Yo) = 0
und ist

O_G £ 0

0 | 0.0 ’

so gibt es offene UmgebungéH c U undV’ C V und eine eindeutige stetig differenzierbare
Abbildung

f U -V,
x— f(x),

mit f(Xo) = Yo, S0 dal}
Gxf(x)) = 0

fur allex € U’ gilt. Man sagt, daf3 die Funktiof(x) durchG(x,y) = O implizit definiert wird.
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Bemerkung: Dieser Satz macht eine Aussage Uber die ExistahEindeutigkeit der Funkti-
on f(x). Er ist besonders dann hilfreich, wenn die Gleich@ig,y) = 0 nicht nachy aufgelost
werden kann.

Fur die Ableitungf’(x) gilt
G

fx) = — 2% :

Y 1 (x,f(x))

wie man leicht durch Anwenden der Kettenregel @(x, f (x)) sieht:

d 0G 0G_,
&G(x,f(x)) = &—i_a_yf (%)
DaG(x, f(x)) = 0 gilt natdrlich trivialerweise auch
gG(x f(x)) = 0
dx 7 T
Nach Voraussetzung ist
Tz
dy (X0.Yo)

und aufgrund der Stetigkeit der Ableitung ist diese Ablegauch in einer Umgebung dieses
Punktes ungleich Null. Somit kann man naiclx) auflésen.

Wir kdnnen den Satz Uber implizite Funktionen auch auf nrehxéariablen verallgemeinern.
Es seie C R"undV C R™ offene Teilmengen

G : UxV >RM
(X.y) = G(X,Y),

eine stetig differenzierbare Abbildung.
Bemerkung: Die Dimension des Wertebereichs @&oist gleich der Dimension vo¥.
Die Jacobi-Matrix

G, G  0Gy Gy
oXy 77 0% 0y1 T 0OYm
J =
90Gm 0Gm  9Gm 9Gm
oxg 77 0% 0yr T OYm
besteht aus zwei Teilmatrizen
Gy Gy
aé ox1 7 OXn
X 3G 0Gm
0X1 ' OXnp
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und

3G 3G,
oG oy1 " OYm
e = e e 9
oy 3G 3G
dyp " Oym

wobei die letztere eine quadratisatmex m-Matrix ist.

Gilt fur (%o,yo) €U x V

und ist

(Xo0,Y0)

so gibt es offene UmgebungéH c U undV’ C V und eine eindeutige stetig differenzierbare
Abbildung

f .U -V,
x— f(X),

mit (%) = Yo, so daR
é(x,?(xf)) -0

fur alleX € U’ gilt. Far die Ableitung gilt
S o\ -1 o
of _ _(6) G
ox oy oxX

3.2 Legendre-Transformationen

(z,f(z))

Wir beginnen wieder mit einem einfachen ein-dimension&leispiel. Es seU C R und

f: U—=R,
u— f(u)

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. legre U sei

f"(uo) # 0.
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Wir betrachten die Hilfsfunktion

F : RxU—R,
(V,U) —F (V,U) =Vu— f(U),

und deren Ableitung naal, die wir mit G bezeichnen wollen:

G : RxU—R,
(v,u) — G(v,u) =v— f'(u).
Im Punkte(vo, Up) = (f'(Up), Up) gilt
G(f/(Uo),Uo) = 0,

0G
(f/(uo),Uo)

Somit sind die Voraussetzungen des Satzes uber implizitktlewmnen erfullt. Der Satz Gber im-
plizite Funktionen garantiert, da es eine offene Umgebdng R mit f'(up) € V und eine
eindeutig bestimmte Funktion

u : V—-R,
v —u(v),
gibt, mit
G(vu(v)) = 0.

Setzen wir die Funktiom(v) in die FunktionF(v,u), die von zwei Variablen abhéngt, ein, so
definiert dies eine neue Funktigiv) einer Variablerv
g : V=R,
V= g(v) = F (vu(v)) = vu(v) - f (u(v))

die wir alsLegendre-Transformierte der Funktionf (u) bezeichnen.
Betrachten wir hierzu ein einfaches Beispiel. Um den Koniait der Physik herzustellen, er-

setzen wir die Variablel durch die Variableg sowie die Variables durch die Variablep. Wir
betrachten die Funktion
: 1 .5
L = =
(@) UL
wobei wirm = 0 voraussetzen. Die Funktidriq) entspricht der Funktiori(u). Es ist
d2
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Die FunktionF(p, q) ist gegeben durch
. .1 5
F(p.g) = pq—sma,

und die FunktiorG(p, g) ist gegeben durch

) oF
G - —_ —p-—
(p,q) 2 p—mq
In diesem Beispiel kdnnen wir die Gleichung
G(pg = 0
nachq auflésen und erhalten
a(p) = %

Dies eingesetzt it (p,q) liefert die Legendre-Transformierte variq), die wir mit H(p) be-
zeichnen:

2
H(p) = F(p.a(p)=pa(p) - mapP=p- P Zm(P)"= 2

Betrachten wir nun wieder eine Funktidrju) und deren Legendre-Transformiegév). Nach
Voraussetzung ist” (ug) # 0. Was gilt nun fuig” (vp), wobeivy = f'(up) ist ? Aus

gv) = vulv)— f(u(v))

folgt

und

Aus dem Satz Uber implizite Funktionen folgt aber @i, u) = v— f'(u)

u (Vo) = — gz = _(—f"(Uo)) = f//(uo)'

ou | (vo,uo)

Nach Voraussetzung i$t’(up) # 0 und somit

g'(vo) = Wluo)%o'
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Somit kdnnen wir nun auch die Legendre-Transformierteg(@n betrachten. Die Hilfsfunktio-
nen lauten

F(uv) = uv—g(v),
G(u,v) = u—d(v).
Wir bestimmenv(u) aus der Gleichung
u—-g(v) = 0.
Nun haben wir oben aber bereits gezeigt, daf) = u(v) ist. Somit erfulltv(u) die Gleichung
u—u(v(u) = 0.
In anderen Worten
u(v(u)) = u.

Die Legendre-Transformiert&u) vong(v) ist nun

flu) = u-v(u)—g(v(u)
= u-v(u)— [v(u)-u(v(u)) — f (u(v(u)))]
= v(u)-[u—u(v(u)]+f (u(v(u)))
=0

= f(u).
Wir erhalten also wieder die urspriingliche Funktio) zurtck.

Wir kbnnen auch die Legendre-Transformierte einer Funkéon mehreren Variablen betrach-
ten. Es seU C R" und

f: U—=>R,
u— f(0)

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion der Vargial = (uy, ..., u,). Wir fordern nun, dald
flr Up € U die Determinante der Hesseschen Matrix nicht verschwindet

0°f
det(@uiauj)

F : R"xU =R,

£ 0.

Uo

Wir betrachten die Hilfsfunktion

n

(V,U) — F(v,U) =v-U—f (U) = (Zviui> — f(0),
i=1
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und deren Ableitungen nach den Variablendie wir mit G bezeichnen wollen:

G : R"'xU —R"
(V,0) — G(V,d) = OgF (V,0).

Fur diei-te Komponente vof® gilt

Gi(V,0) — G%F(v,m :vi—%(f).
Im Punkte(Vop, Ug) = ((Ogf)(Uo),Up) gilt

G(Vo.to) = O, Vo = (U f) (o)

oG B i

ot oo - (auiau,—) (%0.00)

Nach Voraussetzung ist die Determinante der HesseschaixMagleich Null. Somit sind wie-
der die Voraussetzungen des Satzes Uber implizite Furgdienfullt und es gibt daher eine
offene Umgebuny C R" mit Vp € V sowie eine eindeutig bestimmte Funktion

ad: V—-R"
V— V),
die
G(V,u(v) = 0

erfullt. Die Legendre-TransformiergV) der Funktionf (i) wird analog zum Fall einer Varia-
blen als

g : V—-R,
V—g(V) =F(V,U(V)) =v-u(v) - f(U(v))

definiert. Auch fur die Funktiog(V) gilt, daf3 eine nochmalige Legendre-Transformation wieder
auf die urspriingliche Funktiof(t) zurlckfuhrt.

3.3 Die Hamilton-Funktion

Wir wenden nun die Legendre-Transformation in mehreremal#en auf ein Beispiel aus der
Physik an. Wir ersetzen wieder die Variabigédurch die Variablergj und die Variablerv durch
die Variableng. Wir betrachten nun zu der Funktion

L(@.6.1)

die Legendre-Transformierte bezuglich der VariatfﬁeEs ist hierbei zu beachten, dal3 die Va-
riablend undt nicht transformiert werden, und daher einfach als zusatzliche Parameter zu
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betrachten sind. Wir setzen weiter voraus, daf3 die Deteamender zweiten Ableitungen van
beziglich der Variableq; nicht verschwindet, d.h.

9L
det
<6CI|6CIJ'> 4

Ist die Lagrange-Funktion von der Form

L(d,d.t) <2\2mq.>

undm; # 0, so ist diese Bedingung stets erfillt, wie man leicht sieht

m O ... O
0°L ) 0O m .. O n
det = det =[1m.
(aq.aq,- ||1
0O O ... m

Die Hilfsfunktion F lautet nun
F(B4.at) = p-d-L(d.dt).

Bemerkung: Die zusatzlichen Variablgrundt kann man als zusatzliche Parameter betrachten.
Die Ableitungen vorF nach den Variableg; bezeichnen wir al&;:

Gi(p,d,at) = g—; pi — aq. L (d,dit).
Die n Gleichungen
Gi (ﬁa d: q7t) =0

definieren nun mit Hilfe des Satzes Uber implizite Funktiodee Geschwindigkeiten als Funk-
tion der konjugierten Impulse:

d = d(p.at).

Diese Losungen eingesetzt in die Hilfsfunktiériefert die Legendre-Transformierte der Funk-
tion L (d,d,t) beziiglich der Variableq:

HEBYD = P-d(P.aD-L(@d(P.a).L).

Wir bezeichnen die Legendre-Transformierte der LagrefgektionL (d, d,t) beziiglich der Va-
riableng alsHamilton-Funktion und schreiben hierfid (g, p,t).
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Bemerkung: Um in der Praxis die Geschwindigkeiten als Fonkter konjugierten Impulse
zu erhalten, mifRRen wir deGleichungen

0 :
i = a_CliL(q’q’t)
nach den Variableq; auflésen.

Bemerkung 2: Hangt die Lagrange-Funktion nicht explizit der Zeit ab, und setzen wir fur die
Orts- und Impulsvariablen die physikalischen Bahgén und p(t) ein, so liefert die Hamilton-
Funktion die erhaltenen Gesamtenergie des Systems.

Wir betrachten als ein einfaches Beispiel das Zweikorstesy. Zwei Korper der Massamn

und m, wechselwirken mittels der Gravitationskraft. Den Ortdeelder Massen, bezeichnen
wir mit X1, den Ortsvektor der Mass®, mit X,. Die Geschwindigkeiten bezeichnen wir it
undX,. Die Lagrange-Funktion dieses Systems ist gegeben durch

mi
X1 —Xo|

. 1 - 1 -
L (%1, %2,%X1,%,t) = Emlx%+ Emzzg+e
Die Hamilton-Funktion ist die Legendre-Transformierteibglich den Variableﬁ’l undiz. Als
erstes muf3en wir die Geschwindigkeiten durch die konjtgmdmpulse ausdricken. Dazu l6sen
wir die Gleichungen

Pr = aa—iLl = mXy,
P2 = aa—XLz =M%,
nach den Geschwindigkeité@ undiz auf. Wir erhalten
% = milﬁla
: 1
X = Eﬁz-

Die Hamiltion-Funktion ergibt sich somit zu

H (X1,%, P1, B2:t) = P1-%a(P1) + P2~ %o (B2) — L (Xa, %2, %1 (P1) , % (P1) 1)

:ﬁ_%+lf5_§_ PR B . mm
m nm 2m 2mp Xy — Xo|
P P MMy

= + -G .
2m 2mp |Y]_ — 22‘

Bemerkung: Wir betrachten noch die Eindeutigkeit der HeondFunktion. Wir wissen bereits,
dal3 die Lagrange-Funktion eines physikalischen Systeaid aindeutig ist. Wir kbnnen zum
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Beispiel immer eine Eichtransformation durchfiihren uritbten eine modifizierte Lagrange-
Funktion

(41 = L(@d)+ %/\(d,t).

Die Lagrange-Funktioneb undL’ beschreiben die gleiche Physik. Da die Eichfunktfof,t)
nicht von den Geschwindigkeiteghabhéangt, tbertragt sich dieser Sachverhalt in trivialesgve
auf die Hamilton-Funktion. Wir bezeichnen die Legendraniformierte der Lagrange-Funktion
L bezlglich der Variableg mit H, und die Legendre-Transformierte der Lagrange-FunKtion
mit H’. FirH’ undH finden wir den Zusammenhang

H (@B = H@RY- SA@.

Somit ist auch die Hamilton-Funktion nicht eindeutig.

3.4 Die Hamilton-Gleichungen

Wir haben nun einem physikalischen System eine Hamiltankion H (G, B,t) zugeordnet, die

von den verallgemeinerten Ortskoordinaten, den veralgeenten Impulsen und der Zeit ab-
hangt. Es stellt sich nun die Frage, ob aus der Kenntniss derilkbn-Funktion auch die Bewe-
gungsgleichungen abgeleitet werden kdnnen. Diese Fralijenwair nun genauer untersuchen.

Der Ausgangspunkt ist die Hamilton-Funktion
H@pt = p-d(padt-L(ddpEdt).t),
Wobeid(rj, d,t) aus den Gleichungen

~oL(d.qt)
pi = T

bestimmt wird.

Betrachten wir zunachgH /op;. Es ist

oH " 9g;(p,at)) oL (d.d(p.at).t)
o q.(ﬁ,d,t)+<glp, oD, )— ap

" aq; (B, at) 0 oL (d,d.t) 0d; (B.d.t)
Z P op; ) - (,-Zl 0q; opi )

> oL ’.’ 0q; » Ay
= qi(ﬁ,q,t)JrZ(pj— g?”) qjglziqt)

N J/

= Gi(P.4t)+

-~

=0
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Fur die physikalische Bahn ist naturlich

G(pay = cal),

und somit erhalten wir einen ersten Satz vddifferentialgleichungen erster Ordnung:

d, - ¢
dtqI api

Weiter ist

oH < _aqjm,d,t)) oL (6,d(p,a,t),t)
ag  \ 2P -
| ]_1

aq aq

n9g(Ba) oL(@dt) (& oL(d.d.t) ag;(p.a.b)
| oW \& % o

- __ NV 7/ A _aL(q’q’t) aq]<ﬁ7q7t)
N oo * ;1 (p, 0q; ) a0
(@i doL(Gd)

aq _ dt__og  _at™

J

Hierbei haben wir als Kurzschreibweise die Notation verdetn

oL (d,q,t) oL (d,qt) oL (d,q,t) oL (d.qt)
o 0q

bl

d=d(p.at)
In der letzten Zeile haben wir die Euler-Lagrange-Gleiaiem

oL(g,dt)  doL(dqt)

g oG

q:q( ﬁvq’t)

aq dt  0q;
ausgenutzt. Somit erhalten wir einen zweiten SatzrvDifferentialgleichungen erster Ordnung:
d, — _H
a” T Tag

Fassen wir zusammen: Aus der Hamilton-Funktion folg2m Differentialgleichungen erster
Ordnung, die durch

d  0H

&Ch = a—pi,
d  0H
&pu = —a—qi
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gegeben sind. Diese sind zu derEuler-Lagrange-Gleichungen zweiter Ordnung aquivalent
und stellen die Bewegungsgleichungen des Systems im Hamyfbrmalismus dar. Man be-
zeichnet die obigefi2n) Differentialgleichungen erster Ordnung als die kanorescHamilton-
Gleichungen oder auch kurz einfach Blamilton-Gleichungen.

Bemerkung: Man beachte das Minuszeichen im zweiten SatHdeilton-Gleichungerp; =
—0H /0q;.

Betrachten wir ein Beispiel: Die Lagrange-Funktion deswt@rischen Oszillators in einer Di-
mension lautet

. 1 ., 1
L(g,q) = émz—émwzqz-

Der kanonische Impuls ergibt sich zu

P = wz=mq
und somit lautet die Hamilton-Funktion
2
1
Hgp) = —+=mwPg

Aus dieser Hamilton-Funktion folgen die Bewegungsglergen

d oH p
a? T ap T m
d  oH
at” T Taq

Dies ist ein gekoppeltes System von Differentialgleicremgrster Ordnung, dal3 mit den Stan-
dardmethoden gel6st werden kann.

Die Hamilton-Formulierung der Mechanik ist besonders demmeilhaft, wenn alle Variablen
gi zyklisch sind, d.h. die Lagrange-Funktibrhdngt nur von den Geschwindigkeitgrund der
Zeitt ab, aber nicht von den Ortskoordina@rin diesem Fall wissen wir bereits, daf} dann die
konjugierten Impulse; erhalten sind, d.h.

d,

dt pl
In diesem Fall reduzieren sich daher die Bewegungsglegdmauf einen Satz vamDifferen-
tialgleichungen erster Ordnung. Im Hamilton-Formalisrensl diese Gleichungen durch

d oH

aql_a_pi
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gegeben.

Bemerkung: Die Hamilton-Gleichungen lassen sich auch aesreVariationsprinzip ableiten,
indem wir die Funktion

F (q7 ﬁ?d: ﬁ:t) - ﬁq_H (q7 ﬁ7t>

betrachten, und fordern dalR die Variation
th
5 [ dtF (). Bt).40). PO = O
ta

fur Bahnen mit

6 (ta) = 64 (tp) =0

verschwindet. .

Die FunktionF h&ngt nicht vong ab, wir haben diese Variablen nur wegen der Symmetrie be-
zuglich der Variablemj und p mithinzugeschrieben.

Es wird nicht gefordert, daf¥ (ta) = 8P (tp) = O gelten soll. Wir werden sehen, daf? die Hamilton-
Gleichungen ohne diese Forderung hergeleitet werden kdrider technische Grund hierftr
liegt in der Tatsache, dafd wir bezlglich den Variabfienicht partiell integrieren missen. Im
Rahmen der Variationsrechnung betrachten wir Bahnen heisdem Anfangspunki(t;) = da

und dem Endpunki(t,) = Ty. Die Randbedingungeti unddj, definieren bereité2n) Integra-
tionskonstanten, so dal} ffifta) und p(tp) keine Wahlfreiheit mehr besteht.

Wir berechnen nun die Variation der obigen Groél3e. Es ist

tp
3 [ dtF (d(t), po). (), B0 1) = / a (—5.+§Eép+§—;6qi)
ta

n [ OF oF d oF
= i;/dt _a_qi&:ll +a—pi5p| - <a0_q.) 6Clu}

n [/OF doF oF
= dt | =—— == | 00 + —Op;i
.z\/ _<50Ii dtGQi) RT p'}
Da die Variationerdg; unddp; unabhéangig sind, folgt daf3

oF doF
dqp  dtag

und
oF

o _ 0
api
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gelten mul3. Nun ist aber wegén= - d— H(d, p,t)

OF _doF _ oH d
dq dtag og dt™
oF . OH
Ty = Oi— 3
Pi ap;
Somit erhalt man die Hamilton-Gleichungen
d oH d oH

aqi:a—pi, aplz_a—ql

3.5 Kanonische Transformationen

Wir haben im Abschnitt Uber den Lagrange-Formalismus eedigemeine Koordinatentrans-
formationen kennengelernt. Starten wir von einem Satz #ioatend mit der dazugehdrigen
Lagrange-Funktioh.(d, d,t), so wird die Dynamik des Systems durch die Euler-Lagrankge-G
chungen

daL o
dtog  dq;

beschrieben.
Wir konnen allerdings auch andere Koordinadewmerwenden, die sich aus den alten Koordinaten
g durch eine allgemeine Koordinatentransformation

g = 9@t

ergeben. Eine allgemeine Koordinatentransformation wirdh alsPunkttransformation be-
zeichnet. Die Lagrange-Funktion ausgedrickt in den neusordinaten bezeichnen wir mit
L'(d',d,t) und die Dynamik des Systems wird nun durch die Gleichungen

L
dtog oq

beschrieben. Die Tatsache, dal? die Bewegungsgleichunglemigestrichenen und ungestriche-
nen Grol3en identisch sind, bezeichnet marfalsninvarianz.

Bemerkung: Im allgemeinen sindundL’ als Funktionen ihrer Argumente nicht identisch, d.h.
im allgemeinen ist.(X, X, t) # L' (X, X 1).

Wir kbnnen nun den analogen Sachverhalt in der Hamiltomaleerung betrachten. Der Aus-
gangspunkt ist nun ein physikalisches System, daf’ durehHamilton-FunktiorH (G, p,t) be-
schrieben wird. Die Bewegungsgleichungen fur dieses 8ystelen Variablergj und p lauten

d oH d oH

aql_a—pi, apl__a—ql
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Wir bezeichnen eine Transformation

g = G(dp),
p|/ = pll <q7 ﬁ?t) )

als einekanonische Transformation, falls die Bewegungsgleichungen in den neuen Variablen
durch
d , oH d |, oH’

_q = —, p —_
dt" ap dt™ aq/
gegeben sind, wobél’(d', f,t) die Hamilton-Funktion ausgedriickt in den neuen Variabdén i

Wir bezeichnen eine Transformation also als kanoniscls, dgalter ihr die Hamilton-Gleichungen
forminvariant sind.

Bemerkung 1: Es |3t sich zeigen, dal} jede TransformatioRaten

oL’
eine kanonische Transformation ist. Eine allgemeine Koaténtransformation ist also immer
eine kanonische Transformation.

Bemerkung 2: Die Menge der kanonischen Transformatiortegré®der als die Menge der all-
gemeinen Koordinatentransformationen, die wir im Rahmenldgrange-Formulierung ken-
nengelernt haben. Dies liegt daran, daf? kanonische Tranafi@nen vong, p undt abhéan-
gen koénnen, die allgemeinen Koordinatentransformatiatesm nur vorg undt abhangen. Der
Hamilton-Formalismus, der die Grol3gmund p gleichberechtigt behandelt, erlaubt hier gré3ere
Freiheiten.

Bemerkung 3: Wéahrend im Lagrange-Formalismus jede eirgieund umkehrbare Koordina-
tentransformation = ¢f(d,t) automatisch die Euler-Lagrange-Gleichungen forminverit,
ist dies im Hamilton-Formalismus fir beliebige Transfotimaeng; = ¢/ (d, p,t), pi = pi(d, p,t)
im allgemeinen nicht der Fall.

Unter welchen Voraussetzungen ist nun eine Transformagoform

G=q(@pt), p=pidp1)
kanonisch ? Die Hamilton-Gleichungen in den urspriinglcWariablen folgen aus dem Varia-
tionsprinzip

tp
5[dt[p-g-H@pY] = O
ta
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wobei fur die Variation der Bahnen am Anfangs- und Endzeikpu

0d (ta) = 00 (tr) =

gilt. Die Variationendp(t;) unddp (tp) unterliegen keinen Einschrankungen.

Ist die Transformation kanonisch, so gilt eine entspredbefussage natirlich auch fur die ge-
strichenen Grol3en:

tp
5/dt F-d-H(d.p.1)] = o
ta

wobei nun die Variation beztiglich Bahnen betrachtet wird, d

o (ta) = & (tn) =

erfilllen. An dieser Stelle sei bemerkt, dal aGét,) = 0 nicht notwendigerweiséq (ta) = 0
folgt, da die Transformation auch von den Impulgieabhangt und im allgemeinép(ta) # 0
ist.

Wir wollen nun eine bestimmte Klasse von kanonischen Taansitionen betrachten, die als
Beruhrungstransformationen oder Kontakttransformationen bezeichnet werden. Innerhalb
dieser Klasse unterscheiden wir vier Falle.

Der erste Fall ist dadurch definiert, daR eine Funkfie(d,d',t) exisitiert, so daf}

[ﬁlq/_H/(q/’ﬁ/’t)}_[ﬁq_H(qvﬁat)]'i' d/\l(qq t) - 07

0%/\1
det
(6@6%) i

gelten soll. Die Funktior\1 (d,d’,t) wird als erzeugende Funktionder kanonischen Transfor-
mation bezeichnet. Die erzeugende Funktion definiert zustatie Transformation. Um dies zu
sehen, formen wir die obige Gleichung um:

Zl{@q.l p')q (ZQ.ler')q%(%th H) )

Betrachten wig und@ als unabhangige GroéRen, so ist diese Gleichung nur effillk,

wobei

A A
M a,l / M g
|

) a_FpI:O? ot
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gilt. In anderen Worten

@Ay 9M(Gd.Y

oq oo
sowie
1A
H = H+-—.
o

Die Gleichungerp; = 0A1/0q; und p; = —0A1/0q legen die Transformation fest: Wegen

0%/\1
det 0
(6@6%) i

ist der erste Satz der Gleichungen nathuflosbar:

d = d(dpt).
Dies eingesetzt in den zweiten Satz der Gleichungen lidferTransformation fug':
= PF@R).

Die so definierte Transformation ist kanonisch. Um dies Zesebestimmen wir die Bewe-
gungsgleichungen in den gestrichenen Grél3en. Wir gehenWokungsprinzip in den unge-
strichenen Grof3en aus:

tp
0 = 6/dt [B-d—H (d,pt)]

= 6/dt {rs . —H’ (q*’,rs’,t)+%/\1(q,d’,t)

oH'_, W', don,,  doA
_ Zl/dt (p.éq. +aoE 5o o - 37" drog O g aqléq)
i |

Nun ist allerdings
tp
/dt d 6/\1 0N\1

dtag 20 =~ g

ta

und

tp
JEE
ta

th d tp d
/dt pl .80 = pidqf ﬁg—t/dt (api’) 5.
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Somit erhalten wir

0 ij{(m o Yo

Wegen

+/dt K; apl)épi/_<?3qll gtp)éq'}}

0\1
p.’ - _

verschwinden die Randterme und wir haben

n b / /
oH oH' d
S A N e T =4 /
; t/dt Kq' ap{)ap' (r?qi’ +dtp‘) 6q'}

Die Koeffizienten vordp; unddg miissen unabhéngig voneinander verschwinden und wir erhal-
ten

d, oH d, oH

e " op”  dt" T oq
Somit ist die Forminvarianz der Bewegungsgleichungenruhieser Transformation gezeigt.

Wir wollen noch die drei weiteren Falle der Beriihrungstfamsationen betrachten. Der zweite
Fall ist dadurch definiert, da? eine Funktibp(d, p,t) exisitiert, so dald

. : d
[p'-d—H(d,p.t)] - [P-d—H(d.B1)] + d [-d-F+A2(d,p.t)] = 0O

92N,
det 0
(aqiapa) i’

gelten soll. Die generierende Funktifa hangt hierbei von den urspringlichen Ortskoordinaten
g und den neuen Impulskoordinatghab. Es ist nun

wobei

6/\2 a/\z ) 6/\2

d V- / .

Die Terme proportional zﬁ’- P heben sich weg. Durch Vergleich der Koeffizienten epnp!
und 1 findet man nun

Mo, O

aqi 9 ql - apl/ )

b=
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sowie
oo
ot -
Der dritte Fall ist dadurch definiert, daR eine Funktiip,d',t) exisitiert, so dafl3

H = H+

03— H (@ 0.0] - [B-4-H@BD] + o [a-B+As(Bd)] = O

0°/\3
det
° (apiaq'j> ’
gelten soll. Hier hangt die generierende Funkifgnvon den alten Impulsep und den neuen
Ortskoordinater ab. Man beachte das Vorzeichen des Tegh(lq p). Hier findet man

wobei

0N\3 p 0N3

Q= “op P = —a—qi,,
sowie
0As
ot -
Zu guter Letzt betrachten wir noch den vierten Fall, der dulie Bedingung

H = H+

[0~ H (@ 0.0] - [p-4-H@B] + o [0-p-d-F+Aa(BP.1)] = O

definiert ist, wobei
0%/\4
det| ———
<apiap',-> #

gelten soll. In diesem Fall hat man

N, O

ql__a—pi, qi_a(7

sowie
0Ny
H = H4+—/—.
Tt
Betrachten wir nun ein Beispiel fur eine kanonische Trams&dion. Wir betrachten den harmo-
nischen Oszillator in einer Dimension. Die Hamilton-Fuaktdieses Systems lautet

p? L R
H(g.p) = S +5mea”

79



Wir betrachten eine kanonische Transformation des erstpes, Tie durch die Funktion

1
M(a.q) = Smag?cotd

erzeugt wird. Es ist

_ N cotq’
p = aq—rm)q q,
SR S

b= oq’ 2" sirfq”

Lésen wir diese Gleichungen nagtund p auf, so finden wir

2
q = 4/ sind,

p = /2mwp cosy.
Somit ist
H (d,p) = wp cod +wp'sirfq =wp'.
Die Variabled' ist zyklisch. Die Bewegungsgleichungen lauten
d

d
—/: —_— /:
gl =@ P =0

Die Losung dieser Gleichungen ist gegeben durch
q(t)=wt+d, Pt)=Ppo

Transformiert man nun wieder zurick auf die urspriinglickienablenq und p, so findet man
die Ubliche Form der Lésung des harmonischen Oszillatonsh#ben gesehen, daf’ durch eine
geschickte Wahl einer kanonischen Transformation die bgsler Differentialgleichungen ver-
einfacht werden kann.

Die vier verschiedenen Typen einer Bertihrungstransfoomaehen durch Legendre-Transfor-
mationen auseinander hervor. Wir gehen von einer Berlisttangsformation des ersten Typs
aus, die durch die generierende Funk#arn(d,d',t) erzeugt wird. Wir wollen weiter annehmen,
dafi

Fuhren wir nun eine Legendre-Transformation der Funktidx (4,d',t) beziglich der Varia-
blend durch, so erhalten wir eine Funktion

No (qa ﬁlat) - ﬁl ’ q/ (qa ﬁlat) +/M\1 (q: q/ (qa ﬁlvt) 7t) ’
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wobeid' (g, g/,t) aus

bestimmt wird. Gilt nun

62/\2
det| =2 0,
(aqi Pﬁ) g

so generiert die Funktiof, (G, f',t) eine Beruhrungstranformation des zweiten Typs.

Ebenso erhalten wir eine Beruihrungstransformation déedyps, indem wir eine Legendre-
Transformation der FunktioN1(d,d’,t) bezlglich der Variableq durchfiihren. Das Ergebnis
nennen wir—Az(p,d’,t):

N (B, d.t) = P-d(R.d.t) A (d(R.d.1).d,1),
wobeiq; (p,d',t) aus

o
= aq;

62/\3
det{ —— 0,
<0pi q ) ?

so generiert die Funktiofs (p,d',t) eine Beruhrungstranformation des dritten Typs.

bestimmt wird. Gilt

Kombinieren wir die Legendre-Transformationen bezigtien Variableng und @, so erhalten
wir ausA1(4,d’,t) eine Funktiom4(p, f,t), welche eine Berilihrungstransformation des vierten
Typs erzeugt.

Im folgenden wollen wir annehmen, daf3 alle auftretenderizibgn Gleichungen immer l6s-
bar sind, d.h. das alle relevanten Determinanten nichtchanmnden. Betrachten wir nochmal
eine Beruhrungstransformation des ersten Typs. Aus

__6/\1 ,__%
pl - aql 9 pl - aql/7

folgt durch Ableiten der ersten Gleichung naq;mnd der zweiten Gleichung nacj:

% B 62/\1 a_pl’ _ 02/\1
09  0qjogi’  0q;  Aq;oq
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Wir nehmen an, dald die Funktigxy zweimal stetig differenzierbar ist. Somit vertauschen die
zweiten Ableitungen und wir finden

o _ 9
od| oq; -
Aus der Betrachtung einer Berihrungstranformation destewdyps finden wir analog
o _ 99
op; 00’
und aus der Betrachtung einer Bertuhrungstranformatiowlisn Typs finden wir
oG _ o
oa; opi’
Die Betrachtung einer Beriihrungstransformation deseefips liefert
oG _ 09
op] opi-
Wir werden diese vier Beziehungen spater bei der Diskus$gorsymplektischen Struktur des

Phasenraums bendtigen.

3.6 Die Poisson-Klammern

Die Hamilton-FunktionH (g, p,t) ist eine Funktion der verallgemeinerten Koordinatgrder
verallgemeinerten Impulsg¢und der Zeit. Wir wollen nun ganz allgemein Funktionen

AT, B;t)

betrachten, die von diesen Variablgnp undt abhangen. Setzen wir in diese Funktion die
physikalischen Losungeg{t) und p(t) ein, so ist

Al = A@),B(),t)

eine Observable oder Mel3grol3e der klassischen MechartiiadBéen wir nun zwei Funktionen
A(G, p,t) undB(d, p,t). Wir definieren diePoisson-Klammerdieser Funktionen wie folgt:

n <6AGB OAOB)
0qiopi  0pidqi /-

o=,

Die Poisson-Klammer ist wieder eine Funktion \@rpg undt.

82



Wir betrachten nun die zeitliche Ableitung der Funkti&(d, p,t). Es ist

d N /0A. O0A. 0A

n <6A6H GAOH) 0A
= _———— | + =
i; dqi 0pi  9p;i 9 ot
0A
- {A7H}+E7

wobei wir im zweiten Schritt die Hamilton-Gleichunggn= 0H /dp; und p; = —0H /dq; ver-
wendet haben. Isk eine Erhaltungsgréf3e, d.h gilt

d
—A =
dt 0

so ist dies gleichbedeutend mit

oA
{AH}+ 5 = 0.

Hangt desweiteri nicht explizit von der Zeit ab, so vereinfacht sich diese Gleichung zu
{AH} = 0.

Wir haben also den folgenden Sachverhalt: Héhgticht explizit von der Zeit ab, und ver-
schwindet die Poisson-Klammer vémit der Hamilton-FunktiorH, so folgt daf?A eine Erhal-
tungsgrofie ist. Anstelle des Ausdruckes “Erhaltungsdgré@evendet man auch die Bezeich-
nunglintegral der Bewegung

Wir betrachten noch einige Eigenschaften der Poisson-Klam. Die Poisson-Klammer ist an-
tisymmetrisch:

{A,B} = —{B,A}.
Sie ist weiterhin bilinear:

{ciA1+ A0, B} = c1{A1,B}+c{A2,B},
{A,c1B1+ B2} = c1{AB1}+Cc2{A B2}.

Ausserdem gilt die Jacobi-ldentitat:
{A{B,C}}+{B,{C,A}} +{C.{AB}} = O

Die Jacobi-ldentitat 1&Rt sich einfach durch Nachrechremdisen.
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Wir betrachten nun einige Spezialfélle: Die Poisson-Klaner Koordinatenfunktionen ver-
schwindet

{gi,9;} = 0,
da

-0 -0

Ebenso verschwindet die Poisson-Klammer der Impulsfonkin:

| 9pi 9p;  9pi dp;

{pipi} = S |3 5 32 —0.

&1 | 90k 0P Opk 00k
ey Iy

Fur die Poisson-Klammer zwischen der Koordinatenfunkgjonnd der Impulsfunktiorp; fin-
den wir allerdings

" [ o Opj 9 Op; = 0Gi0p) o
{ql pj} kzl 90k 0Pk ili)l(/iqfk/ k;aqkapk kgl bk .
-0 =0

Wir fassen zusammen:

{ai,0i} =0, {pi,pj}=0, {aipj}=3&;.

Bemerkung: Die FunktioneA(d, p,t) und die Poisson-Klammern haben einen engen Bezug zur
Quantenmechanik. In der Quantenmechanik ersetzt man digiboenA(d, p,t) durch Opera-
toren A und die Poisson-KlammelfA, B} durch das 1(i%)-fache des Kommutatorg B der
OperatorerA undB. In der Quantenmechanik hat man daher die Kommutatiortneén

6i,6;] =0, [pi,B;] =0, [Gi, ;] =ihdjj.

Wir betrachten noch das Verhalten der Poisson-KlammererBerihrungstransformationen.
Sei

G =0 (@pt), p=ppt),

eine BerUhrungstransformation, die zum Beispiel durchgeieerierende FunktioA; (4, ,t)
erzeugt wird. FUr diese Berlihrungstransformation gilt:

A1 (4,d,t) ANCE RS
' oq; - B= aq '
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Wir betrachten nun die Variabl&hund p als unabhangig und die GroRgid, p,t) undg' (4, p,t)
als abhangig. Durch Ableiten der ersten Gleichung regdinden wir

. 02/\1 (q7 q/7t) i 62/\1 (q7 q/7t)a_(:h2
00;i0q; & 000, 0g;

Diese Gleichung kdnnen wir nacg% auflésen und finden

aql — i 1 . a2/\1 (qa q/7t> M'k _ 02/\1 (qa q/7t>.
& )i 00ka ' 0000,
Leiten wir dagegen die erste Gleichung ngghab, so finden wir
S = d aZAl(q,q/,t)a_(]f(
' & 0goq op;’
also
og -1
Y M), -

Leiten wir weiter die zweite Gleichung naciy und p;j ab, so finden wir
a_pil . _aZAl(q,q/,t>_ . azAl(q7q/7t>a_q|/(
oq 0goa; &  Ogfogy  0g;
o iaZ/\ (c,d,t) Ocj,
op; 00j0cy  9p;

Betrachten wir nun die Poisson-Klammern der Varialgjemnd @ bezuglichg und . Es ist

n aq/ aq aq/ aq
- L I T}
1%a) 2, (r?qkapk 9P A0k
A 9%N 2N
_ *l 1 -1 -1 -1 1
- Z;[ )i 001 90K (M )jk+(M )i (M )jI 76q|6qJ
C o 92N
_ -1 -1 -1 1
= 3 3 [ )= (v () e <o

Ebenso findet man nach einer etwas langeren Rechnung
pl op; ap 9P
/oA J i J
' pil = O] =0
LA k; (50h< Opk  Opk 00k

n (oq op; aq 9P
{d,pj} = Z(i—l_i—]>:5ij-

&1 \ 00k 0Pk Ok 00Kk
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Mit Hilfe dieser Relationen
{a,9i} =0, {p.pj} =0, {d,p|} =3

l&Rt sich nun zeigen, daf3 die Poisson-Klamf#eB} zweier Funktione’\(d, p,t) undB(q, B, t)
invariant unter den BerUhrungstransformationen ist, d.h.

{ABlgp = {ABlyy-
Es ist
A(d.pY) = AA.P.1),B(d. 1))
und umgekehrt natirlich auch
A@pY = A(d(Gp),F@RY.1).

Analoge Beziehungen gelten fur die Funktiori®andB'. Somit ist

B 0A 0B OA 0B

= 2 (%aom o)

ON (0,p,t) 0B (0, p.t) oA (d,d,t) 0B (d,F,t)
( 00Kk P oOpg 00Kk )
0N dq, OA' dp\ (0B 0d 9B 9p]
(%ﬂ %a) (ﬂ% %%)

(o w8 o6 0
0q; Opk  0p| dpk/ \ 0dj ook Ap] Ack

o honfeneB N B |, NB ., N IB .,
n 0 [oA 0B  OA OB

= ——0 + —— (—&ij
iz\gl_aqi/ap/j ! api/aq/i( ”)]

n

_L(mom owom
2 \aqap ~apoq
— (KB,

Somit folgt die Aussage, dal3 die Poisson-Klammern unteiilBengstransformationen invariant
sind.
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3.7 Der Phasenraum und der Satz von Liouville

Als Phasenraum eines physikalischen Systemsareiheitsgraden bezeichnet man den Raum
der Dimensior(2n) der durch die Punkte

(a1, ---,qn, P1, ---, Pn)
gegeben ist. Wir wollen im folgenden einen Punkt des Phasems durch die Notation
r = (ry,..,rn, M1, - r2n) = (Q1, -, An, P1, - Pn)
bezeichnen. Wir fuhren weiter d{@n) x (2n)-Matrix J ein, die durch
S ( Oncn Lnen )
—lnxn Onxn

definiert ist. Offensichtlich ist

J-J = —Lan)x(n)
und

Jt=3"=-J
Mit Hilfe der Matrix J lassen sich die Hamilton-Gleichungen kompakt wie folgsahfeiben:

2 oH
P j;\]ij g_r,

Wir betrachten nochmal die Berihrungstransformationeldefinieren dig2n) x (2n) Matrizen

M undM~1 wie folgt
9q f’_g o  9q
_ | 99 oF -1_ | oq; opy
M=l o | M=o ou
oq; 9P dq;  0p;

M und M~ sind die Jacobi-Matrizen der Hin- und Riicktransformatidaher sind sie auch
zueinander invers, d.h.

MM = Lonx(n)-
Nun wissen wir aber, dal} fur eine Berlihrungstransformatimsé@tzlich die Relationen

op 0% oq _ 09
op; 0q’  0p opi’
op _ 0P} oG _ 0P

o}  dq’ o) op
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gelten. Wir haben also

ap; 9 o _ap \ T
Mfl _ op;f opf _ 6p’j 6q/i
a _9pp 9qp ) T | _9a4  9q
od oq op) od]
Nun ist aber auch
g 0q op _0p
IM.J = 01 oo, ap! 0 1)\ op) od
Y T -1 o0 ap 9p; -1 0) | _9a o |°
6q’j ap’j ap’j 6q’j

und somit
Mt = (-3M-I)T=-3M"-J.
Somit folgt ausM—1-M = 1
MT-J-M = J

Wir kénnen diese Gleichung wie folgt interpretieren: Diedlai-Matrix einer Beriihrungstrans-
formation 1&aR die MatrixJ invariant. Es la3t sich zeigen, dal} die Menge al@m) x (2n)-
MatrizenM, dieMT -J-M = J erfilllen, eine Gruppe bilden, die man a¢lle symplektische
Gruppe Sp(n,R) bezeichnet. Weiter |af3t sich zeigen, dalNLie Sp(n,R) stets

detM = 1
gilt.
Wir betrachten nun im Phasenraum Losungén der Hamilton-Gleichungen

d 2 oH

—ri = Jlj _
dt jgl arj

zu den Anfangesbedingungen
f'(to) = Tp.

Um die Abhé&ngigkeit von den Anfangsbedingungen deutlicinachen, schreiben wi(t, to, o).
Man bezeichnet eine solche Losung auchRlssim Phasenraum. Wir kdnnen nun die Frage
stellen, wie andert sich der Wattt), falls wir die Anfangsbedingungéfy zur Zeitto &ndern ?
Es gilt die folgende Aussage:

0
—ri (t7t07?0> S SIX'LR)
al’oJ
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Dies ist der Satz von Liouville. Wir beweisen diesen Satzfeigt: Furt = tg ist

0
prLl (to,to,To) = Lizn)x(2n)

07]

und die Aussage ist klarerweise erfullt, da die Einheitsinat der Gruppe S, R) enthalten
ist. Dar (t,tp,To) eine Lésung der Hamilton-Gleichungen ist, gilt

%ri (t,to,fo) = kglJikaH (?(ta’rti’?o) D3
Differenzieren wir nun nachy j, so erhalten wir
dori(ttofy) _ & §J_ 0%H (T (t,to,T0) ,t) 01 (t,t0,T0)
dt aro, L& anan oroj
Mit der Notation
. 2
S

kénnen wir diese Gleichung auch kompakt in Matrixschreiseangeben:

d
—M = J-R-M.
dt )

Betrachten wir nun

d T (d AT T d

&(M J-M) = (aM) J-M+M -J-(&M)
= MT.RT.JT.JM+MT.J.J-R-M.
= M"-(RT—R)-M =0,

daR" = Rist. Also folgtMT - J-M = const, und da wir schon wissen, dal zum Zeipunktg
M die Einheitsmatrix ist, gilt

MT.J.M = J.

Dies zeigt, daM eine symplektische Matrix ist. Wir haben damit die lokalerRales Satzes
von Liouville bewiesen.
Bemerkung: Insbesondere gilt

detM = det(w):l.
al’oJ

Der Satz von Liouville wird auch oft in integraler Form angbegn. In der integralen Form wird
die physikalische Implikation des Satzes von Liouville da$ers deutlich. Hierzu betrachten
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wir zur Zeittg ein GebietJ von Anfangskonfigurationen im Phasenraum. Diese Gebietrhat
Phasenraum das Volumen

vol(U) = /dznro.

U

Wir betrachten nun die Evolution dieser Anfangswerte bis Zieitpunkit. Zum Zeitpunkt geht

der Anfangswerip € U Uber in den Punkit(t,to,Tp). Die Menge aller (t,to, 7o), Fo € U definiert
wieder ein Gebiet, da? wir mit bezeichnen wollen. Die Loésungen der Hamilton-Gleichungen
definieren also eine Abbildurlg — V. Fir das Volumen voN gilt

vol (V) = /dZ”r = /dznro det(w) = /dznrozvol(u).
U

6r07j
\Y% U N “

=1

In anderen Worten: Das Phasenraumvolumen einer Menge \aseRaumpunkten ist unter der
Evolution bezlglich der Hamilton-Gleichungen zeitlicmktant. Dies ist die integrale Form des
Satzes von Liouville.

3.8 Die Hamilton-Jacobhische Theorie

Wir haben bereits im Rahmen der Diskussion der kanonischansiormationen anhand des
Beispiels des harmonischen Oszillators gesehen, dal3 eschigkt gewahlte kanonische Trans-
formation die Hamilton-Fukntion und die Bewegungsglempen vereinfachen kann. Im Falle
des harmonischen Oszillators sind wir von der Hamiltonkgiom
2
pr 1 55
H = — 4+ -=-MW
@p) = 5 +5mwq

ausgegangen und haben die kanonische Transformation

qd = arctan—m(:q,
/o 1— 2 p2
P ™ o

betrachtet. Dies fuihrte auf die neue und einfache Ham#anktion

/

H (d,p) = wp.

Wir wollen nun diesen Sachverhalt systematischer untbesuand stellen die Frage, unter wel-
chen Bedingungen eine kanonische Transformation eine lktanyftunktionH (g, p) in die tri-
viale Hamilton-Funktion

H/ (q»l7 ﬁl) _ O

90



Uberfuhrt. Wir beschranken uns auf Beriuihrungstransfoomanh des zweiten Typs. Gesucht ist
also eine generierende Funktigid, ',t), so dafH’ = 0 gilt. AusH’ = 0 folgt sofort, daf alle
neuen Variablen Konstanten der Bewegung sind:

dt)=do, F(t)="o.

Fur eine Beruhrungstransformation des zweiten Typs gilt

0z 0=
H =H+—= =
Somit erhalten wir
0=
H (4, 0gZ,t) + Fl 0.

Dies ist eine partielle Differentialgleichung in dén+ 1) Variablend undt fur die unbekann-
te FunktionX (g, @',t). Die n Variablenp’ konnen wir hierbei wegef'(t) = f, als Parameter
betrachten. Diese partielle Differentialgleichung witd die Hamilton-Jacobische Differenti-
algleichungbezeichnet.

Bemerkung: Mit dieser Vorgehensweise haben wir im allgeeidas Problem nicht verein-
facht, sondern nur verschoben. Die Hamilton-Gleichungks,ausH’ = 0 folgen, sind nun
zwar trivial, allerdings muf3 zunachst um auf diese Form zmrken, die generierende Funkti-
onZ (g, f,t) durch Losen der partiellen Hamilton-Jacobi-Gleichungib@st werden. Partielle
Differentialgleichungen sind im allgemeinen schwierigeddsen als gewohnliche Differential-
gleichungen, daher fuhrt diese Methode im allgemeinentigleiner Vereinfachung. In spezi-
ellen Fallen kann dieses Verfahren aber durchaus hilfresam

Wir bemerken noch, daf? sich die Hamilton-Jacobi-Gleichuerginfacht, fallsH nicht expli-
zit von der Zeit abhangt. In diesem Fall kbnnen wir

2 (q7 ﬁ/7t) = W (q7 ﬁ/) —Et
setzen und die Hamilton-Jacobi-Gleichung reduziert sidh a
H(d,04W) = E.

Dies ist eine partielle Differentialgleichung fiir die Faick W (g, ') in denn Variablend. Die
n Variableng’ kdnnen wieder als Parameter betrachtet werden. Die Funikti@, p’') wird auch
alsverkurzte Wirkungsfunktion bezeichnet.

3.9 Das Routhsche Verfahren

Wir wollen noch ein weiteres Verfahren betrachten. Wir abereits gesehen, dal3 die Hamil-
tonsche Formulierung der Mechanik gegenuber der Lagrahgas-ormulierung einen Vorteil
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hat, falls alle Ortskoordinaten zyklisch sind. In dieserll Biad die n kanonischen Impulsg;
ErhaltungsgrofRen und die Lésung des Problems reduziérasicdas Losen der Differential-
gleichungen erster Ordnung

. OH

4= opi-
Man erhéalt die Hamilton-Funktion wie immer durch eine LegieTransformation der Lagrange-
Funktion:

H@pt = p-d(E.aH-L(ddE.a).t),
Wobeid(rj, d,t) aus
-

P o
bestimmt wird. Nun tritt allerdings ausgesprochen seltenkall auf, dal3 alle Ortsvariablen
zyklisch sind. Ublicherweise sind einige — aber nicht all®rsvariablen zyklisch. Betrachten
wir also den Fall, dak dern Variablen zyklisch sind. Ohne Beschrankung der Allgemeiinh
kénnen wir annehmen, dal3 dies die erdt&fariablen sind. Wir betrachten also ein System, dal3
durch eine Lagrange-Funktion

L (qk+17 "'7qn7q17 L3) QK, Qk+17 ---7Qn,t)
beschrieben wird. In diesem Fall liegt es nahe, nur eine hegeTransformation beztglich der
Variablenq;, ..., dk zu betrachten. Fir eine beliebige Lagrange-Funktion
L (q17 ---7Qk,QK+1, ceey CIn,QL ceey qk? qk+17 ---7Qnat> 9

in der die ersterk Variablen nicht notwendigerweise zyklisch sein miussefiniggen wir die
Legendre-Transformierte bezuglich der Variabdgn..., dk:

k
R(ql7 ---,Qn, pl7 tey pk7Qk+1, ~~~7Qn,t) = <Z plql> - L<q17 '“7qn7q17 “'7qk7 qk+17 ---,Qn,t),
i=

wobeiqj fur 1 <i <kaus

oL

oG

bestimmt wird. Die FunktiolR wird als Routhsche Funktionbezeichnet. Aus dieser Funktion
folgen die Bewegungsgleichungen

P =

d4 = R <i<k

dtql - api, =1="MN

d oR :

-D = —— <1<

dtpl aqi7 1_|_k7
d R OR '
- = <j<n.
dtaq; ~ ag 0, (k+1)<j<n
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Fur die erstek Variablen haben wir also Differentialgleichungen vom Typ Hamilton-Gleichungen,
wahrend wir fur die restlichein — k) Variablen Differentialgleichungen vom Typ der Euler-
Lagrange-Gleichungen finden.

Bemerkung: Das Routhsche Verfahren ist besonders daneiltaft, falls die ersterk Varia-
blen zyklisch sind. Did konjugierten Impulsg; sind dann konstant, d.h.

d :
api == O, l§|§k,

und die Losung des Problems reduziert sich auf die Gleiokining

d, _ R

—0 = <i<
dtql ap| ) = I = k7
d o0R OR .
B e — P— < < .

Dies ist ein System vok Differentialgleichungen erster Ordnung ufrd— k) Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung. Zur Losung sind daher nogB(n—k) = 2n—k Integrationen durch-
zufuhren.
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4  Anwendungen

4.1 Der starre Korper

Bisher haben wir uns in der Mechanik immer mit idealisieMéassenpunkten beschéaftigt. Wir
wollen nun auch ausgedehnte Kdrper betrachten. Das esttabtodell eines ausgedehnten Kor-
pers ist das einestarren Korpers. Hierbei wird angenommen, dafl3 der Koérper nicht deformier-
bar ist. Es treten daher unter dieser Annahme insbesondiere ikneren Schwingungen auf.

Wir kdnnen uns einen starren Korper durcRunktteilchen der Massen, 1 <i < n aufgebaut
vorstellen, eventuell mit elektrischen LadunggnWir sind an den Eigenschaften des starren
Korpers fur grof3es interessiert. Wir werden daher im folgenden immer 3 voraussetzen,
dies schliel3t einige degenerierte Spezialfallefér 1 odern = 2 aus. Da der Korper starr sein
soll, fordern wir, daf3 die relativen Abstande der Massekikonstant sind, d.h.

% —%j| = const 1<i,j<n.

Furn= 2 legt dies genau eine Zwangsbedingung festf&13 sind es drei Zwangsbedingungen,
fir n > 3 kommen fir jedes weitere Teilchen drei weitere Zwangsizrdigen hinzu. Wir haben
also furn > 3 immer

3n—6

Zwangsbedingungen. Wir haben also ein physikalische&Bystit(3n) Koordinaten und3n—
6) Zwangsbedingungen. Somit hat der starre Kérper

(3n)—(3n—6) = 6

Freiheitsgrade. Wir kdnnen den starren Korper daher dwechssverallgemeinerte Koordinaten
beschreiben. Es bietet sich an, hierfur die drei Schwersknkrdinaten

X = — mila M= mj,
Mi: i=

und drei Winkelkoordinaten, die die Orientierung des stalorpers im Raum beschreiben, zu
verwenden. Wir konnen die Koordinaten eines jeden Masseips durch

%(t) = XO+RW)-(%(0)-X(0)

angeben. Hierbei idR(t) eine 3x 3-Matrix aus der Grupp8Q(3). Die Matrix R(t) beschreibt
die Drehung bzw. Orientierung des starren Korpers im RaumjddeSQ(3)-Matrix gilt

RT=R?! detR=1
Wir kdnnen die DrehmatriR durch drei Euler-Winkel parametrisieren:

R = Az (a)-Bx(B)-C.(y),
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wobei
cosa sina O 1 0 0 cosy siny O

Az(a)=| —sina cosa O |,By(B)=| 0O cof3 sinB |,C,(y)=| —siny cosy O |.
0 0O 1 0 —sinB cosB 0 0 1

Die drei Euler-Winkel, 3 undy vervollstandigen den Satz der verallgemeinerten Kootdma
Wir fassen zusammen: Die sechs Freiheitsgrade einesrstadigpers konnen durch die drei
Schwerpunktskoordinatefy, X, undXs, sowie durch die drei Euler-Winked, f undy beschrie-
ben werden.

Wir verwenden nun die Notation
D = %(0)-X(0).

Der Vektorg(‘) beschreibt also die Differenz des Ortsvektorsides Massenpunktes zum Orts-
vektor des Schwerpunkts zur Zéei= 0.
Fir die Geschwindigkeit dasten Massenpunktes gilt:

X(t) = X(O+RO): (%(0)-X(0))
= X(O)+R1)
DaR eine orthogonale Matrix ist, folgt aus
RI-R =1
durch Ableiten
RT-R+RT-R = 0,
und somit
R-R = —RT-R=—(R"-R)".

(RT. R) ist also eine antisymmetrische Matrix. Wir betrachten nierggésamte kinetische Energie

T = n} QIZ
- 2"
n1 - SN T /o -
I - My . (i)
i;Zmi(X—I-RE ) - (X+RE
= %M?(ZJF% ; mXT-R E<'>+% n m E0 . RT >*<+% c mED L RT.REO,



Nun ist allerdings

KT RED = XTF

5
_|
Pyl
< N
5
3
nat
~
I
Xl
_|
Py}

Ebenso findet man

Somit reduziert sich die kinetische Energie auf

1o L 2T T s 20)_ Lye2 C =T T o 20)
T = JMX +§i;mia R.RE _—MX Zi T R.RR-RE

- et En (e e’

Nun wissen wir aber schon, d&R" - R) antisymmetrisch ist. Daher gibt es GroRep uwy, und

w3, So dafd
o 0 —w3 . 2
(RT ) R) 0 = w3 0 -y |-E0=gx&D

-0 W 0

wobei wir @ = (wy,wp,w3)" gesetzt haben. Die GroRdmy, wyp, ws) werden alsWinkelge-
schwindigkeitenbezeichnet. Aufgrund der Identitat

‘axB‘z - 3262—@-6)2

erhalten wir fiir die kinetische Energie

_ luse s m (aRE07 (.50
T = 2MX +2i;m(wé —(w-& ) )
Wir definieren nun defiragheitstensoreines starren Kérpers durch
n 0 2
5 m(2%,-5hg).
K=1

Der Tragheitstensor ist ein Tensor zweiter Stufe und lakt durch eine X 3-Matrix angeben.
Mit Hilfe des Tragheitstensors laR3t sich die kinetischergmenun wie folgt schreiben:

1 - 1
T = MX2+Za'16.
2 *3
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Der zweite Term beschreibt die Rotationsenergie. Die ges&metische Energie a3t sich also
als die Summe der kinetischen Energie der Schwerpunktgheweund der Rotationsenergie
schreiben.

Aus der Definition des Tragheitstensor ist unmittelbarotich, dafd der Tensor symmetrische
ist:

Nun besagt ein Satz aus der linearen Algebra, dal3 eine syeflimetrische Matrix immer durch
eine orthogonale Matrix auf Diagonalform gebracht werdanrk d.h. man finded € SQ(3,R)
so dald

M O O
O'.1.0 = 0 A\ O
0 0 A

Die Eigenwerte\1, A2 undA3 werden auch alblaupttragheitsmomentebezeichnet. Die Rota-
tionsmatrix beschreibt nichts anderes als eine Rotatigrka®rdinatensystems zum Zeitpunkt
t = 0. Wahlt man nun das Koordinatensystem so, dal3 der Traggrests Diagonalgestalt hat, so
sind die Haupttragheitsmomente gegeben durch

2 2 2 2 2 2
M= znk(ag” + e ) Ao = Zw(&ék) e ) As = zmk<é§"> + & )
k=1 k=1 k=1

Dies zeigt, dal3 die Haupttragheitsmomente immer gro3exigiull.

Bemerkung: Die obigen drei Formeln gelten nur in dem Koaatinsystem, in dem der Trag-

heitstensor diagonal ist. Man findet dieses Koordinatdeaygund die Haupttragheitsmomente)
durch Aufstellen des Tragheitstensors in einem beliebigmrdinatensystem und der anschlies-
senden Diagonalisierung.

Bezuglich der Haupttragheitsmomente kann man nun dietidigie drei Falle unterscheiden:

¢ Alle Eigenwerte sind paarweise verschieden. Man sprigrtduich von eineransymme-
trischen Kreisel.

e Zwei Eigenwerte sind gleich, wahrend der dritte Eigenweetvon verschieden ist. In
diesem Fall spricht man von einesgmmetrischen Kreisel

e Alle drei Eigenwerte sind gleich. Dieser Fall wird auch Klggelkreisel bezeichnet.
Bemerkung: Es wird nur gefordert, daf = A» = A3 gilt. Hieraus folgt im allgemeinen
nicht, daf3 der starre Korper Kugelgestalt hat.
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Betrachten wir nun den Gesamtdrehimpuls des starren Ksirgsrist
- n . n _ = o, .o
[ — i;mx % = i;m (x+R-a<'>> X (x+R-a<'>>
5 _ C oy o - o .o
— MX x x+i;m [x x (R- E(')) n (R-E(')> X+ (R- a<'>) X (R- a<'>>}
S o5 A4 =0 .o
— MX ><X+i;m (R-E(')) X (R-E(')> .
Die mittleren Terme verschwinden wieder wegen

n — .

Betrachten wir nun eine Relation der Foe: a x b und transformieren wir diese Relation mit
einer MatrixR" € SQ(3,R), so lautet die transformierte Relati®hc = (R" &) x (RTb). Auflésen
nachc liefert die ldentitat

axb = R |(R"-a)x (R"-b)|.

Somit erhalten wir

S (RE)« (RE) = 3 me (€ RE) < (¥R E0)
Aufgrund der Identitat

ergibt sich

im (REW) x (REV) - imR. (8070

Somit erhalten wir fir den Gesamtdrehimpuls

ot
/N
ol
1
E
N—
Il
Py
el

[ = MXxX4R-1-&.

Der Gesamtdrehimpuls setzt sich also zusammen aus einemdi&éimpuls, der durch die
Schwerpunktsbewegung gegeben ist und einem Rotationsgrels, der durch den zweiten
Term beschrieben wird.
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Wir bezeichnen miK; die (auRere) Kraft, die auf dérten Massenpunkt wirkt. Somit ist das
gesamte Drehmoment, welches auf den starren Korper wegelgen durch

T ixxxi:i(xm.gw)xﬁi:xx<iﬁi>+i(a§<i>)xxi

Der letzte Term laRR sich noch etwas umformen:

é(re.gm) <R, = é(Fg.g(i)) (RATR) =R

Somit lautet das Drehmoment also

ézm < (R Ri)] |

Mo >*<><<é+zi>+R. é‘émx(wm)].

Wir wollen nun die Bewegungsgleichungen des starren K8rpetrachten. Wir nehmen an, dafi3
auf die Massenpunkte nur konservative Krafte wirken. Diéft&r kdnnen somit durch ein Po-

tential beschrieben werden. Da per Definition der Koérpear s&in soll, &ndern sich die relativen

Abstande zwischen den Massenpunkten nicht. Daher liefedei Potentialfunktion Terme der

Form

V(% =)

nur konstante Beitrdge und kénnen daher ignoriert werden. Ware der K&lp&rmierbar, so
wurden diese Terme innere Krafte beschreiben. Es genlugt,dath fir das Potential auf aul3ere
Kréafte zu beschréanken.

Als verallgemeinerte Koordinaten des starren Korpers grallir die drei Schwerpunktskoor-
dinatenXy, X und Xs, sowie die drei Euler-Winkedr, § undy, welche die Orientierung des

starren Korpers im Raum beschreiben. Die verallgemeinéseschwindigkeiten sind danfy
a, B undy. Die Lagrange-Funktion des starren Kérpers lautet

1 2 1 _
L — T—V:EMXZ—i—ECoTI(T)—V(X,a,B,y)

Wir missen allerdings noch die Winkelgeschwindigketesurch unsere verallgemeinerten Ko-
ordinaten und Geschwindigkeiten ausdriicken. Nun hattealierdings die Gré3ea,, wp, und
w3 definiert durch

0 —wg oy _
w 0 —w = R'.R
-0 W 0

Die RotationsmatriR war gegeben durch
R = Az(a) Bx(B)-Cz(y),
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wobei die einzelnen Drehmatrizen wie folgt definert wurden:

cosa sina O 1 0 0 cosy siny 0
Az(a)=| —sina cosa O |.,By(B)=| O cof3 sinB |,C;(y)=| —siny cosy O
0 0O 1 0 —sinB cosB 0 0 1

Setzt man nun ein, so findet man

W = —dsinBsiny+BsinBcosy—ycosB,
Wy = -—acosy—Bsiny,
w = -y

Die Winkelgeschwindigkeitean, wy undws hangen also von den verallgemeinerten Geschwin-
digkeitena, B undy ab, aber auch von den verallgemeinerten Koordinatghundy.

Man findet nun als Bewegungsgleichungen sechs Differgi@hungen zweiter Ordnung. Die
ersten drei beschreiben die Schwerpunktsbewegung:

. oV (X,a,B,y)
MX -
Xi %
Fur die verbleibenden drei Gleichungen findet man
9<§wﬂ%> = —i—z wil; ¢ € {a,B,y}
dt £ 1] aq) e ij aq) s M .

Diese drei Gleichungen lassen sich auf zwei verschiedeten/sleganter schreiben. Die erste
Version ist bereits aus der Experimentalphysik bekanntsetizt die anderung des Drehimpulses
in Beziehung zum Drehmoment:

d—» —
—L = M.
dt

Eine zweite Form geht auf Euler zurtick und lautet

I-('To-l—(To ZE (RT-IZi>.

Diese Gleichung wird alguler-Gleichung bezeichnet.

Die Herleitung dieser beiden Formen der Bewegungsgleghus der Euler-Lagrange-Gleichung
ist etwas langwierig. Allerdings kann die Euler-Gleichueggtiv leicht aus der Gleichung flr
den Drehimpuls hergeleitet werden: Setzen wir in

d- -
—L = M
dt
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die Ausdriicke fUt undM ein, so erhalt man

% Mf(xi(+R-|-G>] = Xx(iiKi>+R- éi(”x(RT-Ki)].

Nun ist die Anderung des Bahndrehimpulses gleich dem efgen auf der rechten Seite, daher
gilt

%(R-Iﬂ)) - R [.n £ (RT.Ri)] :
bzw.
A Ria) = nE@x(RT-Ki).
Die linke Seite laldt sich wie folgt vereinfachen
RT~%(R-I~G)) - RT~<R~I-C)+R-I~G)>:I-G)+RT~R~I~G).:I-G)+G)><(I~G)).

Somit erhalten wir die Eulersche Gleichung.

Als ein Beispiel betrachten wir einen starren Korper, auf Beine aul3eren Krafte einwirken.
Durch eine geschickte Wahl des Koordinatensystem kénneervgichen, dafd der Tragheitsten-

sor Diagonalgestalt hat:
A 000
= 0O A O .
0 0 A3

l-@+0x(1-0) = 0

Die Euler-Gleichung

vereinfacht sich zu den Gleichungen

Aoy = (A2—A3) wpwyg,
Aoy = (A3—A1) g,
A3z = (A1—A2) 0.

Fur einen symmetrischen Kreisel gilf = A und somit
0:)3 - 07
und daher

wz(t) = const

101



Das System reduziert sich daher auf

g w1 B 0 1 w1 (,00—)\1_)\3(03
at\w ) = -1 0 w )’ M ’

Als Ldsung findet man

wy(t) = wy cos(wot +o),  wr(t) =, Sin(wot + o) .

w, und ¢y werden durch die Anfangsbedingungen bestimmt. Die Wirdsdgwindigkeit des
kraftefreien symmetrischen Kreisels rotiert also mg um die Achse des Haupttragheitsmo-
mentshs.

Die Behandlung des starren Kdrpers, den wir bisher durcé endliche Anzahl starr mitein-
ander verbundener Massepunkte beschrieben haben, |aBusiblohne groRere Probleme auf
eine kontinuierliche Massenverteilung verallgemein€&iir.die Gesamtmasse hat man in diesem
Fall

M = /d3><p(>‘<),

wobeip(X) die Massendichte ist. Der Schwerpunkt ist gegeben durch

X = %/dsxp(i)i.

Fur den Tragheitstensor findet man
lij = /d?’ﬁ P (X(0)) <§26ij —EiEj),
wobei die Notatiorf = (0) — X (0) verwendet wurde.

4.2 Kleine Schwingungen

Wir haben bei der Diskussion des starren Korpers angenonuha@ndie relativen Abstande der
einzelnen Massenpunkte zueinander konstant sind. DiesabAne hat die Anzahl der Freiheits-
grade fir ein System mit > 3 Massenpunkte auf sechs Freiheitsgrade reduziert. Ankcha
entsprechen diese sechs Freiheitsgrade der Schwerpewkigbng und der Rotation des starren
Korpers.

Eine realistischere Beschreibung wiirde dagegen nicht dreeAme machen, dal? die relativen
Absténde der einzelnen Massenpunkte zueinander konstdpsendern durch die etwas schwa-
chere Annahme ersetzen, daR die Anderungen der relativstaide klein sind gegeniiber den
Anderungen der oben erwahnten sechs verallgemeinertemlitaten. Wir wollen weiter anneh-
men, daR die Anderung der relativen Abstande um eine Glewithtslage herum stattfindet.
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Auch in diesem Fall kdnnen wir die makroskopischen Eigeatieh der Schwerpunktsbewe-
gung und der Rotation wie beim starren Korper beschreib@amu-kommen nun noch kleine
Schwingungen der relativen Abstande. Diese wollen wir retrdzhten. Da wir die Bewegungs-
gleichungen fur die Schwerpunkts- und Rotationsfreilgestde schon behandelt haben, konzen-
trieren wir uns nur auf die Schwingungsfreiheitsgrade.

Wir wollen ein konservatives System mifreiheitsgraden betrachten. Da das System konserva-
tiv ist, wird die potentielle Energie durch ein Potential

V(@)

beschrieben. Wir wollen weiter annehmen, dal3 dieses Ralteimt Minimum an der Stell§ = do
besitzt. Mathematisch ausgedrtckt fordern wir

a_v = und '
G |, 0094 |4,
Die kinetische Energie des Systems laf3t sich allgemein als

1000 .
T = éi;j;cij () Gig;

schreiben, wobeti; (d) = C;i(d) gilt.
Die Gleichgewichtslage ist durch

ist positiv definit

dt)=do, q(t)=0

gegeben. Wir wollen nun kleine Auslenkungen von der Gletglhightslage betrachten. Zu die-
sem Zweck setzen wir

ni(t) =a(t)—a(0), ni(t)=a(t)

und entwickeln die kinetische Energie und die potentieliergie in den kleinen GroRepund
A bis zur quadratischen Ordnung. Wir haben

1 n n . .
T =3 ZCij(qo)rlifljJFO(””Z)’
i=1j=1
LU, \V 3
(Go) 22\]; 36,00, qon.m (n°)

In der Entwicklung der Potentialfunktion verschwindet derm linear infj wegen der Voraus-
setzung, daf3 an der Stelie= Jo ein Minimum vorliegt. Den konstanten TerW(dp) in der
Entwicklung der Potentialfunktion kdnnen wir in der weérrBetrachtung ignorieren. Setzen
wir

ov

Tj =Cij(do), Vij= 3q99;

do
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so kénnen wir das System durch die Lagrange-Funktion
1 n n l n n
L = 5 Tijninj — 5 Vijnin;
2 ig\ jZl ZiZl jZl

beschreiben. Wir bemerken, da&fz undVjj nicht von den Variablen undn abhangenTjj und

Vij definieren jeweils reelle symmetriscfrex n)-Matrizen. Aufgrund eines Satzes aus der linea-
ren Algebra folgt daher, daf sie jeweils reelle Eigenweatsein. Wir wissen dartber hinaus, daf3
Vij positiv definit ist. ¥j; ist Hessesche Matrix am Punkte des Minimums.) Daher siedEad
genwerte vorv;; positiv. Wir fordern nun weiter, dal® auch die Matflix positiv definit ist. Dies

ist eine vernlnftige Annahme. W&rg nicht positiv definit, so kdnnten wir eine Geschwindig-
keitskomponente immer weiter erhGhen, ohne dal3 die kotetiEnergie zunimmt. I positiv
definit, so hat auchj; nur positive Eigenwerte. Sind alle Eigenwerte positiv, algtfsofort daid
die Determinante ungleich Null ist und die Matrix daher iriexbar ist.

Fassen wir kurz zusammef; undVj; sind reelle symmetrische Matrizen, die positiv definit
sind. Insbesondere sind sie invertierbar.

Aus der Lagrange-Funktion folgen nun die Euler-LagrandgigBungen:
n . n

D Tifij+ ) Vinj = 0.

=1 =1
Wir kénnen diese Gleichungen auch in Matrizenschreibwaiggben:

T-i+V-i{j=0.
Dies ist ein System von linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit &tanten Ko-
effizienten. Dar invertierbar ist, kann diese Gleichung auch wie folgt gestien werden:
A+Af = 0, A=T 1LV

Allerdings verliert man hier die Eigenschaft, dal3 man mmsyetrischen Matrizen arbeitet. Sind
B undC symmetrische und invertierbare MatrizéB' (= B undC'" = C), so kann zwar zeigen,
daf3 auch die Inversen wieder symmetrisch sind, allerdstg$ais Produkt im allgemeinen nicht
symmetrisch:

(B-C)" = c".B"=CB.
Wir sehen also, dal’ das Produkt nur dann symmetrisch istBfaindC kommutieren.
Daher wahlt man zur Losung der Bewegungsgleichungen igliatise einen Weg, der immer

im Bereich der symmetrischen Matrizen bleibt. Wir gehenzuen drei Schritten vor: Ausge-
hend von der Lagrange-Funktion



diagonalsieren wir im ersten Schritt die Matiix DaT symmetrisch ist, ist die Transformati-
onsmatrixO; orthogonal. Wir haben also

OI T 'Ol - d|ag(l-lla,l-ln> :

Setzen wir

so lautet unsere Lagrange-Funktion nun

. 5, 1, -
L = SA7-(01 T -01) ' —5A"- (O] -V-Ou) - "

1
2
Im zweiten Schritt reskalieren wir nun alle Variablen miindé/urzeln der im ersten Schritt
bestimmten Eigenwerte:

i = S, S=diag(yi ., /)

Wir haben nun

L — %ﬁ//T.(gl_o-{.-r_ol.gl)_ﬁ//_%ﬁ//-r_(gl.o-{.V.ol_gl).ﬁ//.
Nun ist allerdings
1 1 1 1
stol. 10,8t = dia (—,...,—)-dia oo Hn) - dia (——) =1,
1 1 N\ m ™ Um 9(My, ..., Hn) - diag T

und somit vereinfacht sich die Lagrange-Funktion zu

ﬁ//T ) 'ﬁ// _ %ﬁ//T ) (gl_OI 2V _Ol_s—l) i

1
L = =
2

Die Matrix
v = st.o]l.v.0o;-st

ist wieder symmetrisch und kann nun im dritten Schritt dugtte orthogonale Transformation
O, diagonalisiert werden:

0] -V"-0p = diag(w?,...,0f).

DaV als positiv definit vorausgesetzt war, sind auch hier algeeBwerte positiv. Wir haben sie
daher als Quadrate reeller Zahkengeschrieben. Wir setzen nun

—

E - O-ZI- 'ﬁ”7
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und erhalten die Lagrange-Funktion
i R 2
L = &858 diag(ef.....w) - &.
Die Euler-Lagrange-Gleichungen dieser Lagrange-FunKk&aten
§+wf = 0, 1<i<n

Dies sindn Gleichungen vom Typ eines harmonischen Oszillators. & sicht gekoppelt. Die
Ldsungen sind daher

&Gi(t) = & (0)sin(wit+¢i),

wobei§;(0) und¢; durch die Anfangsbedingungen zu bestimmen sind. Die Koatdng; wer-
den auch al®Normalkoordinaten bezeichnet. Die Kreisfrequenzes bezeichnet man al&i-
genfrequenzen

Wir fassen zusammen: Kleine Auslenkungen von der Gleicideslage fihren zu Schwingun-
gen um die Gleichgewichtslage. Durch eine geeignete Wailm derallgemeinerten Koordinaten
kénnen wir erreichen, dal3 das System durehtkoppelte Schwingungen beschrieben wird. Man
spricht von Eigenschwingungen, die zugehdrigen Kreisfeegen werden als Eigenfrequenzen
bezeichnet.
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