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2 Differential- und Integralrechnung in mehreren Dimensio-
nen

Im letzten Semester haben wir uns eingehend mit der Differential- und Integralrechnung von
Funktionen einer Variablen beschäftigt. Hierbei war der Defintions- und Wertebereich jeweils
eine Teilmenge vonR. Wir wollen dies nun verallgemeinern, indem wirR durchRn ersetzen.

Wir unterscheiden drei Situationen:

• Ist der Definitionsbereich weiterhin eine Teilmenge vonR, aber der Wertebereich eine
Teilmenge vonRn, so spricht man von einerKurve .

• Ist hingegen der Definitionsbereich eine Teilmenge vonRn, der Wertebereich aber weiter-
hin eine Teilmenge vonR, so spricht man von einerFunktion in mehreren Variablen .

• Im allgemeinsten Fall ist der Definitionsbereich eine Teilmengen vonRn und der Werte-
bereich eine Teilmenge vonRm. In diesem Fall spricht man von einemVektorfeld .

2.1 Topologische Grundbegriffe

Um Begriffe wie Stetigkeit und Differenzierbarkeit auf denallgemeinen Fall übertragen zu kön-
nen, benötigen wir einige Grundbegriffe.

Wir beginnen mit dem Begriff einerMetrik : Sei X eine Menge. Eine Metrik aufX ist eine
Abbildung

d : X×X → R,

(x,y) → d(x,y)

mit den folgenden Eigenschaften:

d(x,y) = 0⇔ x = y,

d(x,y) = d(y,x),

d(x,y) ≤ d(x,y)+d(y,z), Dreiecksungleichung

Man spricht von einemmetrischen Raum, falls die MengeX eine Metrik besitzt. Die Größe
d(x,y) bezeichnet als den Abstand der Punktex undy.
Bemerkung: Aus den oben aufgeführten Eigenschaften folgt,daß

d(x,y) ≥ 0

für allex,y∈ X gilt. Dies zeigt man wie folgt:

0 = d(x,x) ≤ d(x,y)+d(y,x) = 2d(x,y).
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Wir interessieren uns insbesondere für den Fall, daß die MengeX ein Vektorraum ist. SeiV nun
also ein reeller Vektorraum. Wir definieren nun den Begriff einer Norm auf dem VektorraumV.
Wir werden sehen, daß dieser Begriff eng mit dem Begriff der Metrik verknüpft ist. Unter einer
Norm aufV versteht man eine Abbildung

|| || : V → R,

~x→ ||~x||,

mit den folgenden Eigenschaften:

||~x|| = 0⇔~x =~0,

||λ~x|| = |λ| · ||~x||, λ ∈ R,

||~x+~y|| ≤ ||~x||+ ||~y||.

Satz: SeiV ein reeller Vektorraum mit einer Norm. Dann wird durch

d(~x,~y) = ||~x−~y||

eine Metrik aufV definiert. Ein reeller Vektorraum mit einer Norm ist also automatisch ein me-
trischer Vektorraum.

Beispiele: Eine Norm auf demRn ist gegeben durch

||~x|| =
√

~x ·~x =
√

x2
1 +x2

2 + ...+x2
n.

Man nennt diese Norm die euklidische Norm (oder auch Zwei-Norm). Weitere Beispiele für
Normen auf demRn sind die Maximum-Norm oder allgemeiner diep-Normen. Die Maximum-
Norm ist definiert durch

||~x||∞ = max(|x1| , |x2| , ..., |xn|) .

Sei p≥ 1. Die p-Norm ist definiert durch

||~x||p = (|x1|p+ |x2|p+ ...+ |xn|p)
1
p .

Die euklidische Norm ergibt sich fürp = 2. Man kann weiter zeigen, daß man die Maximum-
Norm aus denp-Normen durch den Grenzfallp→ ∞ erhält.

Wir werden oft von eineroffener Mengesprechen. Dieser Begriff wird durch eine Topologie
auf einem Raum definiert. Eintopologischer Raumist eine MengeM zusammen mit einer Fa-
milie T von Untermengen vonM, so daß die folgenden Eigenschaften erfüllt sind:

1. /0 ∈ T , M ∈ T

2. U1,U2 ∈ T ⇒U1∩U2 ∈ T
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3. Für jede IndexmengeA gilt Uα ∈ T ;α ∈ A⇒ S

α∈A
Uα ∈ T

T bezeichnet man als Topologie aufM, die MengenU ∈ T nennt man offene Mengen. Man
bezeichnet eine TeilmengeU als abgeschlossen, falls das KomplementM\U offen ist. Die Ei-
genschaft 2 impliziert daß der Durchschnitt endliche vieler offener Mengen wieder offen ist, die
Eigenschaft 3 bedeutet, daß die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen (auch unendlich vie-
ler) wieder offen ist.

Einen topologischen Raum bezeichnet man alsHausdorff-Raum, falls es zu jedem Paar ver-
schiedener Punktep1, p2∈M offene MengenU1,U2∈ T gibt, so daß die folgenden Bedingungen
erfüllt sind:

p1 ∈U1, p2 ∈U2, U1∩U2 = /0.

Wir wollen den Begriff einer Topologie für einen metrischenRaum etwas genauer betrachten.
SeiX ein metrischer Raum mit der Metrikd. Wir definieren die offene Kugel mit Mittelpunktx0

und Radiusr durch

B(x0, r) = {x∈ X,d(x,x0) < r}

Wir bezeichnen eine TeilmengeU ⊂ X alsUmgebungdes Punktesx0 ∈ X, falls einε > 0 exi-
stiert, so daß

B(x0,ε) ∈ U.

Wir bezeichnen eine TeilmengeU ⊂ X alsoffen, falls für allex∈U einε > 0 existiert, so daß

B(x,ε) ∈ U.

Die so definierten offenen Mengen definieren eine Topologie und wir erhalten den folgenden
Satz: Ein metrischer Raum ist ein topologischer Raum. Somithaben wir die Implikationen:

normierter Raum⇒ metrischer Raum⇒ topologischer Raum.

Wir haben darüberhinaus die zusätzliche Eigenschaft, daß ein metrischer Raum ein Haussdorff-
Raum ist. Dies beweist man wie folgt: Seienx,y ∈ X zwei Punkte mitx 6= y. Wir setzenε =
d(x,y)/2 und definieren

U = B(x,ε), V = B(y,ε).

Diese beiden Umgebungen sind disjunkt. Angenommen, dies wäre nicht der Fall. Dann gäbe es
ein z∈U ∩V und es gälte

2ε = d(x,y) ≤ d(x,z)+d(z,y) < ε+ ε,

also 2ε < 2ε, was zum Widerspruch führt.
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Wir definieren noch den Begriff eines Randpunktes: SeiX ein metrischer Raum undY eine
Teilmenge vonX. Ein Punktx ∈ X heißtRandpunkt von Y, wenn in jeder Umgebung vonx
sowohl ein Punkt vonY als auch ein PunktX\Y liegt. Die Menge aller Randpunkte vonY wird
mit ∂Y bezeichnet.

Wir haben die folgenden Eigenschaften:

• Die MengeY\∂Y ist offen.

• Die MengeY∪∂Y ist abgeschlossen.

• Der Rand∂Y is abgeschlossen.

SeiX ein metrischer Raum undA⊂ X eine Teilmenge. Man nenntA beschränkt, falls

sup{d(x,y) : x,y∈ A} < ∞.

Sei A eine Teilmenge desRn. Wir bezeichnenA als kompakt, falls A abgeschlossen und be-
schränkt ist.

2.2 Konvergenz in metrischen Räumen

In diesem Abschnitt betrachten wir metrische Räume. Wir verallgemeinern nun die Konvergenz-
kriterien, die wir von Folgen reeller Zahlen kennen, auf Folgen von Punkten in metrischen Räu-
men. Im wesentlichen werden wir dabei den Betrag durch den Abstand (welcher durch die Metrik
definiert ist) ersetzen.

Sei X ein metrischer Raum und(xn) eine Folge von Punkten ausX. Die Folge(xn) nennt man
konvergent gegen den Punktx∈ X, in Symbolen

lim
n→∞

xn = x,

falls zu jeder UmgebungU von x ein N ∈ N existiert, so daß

xk ∈U ∀k≥ N.

Alternativ läß sich dies wie folgt formulieren: Zu jedemε > 0 exisiert einN ∈ N, so daß

d(xk,x) < ε ∀k≥ N.

Wir bezeichnen eine Folge alsCauchy-Folge, falls zu jedemε > 0 einN ∈ N existiert, so daß

d(xk,xm) < ε ∀k,m≥ N.

Es ist leicht zu zeigen, daß jede konvergente Folge auch eineCauchy-Folge ist. Interessanter ist
allerdings die Frage, ob jede Cauchy-Folge auch eine konvergente Folge. Räume in der diese
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Umkehrung gilt, bezeichnen wir alsvollständige Räume. Einen Raum bezeichnet man daher als
vollständig, falls in ihm jede Cauchy-Folge konvergiert.

Für denRn läßt sich zeigen, daß in ihm jede Cauchy-Folge konvergiert,der Rn ist also voll-
ständig.

Allgemein bezeichnet man einen vollständigen und normierten Vektorraum alsBanachraum.

2.3 Stetigkeit

SeienX undY metrische Räume und

f : X →Y

eine Abbildung.f heißtstetig im Punktex0 ∈ X, falls

lim
x→x0

f (x) = f (x0),

d.h. wenn für jede Folge(x j) von Punkten ausX mit lim x j = x0 gilt

lim
j→∞

f (x j) = f (x0).

Alternativ kann man die Stetigkeit auch über dasε-δ-Kriterium definieren:f ist genau dann im
Punktex0 stetig, falls es zu jedemε > 0 einδ > 0 existiert, so daß

d̃( f (x), f (x0)) < ε ∀x∈ X mit d(x,x0) < δ.

Hierbei bezeichnetd die Metrik aufX und d̃ die Metrik aufY.

Die Abbildung f nennt man stetig aufX, falls f in jedem Punktx∈ X stetig ist.

Wir behandeln noch die gleichmäßige Konvergenz von Funktionenfolgen: SeienX undY me-
trische Räume, sowie

fn : X →Y, n∈ N

und

f : X →Y

Abbildungen. Man sagt, die Folge( fn) konvergiert gleichmäßiggegenf , falls es zu jedemε > 0
ein N ∈ N existiert, so daß

d( fk(x), f (x)) < ε ∀x∈ X und ∀k≥ N.

Der Punkt hierbei ist, daßN von x unabhängig ist.

Satz: SeienX undY metrische Räume undfn : X →Y eine Folge stetiger Funktionen, die gleich-
mäßig gegen die Funktionf : X →Y konvergiert. Dann ist auchf stetig.
Bemerkung: Es genügt nicht, nur die punktweise Konvergenz zu fordern.
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2.4 Kurven

Sei I ⊂ R ein Intervall. Unter einer Kurve imRn versteht man eine stetige Abbildung

~f : I → Rn.

Wir bezeichnen mitfk die Funktion

fk : I → R,

die diek-te Komponente vonf beschreibt. Es ist also

~f (t) =





f1(t)
f2(t)
...

fn(t)



 .

Eine Kurve~f (t) ist differenzierbar, falls alle Funktionenfk(t) für 1≤ k≤ n differenzierbar sind.

Beispiel 1: Sei~x0 ∈ Rn und~v∈ Rn\{~0}. Die Abbildung

~f : t →~vt+~x0

beschreibt eine Gerade imRn durch den Punkt~x0 und mit dem Richtungsvektor~v.

Beispiel 2: Seir > 0 undc 6= 0. Die Abbildung

~f : R → R3,

~f (t) =




r cost
r sint

ct





beschreibt eine Schraubenlinie imR3.

Bemerkung: In der Physik betrachtet man oft die Variablet ∈ R als Zeit und~f (t) ∈ Rn als Ort
eines Teilchens. Die Kurve~f (t) beschreibt dann die Bahn einese Teilchens.

Sei~f : I → Rn eine differenzierbare Kurve. Man bezeichnet die Größe

~f ′(t) =





f ′1(t)
f ′2(t)
...

f ′n(t)



 ∈ Rn

als Tangentialvektor an die Kurve zum Parameterwertt.
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Bemerkung: Betrachtet mant als die Zeit und~f (t) als den Ort eines Teilchens, so entspricht
~f ′(t) der Geschwindigkeit.

Wir betrachten nun die Bogenlänge einer Kurve. Hierzu sei[a,b]⊂R ein Intervall und~f : [a,b]→
Rn eine Kurve. Unterteilt man das Intervall inn Teilintervalle

a = t0 < t1 < ... < tn = b

und verbindet man die Punkte~f (t j−1) und ~f (t j) durch eine Gerade, so erhält man einen Poly-
gonzug. Die Länge dieses Polygonzugs ist

n

∑
j=1

||~f (t j)−~f (t j−1)||.

Die Länge der Kurve wird nun definiert als der Grenzwert dieser Polygonzüge bei immer feineren
Unterteilungen. Man erhält somit für die Länge der Kurve zwischena undb

L =

b
Z

a

||~f ′(t)|| dt.

Beispiel: Seir > 0. Wir betrachten die Kurve

~f : [0,2π] → R2,

~f (t) =

(
r cost
r sint

)
.

Diese Kurve beschreibt eine Kreislinie. Es ist

~f ′(t) =

(
−r sint
r cost

)

und

||~f ′(t)|| =
√

r2sin2 t + r2cos2 t = r.

Somit erhält man für die Kurvenlänge

L =

2π
Z

0

||~f ′(t)|| dt =

2π
Z

0

r dt = 2πr,

was natürlich mit dem Umfang des Kreises übereinstimmt.

Sei~f : I → Rn eine stetig differenzierbare Kurve. Man nennt~f regulär, falls

~f ′(t) 6= ~0
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für alle t ∈ I ist. Gilt dagegen~f ′(t0) =~0, so bezeichnet mant0 alssingulärenPunkt. Ein Beispiel
hierzu ist gegeben durch

~f : R → R2,

~f (t) =

(
t2

t3

)
.

Diese Kurve hat einen singulären Punkt fürt0 = 0.

Wir betrachten nun zwei reguläre Kurven

~f : I1 → Rn, ~g : I2 → Rn,

die sich in einem Punkte schneiden, es gilt also

~f (t1) = ~g(t2)

für ein t1 ∈ I1 und eint2 ∈ I2. Wir definieren denSchnittwinkel θ der beiden Kurven als den
Winkel zwischen den Tangentialvektoren an dem Schnittpunkt. Wir erhalten also

cosθ =
~f ′(t1) ·~g′(t2)

||~f ′(t1)|| ||~g′(t2)||
, 0≤ θ ≤ π.

Zum Schluss betrachten wir noch Parametertransformationen. Sei~f : [a,b]→Rn eine Kurve und
[c,d] ⊂ R ein weiteres Intervall. Sei weiter

ϕ : [c,d] → [a,b]

eine stetige bijektive Abbildung. Dann ist die zusammengesetzte Abbildung

~g = ~f ◦ϕ : [c,d] → Rn,

~g(τ) = ~f (ϕ(τ)),

wieder eine Kurve imRn. Man sagt, daß die Kurve~g aus~f durch die Parametertransformati-
on ϕ hervorgeht. Die Kurvenpunkte imRn von ~f und~g sind dieselben, sie werden aber unter
Umständen verschieden durchlaufen. Es können die folgenden beiden Fälle auftreten:

1. ϕ ist streng monoton wachsend. In diesem Fall werden die Punkte von~f und~g gleich
durchlaufen und man nenntϕ orientierungstreu. Für die Anfangs- und Endpunkte gilt in
diesem Fall

~f (a) =~g(c), ~f (b) =~g(d).

2. ϕ ist streng monoton fallend. In diesem Fall werden die Punktevon~g umgekehrt durchlau-
fen bezüglich~f . Man nenntϕ in diesem Fall orientierungsumkehrend. Für die Anfangs-
und Endpunkte gilt in diesem Fall

~f (a) =~g(d), ~f (b) =~g(c).

Betrachtet man die Variablet als die Zeit, so entspricht eine orientierungsumkehrenden
Parametertransformation einer Zeitumkehr.
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Für den Tangentialvektor der Kurve~g(τ) folgt mit Hilfe der Kettenregel

~g′(τ) = ~f ′(ϕ(τ)) ·ϕ′(τ).

Insbesondere unterscheiden sich die Tangentialvektoren~g′(τ) und~f ′(t), wobeit = ϕ(τ) ist, nur
um den skalaren Faktorϕ′(τ).

Für die Bogenlängen gilt:

b
Z

a

||~f ′(t)|| dt =

d
Z

c

||~g′(τ)|| dτ.

Dies läßt sich leicht mit Hilfe der Substitutionsregel zeigen. Die beiden Kurven haben also die
gleiche Bogenlänge, d.h. die Bogenlänge ist von der Parametrisierung unabhängig.

Wir betrachten ein Beispiel: Die Kurve

~f : [−r, r] → R2,

~f (t) =




t

√
r2− t2





beschreibt einen Halbkreis. Sei nun

ϕ : [0,π] → [−r, r],

ϕ(τ) = r cosτ

eine Parametertransformation. Diese Transformation bildet das Intervall[0,π] bijektiv auf das
Intervall [−r, r] ab. Wir erhalten

~g : [0,π]→ R2,

~g(τ) =

(
r cosτ
r sinτ

)
.

Wir sehen, daß auch diese Kurve einen Halbkreis beschreibt.
Bemerkung: Die Parametertransformationϕ in diesem Beispiel ist orientierungsumkehrend.

2.5 Funktionen in mehreren Variablen

SeiU eine Teilmenge desRn. Wir betrachten nun Funktionen

f : U → R,

(x1, ...,xn) → f (x1, ...,xn) .
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Die Funktion f ist partiell differenzierbar in der i-ten Koordinate, falls der Grenzwert

lim
h→0

f (x1, ...,xi +h, ...,xn)− f (x1, ...,xi, ...,xn)

h

existiert. Man schreibt

∂
∂xi

f (x1, ...,xi, ...,xn) = lim
h→0

f (x1, ...,xi +h, ...,xn)− f (x1, ...,xi, ...,xn)

h
.

Diese Formel zeigt auch, wie man diei-te partielle Ableitung berechnet: Man hält alle anderen
Variablenx1,...,xi−1, xi+1, ...,xn fest und nimmt die gewöhnliche Ableitung nach der Variablenxi .

Wir nennen eine Funktionpartiell differenzierbar , falls sie in allen Variablen partiell diffe-
renzierbar ist. Ebenso nennen wir eine Funktionstetig partiell differenzierbar , falls sie partiell
differenzierbar ist und alle Ableitungen stetig sind.

Beispiel: Wir betrachten die Funktion

f : R3 → R,

(x1,x2,x3) →
√

x2
1 +x2

2 +x2
3.

Es ist

∂
∂x1

f (x1,x2,x3) =
x1√

x2
1 +x2

2 +x2
3

.

Wir können partielle Ableitungen auch hintereinander ausführen und erhalten höhere Ableitun-
gen:

∂
∂xi

∂
∂x j

f (x1, ...,xn) =
∂

∂xi

(
∂

∂x j
f (x1, ...,xn)

)
.

Man beachte, daß diese Schreibweise impliziert, daß zunächst die Ableitung nachx j ausgeführt
wird, und das Zwischenergebniss dann nachxi abgeleitet wird. Wir interessieren uns dafür unter
welchen Voraussetzungen das Endergebniss nicht von der Reihenfolge der Ableitungen abhängt:

Satz: Seif zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt für diepartiellen Ableitungen

∂
∂xi

∂
∂x j

f (x1, ...,xn) =
∂

∂x j

∂
∂xi

f (x1, ...,xn)

Allgemeiner gilt: Ist f k-mal stetig partiell differenzierbar, so vertauschen diek-ten partiellen
Ableitungen:

∂
∂xi1

...
∂

∂xik
f (x1, ...,xn) =

∂
∂xσ(i1)

...
∂

∂xσ(ik)
f (x1, ...,xn) ,
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wobeiσ eine Permutation von(i1, ..., ik) ist.

Sei f : Rn→R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion. Wir sagen, daßf in~x0∈Rn

ein lokales Maximum hat, falls eine UmgebungU ⊂ Rn von~x0 existiert, so daß

f (~x0) ≥ f (~x) ,

für alle~x∈U . Gilt dagegen

f (~x0) ≤ f (~x) ,

für alle~x∈U , so spricht man von einemlokalen Minimum .

Es ist unmittelbar einsichtig, daß eine notwendige Bedingung für das Vorliegen eines lokalen
Minimums oder lokalen Maximums das Verschwinden aller partiellen Ableitungen an der Stelle
~x0 ist:

∂
∂xi

f (~x)

∣∣∣∣
~x=~x0

= 0.

Würde eine partielle Ableitung nicht verschwinden, so gibtes in jeder Umgebung von~x0 einen
Punkt, an demf (~x) < f (~x0) gilt, sowie einen Punkt an demf (~x) > f (~x0) gilt. Ist zum Beispiel
die i-te partielle Ableitung ungleich Null, so betrachtet man hierzu zwei Punkte, die um einen
infinitessimalen positiven bzw. negativen Wert in Richtungdesi-ten Einheitsvektors verschoben
sind.

Um eine hinreichende Bedingung für das Vorliegen eines lokalen Minimums oder Maximums
zu finden betrachten wir die zweiten Ableitungen und definieren dieHessesche Matrix:

Hi j (~x) =
∂2

∂xi∂x j
f (~x) , 1≤ i, j ≤ n.

Da nach Voraussetzungf zweimal stetig differenzierbar ist, vertauschen die partiellen Ableitun-
gen und die Hessesche Matrix ist offensichtliche symmetrisch:

Hi j (~x) = H ji (~x) .

Wir bezeichnen eine symmetrischen×n Matrix A alspositiv definit, falls für alleξ ∈ Rn\{~0}
gilt:

ξTAξ > 0.

Wir bezeichnen sie alsnegativ definit, falls für alleξ ∈ Rn\{~0} gilt:

ξTAξ < 0.
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Wir bezeichnen die MatrixA als indefinit , falls es einξ ∈ Rn und einη ∈ Rn gibt, so daß

ξTAξ > 0, ηTAη < 0.

Man findet auch die Begriffe “positiv semi-definit” und “negativ semi-definit”. Eine symmetri-
schen× n Matrix A nennt manpositiv semi-definit bzw. negativ semi-definit, falls für alle
ξ ∈ Rn gilt:

ξTAξ ≥ 0, bzw. ξTAξ ≤ 0.

Satz: Eine reelle symmetrischen×n Matrix A besitzt eine Orthonormalbasis~e1, ...,~en von Ei-
genvektoren und alle Eigenwerteλ1, ...,λn sind reell.

A~ej = λ j~ej .

Wir betrachten nun den Vektorξ in dieser Basis:

ξ =
n

∑
i=1

ci~ei ,

und erhalten durch Einsetzen:

ξTAξ =

(
n

∑
i=1

ci~e
T
i

)
A

(
n

∑
j=1

c j~ej

)
=

n

∑
i=1

n

∑
j=1

cic j
(
~eT

i A~ej
)

=
n

∑
i=1

n

∑
j=1

cic j
(
~eT

i λ j~ej
)

=
n

∑
j=1

λ jc
2
j .

Somit erhalten wir die folgenden Aussagen: Eine reelle symmetrischen×n Matrix A ist positiv
definit, falls alle Eigenwerte positiv sind.A ist negativ definit, falls alle Eigenwerte negativ sind.
A ist indefinit, falls mindestens ein positiver und mindestens ein negativer Eigenwert existiert.A
ist positiv semi-definit, falls alle Eigenwerte nicht negativ sind. A ist negativ semi-definit, falls
alle Eigenwerte nicht positiv sind.

Um zu entscheiden, ob eine symmetrische Matrix positiv definit ist, ist es nicht notwendig die
Eigenwerte zu bestimmen. Ein Kriterium, daß die Bestimmungder Eigenwerte vermeidet, wurde
von Hurwitz angegeben: Sei

A =




a11 ... a1n

... ...
an1 ... ann





eine reelle symmetrischen×n Matrix. A ist positive definit, falls
∣∣∣∣∣∣

a11 ... a1k

... ...
ak1 ... akk

∣∣∣∣∣∣
> 0
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für allek∈ {1, ...,n} gilt.

Wir kehren zur Betrachtung der lokalen Minima und Maxima einer Funktion zurück. Wir erhal-
ten die folgende Aussage: Seif : Rn → R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion
und~x0 ∈ Rn ein Punkt, so daß

∂
∂x j

f (~x)

∣∣∣∣
~x=~x0

= 0, ∀1≤ j ≤ n.

Ist die Hessesche MatrixHi j (~x0) positiv definit, so besitztf in ~x0 ein lokales Minimum. Ist sie
negativ definit, so besitztf in ~x0 ein lokales Maximum. Ist die Hessesche Matrix indefinit, so
sagt man, daßf in~x0 einenSattelpunkt besitzt.

Beispiel 1: Sei

f (x,y) = x2 +y2.

Im Punkte~x0 = (0,0) verschwinden die partiellen Ableitungen:

∂ f
∂x

∣∣∣∣
~x=(0,0)

= 2x|~x=(0,0) = 0,
∂ f
∂y

∣∣∣∣
~x=(0,0)

= 2y|~x=(0,0) = 0.

Die Hessesche Matrix ist gegeben durch

H(~x) =

(
2 0
0 2

)

Diese Matrix ist positiv definit undf hat an der Stelle~x0 = (0,0) ein Minimum.

Beispiel 2: Sei nun

f (x,y) = x2−y2.

Im Punkte~x0 = (0,0) verschwinden die partiellen Ableitungen:

∂ f
∂x

∣∣∣∣
~x=(0,0)

= 2x|~x=(0,0) = 0,
∂ f
∂y

∣∣∣∣
~x=(0,0)

= −2y|~x=(0,0) = 0.

Die Hessesche Matrix ist gegeben durch

H(~x) =

(
2 0
0 −2

)

Diese Matrix ist indefinit undf hat an der Stelle~x0 = (0,0) einen Sattelpunkt.
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2.6 Vektorfelder

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall einer Abbildung, indem der DefinitionsbereichU eine
offene Teilmenge desRn und der WertebereichW eine Teilmenge desRm ist:

~f : U → Rm,

(x1, ...,xn) → ~f (x1, ...,xn) .

Man bezeichnet~f als ein Vektorfeld. Jedem Punkt(x1, ...,xn) ∈U wird ein Vektor~f ∈ Rm zuge-
ordnet. Schreiben wir~f in Komponenten

~f (x1, ...,xn) =




f1(x1, ...,xn)

...
fm(x1, ...,xn)





so haben wirm Abbildungen

f j : U → R,

(x1, ...,xn) → f j (x1, ...,xn) .

Wir schreiben im folgenden~x = (x1, ...,xn).

Wir betrachten drei Beispiele für Vektorfelder:

~f1 : R2 → R2,

~f1(~x) =

(
1

sinx1

)
,

~f2 : R2 → R2,

~f2(~x) =

(
x1

x2

)
,

~f3 : R2 → R2,

~f3(~x) =

(
−x2

x1

)
.

Diese Vektorfelder sind in Abbildung 1 graphisch dargestellt.

Wir bezeichnen eine Abbildung~f : U → Rm als im Punkte~x0 ∈U total differenzierbar , falls es
eine lineare Abbildung

A : Rn → Rm,

~x → A~x,

gibt, so daß in einer Umgebung von~x0 gilt:

~f
(
~x0 +~ξ

)
= ~f (~x0)+A~ξ+o

(
||~ξ||

)
.
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~f1

x1

x 2

420-2-4

4

2

0

-2

-4

~f2

x1

x 2

420-2-4

4

2

0

-2

-4

~f3

x1

x 2

420-2-4

4

2

0

-2

-4

Abbildung 1: Darstellung der drei Vektorfleder aus dem Beispiel.

Die kleine “o”-Schreibweise bedeutet, daß das Restglied durch eine Funktion~ϕ(~ξ) gegeben ist,
für die gilt

lim
||~ξ||→0

~ϕ(~ξ)

||~ξ||
= 0.

Das Restglied verschwindet also schneller als der lineare Term für ||~ξ|| → 0. Die Bedingung an
die totale Differenzierbarkeit bedeutet also, daß sich dieAbbildung in einer hinreichend kleinen
Umgebung von~x0 durch eine Konstante~f (~x0) und einen linearen TermA~ξ beschreiben läßt.

Neben der totalen Differenzierbarkeit haben wir natürlichnoch die partiellen Ableitungen der
i-ten Komponentefi nach derj-ten Koordinate:

∂ fi
∂x j

= lim
h→0

fi
(
x1, ...,x j +h, ...,xn

)
− fi

(
x1, ...,x j , ...,xn

)

h
.

Diese partiellen Ableitungen definieren einem×n Matrix Ji j

Ji j (~x) =
∂ fi
∂x j

, 1≤ i ≤ m, 1≤ j ≤ n,

die man alsJacobi-Matrix oder Funktional-Matrix bezeichnet. Auch die BezeichnungDiffe-
rential wird verwendet, und man findet die Notation

D~f (~x) = J(~x) .

Für den Zusammenhang zwischen totaler Differenzierbarkeit und partieller Differenzierbarkeit
haben wir die folgenden Sätze:

Satz: SeiU ⊂ Rn eine offene Teilmenge und~f : U → Rm eine Abbildung, die im Punkte~x0 ∈U
total differenzierbar sei, d.h.

~f
(
~x0 +~ξ

)
= ~f (~x0)+A~ξ+o

(
||~ξ||

)
.
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Dann ist~f im Punkte~x0 stetig und alle Komponentenf j :U →R von~f sind im Punkte~x0 partiell
differenzierbar und es gilt

∂ fi
∂x j

(~x0) = Ai j .

Satz: Sei wiederU ⊂ Rn eine offene Teilmenge und~f : U → Rm eine Abbildung. Es sei weiter
vorausgesetzt, daß die Abbildung~f im Punkte~x0 ∈U stetig partiell differenzierbar ist, d.h. alle
partiellen Ableitungen

∂ fi
∂x j

(~x0)

existieren und sind stetig. Dann ist~f in~x0 total differenzierbar.

Wir haben also die folgenden Implikationen:

stetig partiell differenzierbar⇒ total differenzierbar⇒ partiell differenzierbar.

Die Umkehrungen gelten im allgemeinen nicht.

Für die totale Ableitung gilt die Kettenregel: SeienU ⊂ Rn undV ⊂ Rm offene Mengen und

~g : U → Rm, ~f : V → Rk

Abbildungen mit~g(U) ⊂ V. Sei weiter vorausgesetzt, daß die Abbildung~g im Punkte~x0 ∈ U
total differenzierbar sei und daß die Abbildung~f im Punkte~y0 =~g(~x0) total differenzierbar sei.
Dann ist die zusammengesetzte Abbildung

~f ◦~g : U → Rk

im Punkte~x0 total differenzierbar und für ihr Differential gilt

D
(
~f ◦~g

)
(~x0) = D~f (~y0) ·D~g(~x0) .

Betrachten wir hierzu ein Beispiel:

~g : R2 → R2,

~g(~x) =

(
x2

1 +x2
2

1+2x1x2

)
,

~f : R2 → R2,

~f (~y) =

(
y1 +y2

y2
2

)
.
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Die zusammengesetzte Abbildung ist somit

~f ◦~g : R2 → R2,
(
~f ◦~g

)
(~x) =

(
1+x2

1 +2x1x2+x2
2

(1+2x1x2)
2

)
.

Sei weiter

~x0 =

(
1
1

)
, ~y0 =~g(~0) =

(
2
3

)
.

Für die Differentiale findet man

D~g(~x0) =

(
2x1 2x2

2x2 2x1

)

x1=1,x2=1
=

(
2 2
2 2

)
,

D~f (~y0) =

(
1 1
0 2y2

)

y1=2,y2=3
=

(
1 1
0 6

)
.

Somit ist

D~f (~y0) ·D~g(~x0) =

(
1 1
0 6

)
·
(

2 2
2 2

)
=

(
4 4
12 12

)
.

Andererseits erhält man dieses Ergebnis auch aus der direkten Rechnung:

D
(
~f ◦~g

)
(~x0) =

(
2x1+2x2 2x1+2x2

4x2(1+2x1x2) 4x1(1+2x1x2)

)

x1=1,x2=1
=

(
4 4
12 12

)
.

Wir führen im Zusammenhang mit Vektorfeldern noch einige wichtige Begriffe ein: SeiU ⊂ Rn

eine offene Menge undϕ : U → R eine partiell differenzierbare Funktion vonn Variablen. Die
partiellen Ableitungen vonϕ definieren ein Vektorfeld, welches man als denGradienten von ϕ
bezeichnet:

gradϕ : U → Rn,

gradϕ(~x) =





∂ϕ(~x)
∂x1

...
∂ϕ(~x)
∂xn



 .

Der Gradient einer skalaren Funktion ist also ein Vektorfeld, daß in derj-ten Komponente die
j-te partielle Ableitung enthält. Führt man den Nabla-Operator~∇ ein,

~∇ =





∂
∂x1

...
∂

∂xn



 ,
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so läßt sich dieses Vektorfeld auch als

gradϕ = ~∇ϕ

schreiben.
Bemerkung:~∇ ist ein Operator, der auf eine Größe, wie zum Beispiel eine Funktion, die ab-
geleitet werden kann, wirkt. Man sollte diese Größe daher immer mitangeben. Mathematische
Beziehungen, in denen die Größe auf die ein Operator wirkt fehlt, machen nur Sinn, wenn sie für
alle möglichen Größen des Problems (wie zum Beispiel für alle Testfunktionen) gelten.

Beispiel: Wir betrachten die Funktion

ϕ : R3 → R,

ϕ(~x) = x2
1 +x2

2 +x2
3.

Wir erhalten für den Gradienten

gradϕ(~x) = ~∇ϕ(~x) =




2x1

2x2

2x3



 .

Bemerkung: Wir hatten bereits gesehen, daß eine notwendigeBedingung für das Vorliegen eines
lokalen Maximums bzw. eines lokalen Minimums im Punkte~x0 das Verschwinden aller partiellen
Ableitungen in diesem Punkte ist. Das Verschwinden aller partiellen Ableitungen ist gleichbe-
deutend mit der Aussage

~∇ϕ(~x0) = ~0,

d.h. der Gradient verschwindet.

SeiU ⊂ Rn eine offene Menge und~f : U → Rn eine partiell differenzierbares Vektorfeld. Wir
definieren dieDivergenzdieses Vektorfeldes als eine skalare Funktion dern Variablen

div ~f : U → R,

die durch

div ~f (~x) =
n

∑
j=1

∂ f j (~x)

∂x j

gegeben ist. Mit Hilfe des Nabla-Operators schreibt man auch oft

div ~f (~x) = ~∇ · ~f (~x) .

Beispiel: Wir betrachten das Vektorfeld

~f : R3 → R3,

~f (~x) =




x2

1 +x2

3x2−x1

5x3 +7x2



 .
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Wir erhalten für die Divergenz

div ~f (~x) = ~∇ ·~f (~x) = 2x1 +3+5 = 2x1 +8.

Es ist auch interessant die Divergenz der drei Vektorfelderaus Abbildung 1 zu berechnen. Man
findet:

div ~f1(~x) = ~∇ ·~f1(~x) =
∂

∂x1
1+

∂
∂x2

sinx1 = 0,

div ~f2(~x) = ~∇ ·~f2(~x) =
∂

∂x1
x1 +

∂
∂x2

x2 = 2,

div ~f3(~x) = ~∇ ·~f3(~x) =
∂

∂x1
(−x2)+

∂
∂x2

x1 = 0.

Von diesen drei Beispielen hat also nur~f2 eine nicht-verschwindende Divergenz. Die Divergenz
beschreibt die Quellen und Senken eines Vektorfeldes.

Wir betrachten noch die folgende Kombination von Gradient und Divergenz: SeiU ⊂ Rn eine
offene Menge undϕ : U → R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion von n Va-
riablen. Wir wenden erst den Gradienten aufϕ an, und dann die Divergenz auf das resultierende
Vektorfeld. Wir erhalten somit wieder eine skalare Funktion:

∆ϕ : U → R,

∆ϕ(~x) = div gradϕ(~x) =
n

∑
j=1

∂2ϕ(~x)

∂x2
j

.

Mit Hilfe des Nabla-Operators können wir wieder schreiben:

∆ϕ(~x) = ~∇ ·~∇ϕ(~x) .

Wir bezeichnen mit

∆ = ~∇ ·~∇ =
n

∑
j=1

∂2

∂x2
j

denLaplace-Operator.

Wir betrachten noch den Spezialfall eines Vektorfeldes in drei Dimensionen:

~A : R3 → R3.

Hier können wir noch eine weitere Operation einführen, die man alsRotation bezeichnet und
wie folgt definiert ist:

rot~A : R3 → R3,

rot~A(~x) =





∂A3(~x)
∂x2

− ∂A2(~x)
∂x3

∂A1(~x)
∂x3

− ∂A3(~x)
∂x1

∂A2(~x)
∂x1

− ∂A1(~x)
∂x2



 .
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Mit Hilfe des Nabla-Operators und des Kreuzproduktes läßt sich dies auch schreiben als

rot~A(~x) = ~∇×~A(~x) .

Beispiel: Sei

~A : R3 → R3,

~A(~x) =




−x2

x1

0



 .

Dann ist

rot~A(~x) = ~∇×~A(~x) =




0
0
2





Kehren wir nocheinmal zu den Vektorfeldern aus Abbildung 1 zurück. Diese Vektorfelder sind
Abbildungen vonR2 nachR2, daher ist die Operation der Rotation nicht unmittelbar darauf
anwendbar. Wir können aber trotzdem für ein Vektorfeld~f = ( f1, f2) die anti-symmetrische
Ableitung

∂
∂x1

f2−
∂

∂x2
f1

betrachten. Wir finden:

∂
∂x1

f12−
∂

∂x2
f11 =

∂
∂x1

sinx1−
∂

∂x2
1 = cos(x1),

∂
∂x1

f22−
∂

∂x2
f21 =

∂
∂x1

x2−
∂

∂x2
x1 = 0,

∂
∂x1

f32−
∂

∂x2
f31 =

∂
∂x1

x1−
∂

∂x2
(−x2) = 2.

Die Rotation beschreibt die Wirbel eines Vektorfeldes.

Rechenregeln: Seien

~f : Rn → Rn,

~g : Rn → Rn,

Vektorfelder und

ϕ : Rn → R,

ψ : Rn → R,
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Funktionen. Wir betrachten nun einige Rechenregeln des Nabla-Operators. Wir nehmen an, daß
alle Felder und Funktionen zweimal stetig partiell differenzierbar sind. Im Folgenden wollen
wir implizit annehmen, daß in Regeln in denen das Vektorprodukt bzw. die Rotation vorkommt,
n = 3 vorausgesetzt wird. In allen anderen Regeln istn beliebig.

Rotation eines Gradientenfeldes:

rot gradϕ = 0,

~∇×
(
~∇ϕ
)

= 0.

Beweis: Wir betrachten die erste Komponente von rot gradϕ:

∂
∂x2

∂
∂x3

ϕ− ∂
∂x3

∂
∂x2

ϕ = 0.

Gleiches gilt für die anderen Komponenten. Ein Gradientenfeld ist also rotationsfrei.

Divergenz eines Rotationsfeldes:

div rot~f = 0,

~∇ ·
(
~∇×~f

)
= 0.

Beweis:

~∇ ·
(
~∇× ~f

)
=

∂
∂x1

(
∂

∂x2
f3−

∂
∂x3

f2

)
+

∂
∂x2

(
∂

∂x3
f1−

∂
∂x1

f3

)
+

∂
∂x3

(
∂

∂x1
f2−

∂
∂x2

f1

)

= 0.

Ein Rotationsfeld ist also divergenzfrei.

Produktregeln:

div
(

ϕ~f
)

= (gradϕ) · ~f +ϕ div ~f ,

~∇
(

ϕ~f
)

=
(
~∇ϕ
)
·~f +ϕ~∇~f .

Beweis:

~∇
(

ϕ~f
)

=
n

∑
j=1

∂
∂x j

(
ϕ~f
)

=
n

∑
j=1

(
∂

∂x j
ϕ
)

~f +
n

∑
j=1

ϕ
∂

∂x j

~f =
(
~∇ϕ
)
· ~f +ϕ~∇~f .

Analog gilt:

rot
(

ϕ~f
)

= (gradϕ)× ~f +ϕ rot ~f ,

~∇×
(

ϕ~f
)

=
(
~∇ϕ
)
×~f +ϕ ~∇× ~f ,
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sowie

div
(
~f ×~g

)
=

(
rot ~f

)
·~g− ~f · (rot~g) ,

~∇
(
~f ×~g

)
=

(
~∇×~f

)
·~g−~f ·

(
~∇×~g

)
.

Man beachte das für den Laplace-Operator gilt:

∆(ϕψ) = (∆ϕ)ψ+2
(
~∇ϕ
)
·
(
~∇ψ
)

+ϕ∆ψ.

Beweis:

∆(ϕψ) =
n

∑
j=1

∂2

∂x2
j

(ϕψ) =
n

∑
j=1

∂
∂x j

[(
∂

∂x j
ϕ
)

ψ+ϕ
∂

∂x j
ψ
]

=
n

∑
j=1

[(
∂2

∂x2
j

ϕ

)

ψ+2

(
∂

∂x j
ϕ
)

∂
∂x j

ψ+ϕ
∂2

∂x2
j

ψ

]

= (∆ϕ)ψ+2
(
~∇ϕ
)
·
(
~∇ψ
)

+ϕ∆ψ.

Die zweimalige Anwendung einer Rotation läßt sich Vereinfachen zu

rot rot~f = grad
(

div ~f
)
−∆~f ,

~∇×
(
~∇× ~f

)
= ~∇

(
~∇~f
)
−∆~f .

2.7 Integralrechnung in mehreren Variablen

In diesem Abschnitt möchten wir uns mit der Integration in mehreren Variablen beschäftigen.
SeiQ ein achsenparalleler kompakter Quader imRn. Q is gegeben durch

Q = I1× I2× ...× In,

wobei jedesI j = [a j ,b j ] ⊂ R ein beschränktes und abgeschlossenes Intervall ist. Auf diesem
Quader betrachten wir eine stetige Funktion vonn Variablen

f : Q→ R,

(x1, ...,xn) → f (x1, ...,xn) .

Halten wirx2, ...,xn fest und integrieren wir über das IntervallI1, so erhalten wir eine Funktion
von (n−1) Variablen

F1(x2, ...,xn) =

b1
Z

a1

dx1 f (x1, ...,xn) .
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Ist f stetig, so ist auchF1 wieder stetig.

Wir können diesen Prozess nun fortsetzen und definierenF12 als eine Funktion von(n−2) Va-
riablen, die wir durch Integration vonF1 überI2 erhalten:

F12(x3, ...,xn) =

b2
Z

a2

dx2 F1(x2, ...,xn) =

b2
Z

a2

dx2




b1

Z

a1

dx1 f (x1, ...,xn)



 .

Setzen wir dies für alle Variablen fort, so erhalten wir nachder letzten Integration eine reelle
Zahl, die wir als das Integral vonf überQ bezeichnen:

I =

bn
Z

an

dxn ...




b2

Z

a2

dx2




b1

Z

a1

dx1 f (x1, ...,xn)







 .

Wir schreiben oft auch

I =
Z

Q

dx1...dxn f (x1, ...,xn)

oder

I =
Z

Q

dnx f (x1, ...,xn) ,

bzw.

I =
Z

Q

dnx f (~x) .

Bemerkung: Das IntegralI ist unabhängig von der Reihenfolge, in der die Integrationen ausge-
führt werden.

Beispiel: SeiQ = [1,2]× [0,1] und

f : Q→ R,

f (x1,x2) = x2
1 +3x1x2+5x3

2.

Dann ist

I =

2
Z

1

dx1

1
Z

0

dx2
(
x2

1 +3x1x2 +5x3
2

)
=

2
Z

1

dx1

(

x2
1x2 +

3
2

x1x2
2 +

5
4

x4
2

∣∣∣∣
x2=1

x2=0

)

=

2
Z

1

dx1

(
x2

1+
3
2

x1 +
5
4

)
=

1
3

x3
1 +

3
4

x2
1+

5
4

x1

∣∣∣∣
x1=2

x1=1

=
8
3

+3+
5
2
− 1

3
− 3

4
− 5

4
=

35
6
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Wir betrachten nun Funktionenf : Rn → R. Wir definieren denTräger (engl. support) der Funk-
tion f als die abgeschlossene Hülle der Menge aller Punkte, in denen die Funktion von Null
verschieden ist:

supp f = {~x∈ Rn : f (~x) 6= 0}.

Wir bezeichnen mitCc(R
n) die Menge aller stetigen Funktionenf : Rn → R mit kompakten

Träger. Diese Menge ist ein Vektorraum. Aus dieser Definition folgt, daß es zu jedemf ∈ Cc(R
n)

einen achsenparallelen QuaderQ gibt, so daßf außerhalb vonQ verschwindet. Fürf ∈ Cc(R
n)

setzen wir nun
Z

Rn

dnx f (~x) =
Z

Q

dnx f (~x) .

Das Integral hat die folgenden drei Eigenschaften:

1. Linearität : Für f ,g∈ Cc(R
n) undλ ∈ R gilt

Z

Rn

dnx [ f (~x)+g(~x)] =

Z

Rn

dnx f (~x)+

Z

Rn

dnx g(~x) ,

Z

Rn

dnx λ f (~x) = λ
Z

Rn

dnx f (~x) .

2. Monotonie: Gilt f (~x) ≤ g(~x) für alle~x∈ Rn, so folgt
Z

Rn

dnx f (~x) ≤
Z

Rn

dnx g(~x) .

3. Translationsinvarianz: Für alle~x0 ∈ Rn gilt
Z

Rn

dnx f (~x) =

Z

Rn

dnx f (~x−~x0) .

Das Integral ordnet also jeder Funktionf ∈ Cc(R
n) eine reelle Zahl zu und definiert so eine

Abbildung

I : Cc(R
n) → R,

f →
Z

Rn

dnx f (~x) .

Eine Abbildung von einem Funktionenraum in die reellen Zahlen nennt man einFunktional .
Die obigen drei Eigenschaften des Integrals besagen, daß das Integral ein lineares, monotones
und translationinvariantes Funktional auf dem FunktionenraumCc(R

n) ist.
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Eine wichtige Aussage der Integralrechnung lautet, daß diese drei Eigenschaften das Integral
fast vollständig charakterisieren. Es gilt der folgende Satz: SeiJ : Cc(R

n) → R ein lineares, mo-
notones und translationsinvariantes Funktional. Dann gibt es eine Konstantec∈ R+, so daß

J( f ) = c
Z

Rn

dnx f (~x) .

Bemerkung: Ein lineares, monotones und translationsinvariantes FunktionalJ : Cc(R
n) → R

nennt man auch einHaarsches Maßauf demRn. Der obige Satz sagt aus, daß auf demRn

bis auf einen konstanten Faktor genau ein Haarsches Maß gibt.

Wir haben oben das Integral über denRn für stetige Funktionen mit kompakten Träger defi-
niert. Nun gibt es darüberhinaus noch weitere Funktionen, für die das Integral sinnvoll definiert
werden kann.

Wir erinnern uns an die Definition des Integrals in einer Dimension: Wir hatten zunächst die
Menge aller TreppenfunktionenT[a,b] auf einem Intervall[a,b] definiert. Dies sind alle Funk-
tionent, für die es eine Unterteilung

a = x0 < x1 < ... < xn = b

gibt, so daßt auf jedem offenen Intervall]x j−1,x j [ konstant ist. Der Wert auf diesem Intervall sei
mit c j bezeichnet. Das Integral einer Treppenfunktion definiert man als

b
Z

a

t(x) dx =
n

∑
j=1

c j
(
x j −x j−1

)
.

Sei f : [a,b] → R eine beliebige beschränkte Funktion undt ∈ T[a,b]. Man schreibtf ≥ t falls
f (x) ≥ t(x) für allex∈ [a,b] gilt. Für f definiert man das Ober- und Unterintegral wie folgt:

b
Z

a

∗

f (x) dx = inf






b
Z

a

t(x) dx; t ∈ T[a,b], t ≥ f




 ,

b
Z

a ∗

f (x) dx = sup






b
Z

a

t(x) dx; t ∈ T[a,b], t ≤ f




 ,

Ist für eine Funktionf : [a,b]→R das Oberintegral gleich dem Unterintegral, so bezeichnet man
die Funktion als Riemann-integrierbar und setzt

b
Z

a

f (x) dx =

b
Z

a

∗

f (x) dx=

b
Z

a ∗

f (x) dx.
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In einem zweiten Schritt haben wir dann den Integralbegriffauf nicht-kompakte Intervalle er-
weitert. Dies führte zur Definition der uneigentlichen Integrale:

∞
Z

−∞

f (x) dx = lim
a→−∞

lim
b→∞

b
Z

a

f (x) dx.

Wir wollen nun den Integralbegriff imRn auf eine größere Klasse als die stetigen Funktionen mit
kompakten Träger erweitern. Dies wird uns auf die DefinitiondesLebesgue-Integralsführen.

Wir betrachten eine Funktionenfolgefn ∈ Cc(R
n) von stetigen Funktionen mit kompakten

Träger, die monoton wachsend sein soll, d.h.

f1 ≤ f2 ≤ f3 ≤ ...

Bemerkung: Dies ist eine Bedingung, die für jedes~x gelten muss, d.h.

f1(~x) ≤ f2(~x) ≤ f3(~x) ≤ ... für alle ~x∈ Rn.

Für jedes~x konvergiert die Folgefn(~x) entweder gegen eine reelle Zahl oder uneigentlich gegen
plus Unendlich. Wir definieren nun eine Abbildung

f : Rn → R∪{∞} ,

f (~x) = lim
n→∞

fn(~x).

Die Menge der Funktionen, die sich so als Limiten von Funktionenfolgen ausCc(R
n) erhalten

lassen, bezeichnen wir als die MengeH ↑(Rn). Wir definieren das Integral fürf ∈H ↑(Rn) durch
Z

Rn

f (~x) dx = lim
n→∞

Z

Rn

fn(~x) dx ∈ R∪{∞} .

Analog können wir eine monoton fallende Funktionenfolgefn ∈ Cc(R
n) betrachten:

f1 ≥ f2 ≥ f3 ≥ ...

Für jedes~x∈Rn konvergiert diese Folge entweder gegen eine reelle Zahl oder uneigentlich gegen
minus Unendlich. Dies definiert wieder eine Abbildung

f : Rn → R∪{−∞} ,

f (~x) = lim
n→∞

fn(~x).

Die Menge der Funktionen, die sich so als Limiten von Funktionenfolgen ausCc(R
n) erhalten

lassen, bezeichnen wir als die MengeH ↓(Rn). Wir definieren das Integral fürf ∈H ↓(Rn) durch
Z

Rn

f (~x) dx = lim
n→∞

Z

Rn

fn(~x) dx ∈ R∪{−∞} .
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Es läß sich zeigen, daß die Funktionen, die sowohl zuH ↑(Rn) als auch zuH ↓(Rn) gehören,
genau die Funktionen sind, die inCc(R

n) liegen:

Cc(R
n) = H ↑(Rn)∩H ↓(Rn).

Mit Hilfe der Funktionen ausH ↑(Rn) undH ↓(Rn) definieren wir für f : Rn → R∪{±∞} das
Ober- und Unterintegral:

Z

Rn

∗
f (~x) dx = inf






b
Z

a

ϕ(~x) dx; ϕ ∈H ↑(Rn), ϕ ≥ f




 ,

Z

Rn ∗

f (~x) dx = sup






b
Z

a

ϕ(~x) dx; ϕ ∈H ↓(Rn), ϕ ≤ f




 .

Man nennt die Funktionf : Rn → R∪{±∞} Lebesgue-integrierbar, falls

−∞ <

Z

Rn ∗

f (~x) dx =

Z

Rn

∗
f (~x) dx< ∞

gilt. In diesem Fall setzt man
Z

Rn

f (~x) dx =

Z

Rn

∗
f (~x) dx=

Z

Rn ∗

f (~x) dx.

Den Funktionen ausH ↑(Rn) undH ↓(Rn) in der Definition des Lebesgue-Integrals entsprechen
die Treppenfunktionen in der Definition des Riemann-Integrals.

Satz: Jede Riemann-integrierbare Funktionf : Rn → R ist auch Lebesgue-integrierbar.

Satz: Istf : Rn → R Lebesgue-integrierbar, so ist auch die Funktion| f | Lebesgue-integrierbar.

Bemerkung: Der obige Satz, daß jede Riemann-integrierbareFunktion auch Lebesgue-integrierbar
ist, bezieht sich nur auf Riemann-Integral im eigentlichenSinne. Für uneigentliche Integrale ist
diese Aussage im allgemeinen nicht korrekt, wie folgendes Gegenbeispiel zeigt:

f : R → R,

f (x) =
(−1)n

n
, falls n≤ x < n+1, n∈ Z.

Integriert man diese Funktion von Null bis Unendlich, so gilt für das uneigentliche Riemann-
Integral

∞
Z

0

dx f(x) = lim
n→∞

n
Z

0

dx f(x) = lim
n→∞

n

∑
j=1

(−1) j−1

j
= ln2.
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Diese Funktion ist allerdings nicht Lebesgue-integrierbar, denn dann wäre auch die Funktion| f |
Lebesgue-integrierbar. Das Integral über| f | entspricht der harmonischen Reihe, welche diver-
giert.

Die Klasse der Funktionen, die Lebesgue-integrierbar sind, ist größer als die Klasse der (ei-
gentlich) Riemann-integrierbaren Funktionen. Hierzu betrachten wir die Dirichlet-Funktion

f : [0,1] → [0,1],

f (x) =

{
1 x∈ Q,
0 x /∈ Q.

Das Riemann-Integral existiert nicht, da alle Obersummen stets 1 und alle Untersummen stets
0 sind. Andererseits läßt sich zeigen, daß die Menge der rationalen ZahlenQ eine Lebesgue-
Nullmenge in der Menge der reellen ZahlenR ist. Daher existiert das Lebesgue-Integral und hat
den Wert Null.

Hierzu müssen wir noch den Begriff einerLebesgue-Nullmengeerläutern: SeiM eine Teilem-
nge desRn. Wir definieren die charakteristische FunktionχM durch

χM (~x) =

{
1, x∈ M,
0, x /∈ M.

Wir bezeichnen eine Menge als integrierbar, falls ihre charakteristische Funktion Lebesgue-
integrierbar ist. In diesem Fall definieren wir das Volumen (oder Lebesgue-Maß) der Menge
M durch

Vol(M) =

Z

Rn

dnx χM (~x) .

Wir bezeichnen eine Menge als Nullmenge, falls sie Lebesgue-integrierbar ist und das Lebesgue-
Maß Null hat.

Seien zwei Funktionenf : Rn → R und g : Rn → R gegeben. Wir nennen die Funktionenf
undg fast überall gleich, falls die Menge

{x∈ Rn : f (~x) 6= g(~x)}

eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Satz: Seienf : Rn → R und g : Rn → R zwei Funktionen, die fast überall gleich sind. Istf
Lebesgue-integrierbar, so ist auchg Lebesgue-integrierbar und es gilt

Z

Rn

dx f(~x) =

Z

Rn

dx g(~x).
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Fazit: Bei der Berechnung von Integralen kommt es auf Nullmengen nicht an.

Wir wenden uns nun den Rechentechniken für Integrale zu. In der Praxis führt man oft eine
Koordinatentransformation durch. Wir wollen nun hierzu die Transformationsformel für das In-
tegral betrachten.

Wir kennen bereits für die Integration einer Variable die Substitutionsregel: Seiϕ : [a,b]→W1

eine stetig differenzierbare Funktion undf : D2 → R eine stetige Funktion mitW1 ⊂ D2 ⊂ R.
Dann gilt

b
Z

a

f (ϕ(x))ϕ′(x) dx =

ϕ(b)
Z

ϕ(a)

f (x) dx.

Wir verallgemeinern diese Formel nun auf denRn. SeienU undV zwei offene Teilmengen des
Rn und

~ϕ : U →V

eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung, die außerdem noch die Bedingung erfüllt, daß
auch die Umkehrabbildung

(~ϕ)−1 : V →U

stetig differenzierbar ist. Wir bezeichnen mitDϕ die Funktionalmatrix

D~ϕ(~x) =





∂ϕ1
∂x1

... ∂ϕ1
∂xn

... ...
∂ϕn
∂x1

... ∂ϕn
∂xn





Sei nun

f : V → R

eine stetige Funktion. Dann gilt
Z

U

dnx |detD~ϕ(~x)| f (~ϕ(~x)) =
Z

V

dny f (~y) .

Diese Formel bezeichnet man als die Transformationsformelfür Integrale.

Betrachten wir zunächst den Falln = 1. Daϕ invertierbar sein soll, nehmen wir an, daß

ϕ : [a,b] →W1

streng monoton wachsend ist. In diesem Fall istW1 = [ϕ(a),ϕ(b)] und

Dϕ(x) =
∂ϕ(x)

∂x
= ϕ′(x) > 0.
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Somit lautet die Transformationsformel

b
Z

a

dx f (ϕ(x))ϕ′(x) =

ϕ(b)
Z

ϕ(a)

dy f(y).

Dies ist die uns schon bekannte Substitutionsregel. Istϕ streng monoton fallend, so istW1 =
[ϕ(b),ϕ(a)] undϕ′(x) < 0. In diesem Fall hat man

b
Z

a

dx f (ϕ(x))ϕ′(x) = −
ϕ(a)
Z

ϕ(b)

dy f(y) =

ϕ(b)
Z

ϕ(a)

dy f(y).

Als nächstes betrachten wir den Falln = 2. Ein Beispiel ist die Transformation auf die Polarko-
ordinaten. Sei

U = {(r,φ) : r > 0,0 < φ < 2π} ⊂ R2.

Wir betrachten

~ϕ : U → R2,

~ϕ(r,φ) =

(
r cosφ
r sinφ

)

Die Bildmenge von~ϕ ist der R2 bis auf die positivex1-Achse. Dies ist derR2 bis auf eine
Nullmenge. Es ist

D~ϕ =

(
cosφ −r sinφ
sinφ r cosφ

)
.

Die Determinante der Jacobi-Matrix ist somit

detD~ϕ = r
(
cos2 φ+sin2 φ

)
= r.

Sei f : R2 → R eine Funktion. Wir erhalten aus der Transformationsformel

Z

R2

d2x f (x1,x2) =

∞
Z

−∞

dx1

∞
Z

−∞

dx2 f (x1,x2) =

∞
Z

0

dr

2π
Z

0

dφ r f (r cosφ, r sinφ)

Wir betrachten auch die Transformation auf Kugelkoordinaten fürn = 3. Sei hier

U = {(r,θ,φ) : r > 0,0 < θ < π,0 < φ < 2π} ⊂ R3.

Wir betrachten die Koordinatentransformation

~ϕ : U → R3,

~ϕ(r,θ,φ) =




r sinθcosφ
r sinθsinφ
r cosθ



 .
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Die Jacobi-Matrix lautet in diesem Fall

D~ϕ(r,θ,φ) =




sinθcosφ r cosθcosφ −r sinθsinφ
sinθsinφ r cosθsinφ r sinθcosφ

cosθ −r sinθ 0



 .

Für die Determinante dieser Matrix findet man

detD~ϕ(r,θ,φ) = r2sinθ.

Sei nunf : R3 → R eine Funktion. Aus der Transformationsformel folgt

Z

R3

d3x f (x1,x2,x3) =

∞
Z

−∞

dx1

∞
Z

−∞

dx2

∞
Z

−∞

dx3 f (x1,x2,x3)

=

∞
Z

0

dr

π
Z

0

dθ
2π

Z

0

dφ r2sinθ f (r sinθcosφ, r sinθsinφ, r cosθ) .

Wir betrachten nochmal die Transformationsformel
Z

U

dnx |detD~ϕ(~x)| f (~ϕ(~x)) =
Z

V

dny f (~y) .

wobei~ϕ : U →V eine bijektive Abbildung ist und sowohl~ϕ als auch~ϕ−1 stetig partiell differen-
zierbar sind.U undV sind offene Teilmengen desRn. Die Funktionalmatrix ist einen×n-Matrix,
dessen Einträge gegeben sind durch

(D~ϕ)i j =
∂ϕi

∂x j
.

Wir definieren uns nun eine weiteren×n-Matrix g, deren Einträge durch

g j1 j2 =
n

∑
i=1

∂ϕi

∂x j1
· ∂ϕi

∂x j2

gegeben sind. Diese Matrix wird alsMaßtensorbezeichnet. Offensichtlich gilt in Matrixschreib-
weise

g = (D~ϕ)T (D~ϕ) .

Nehmen wir auf beiden Seiten die Determinante, so findet man

detg = (detD~ϕ)2 ,

da die Determinante der transponierten Matrix gleich der Determinante der ursprünglichen Ma-
trix ist. Die rechte Seite ist ein Quadrat und daher nie negativ. Wir können also problemlos die
Wurzel nehmen und erhalten

√
detg = |detD~ϕ| .
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Man bezeichnet|g| = detg alsGramsche Determinante. Somit läßt sich die Transformations-
formel auch schreiben als

Z

U

dnx
√

|g| f (~ϕ(~x)) =

Z

V

dny f (~y) .

Diese Form ist in Hinblick auf Verallgemeinerungen nützlich.

2.8 Integration auf Mannigfaltigkeiten

Die Transformationsformel erlaubt es uns, das Integral über ein n-dimensionales GebietV zu
reparametrisieren und durch ein Integral über ein (einfacheres)n-dimensionales GebietU auszu-
drücken. Hierbei sindU undV Teilmengen desRn.

Wir wollen dies nun verallgemeinern und betrachten nun die Integration überk-dimensionale
GebieteM. Diese Gebiete sollen wieder Teilmengen desRn sein, wobeik≤ n. Wir sagen, daßM
in denRn eingebettet ist.

In der Anwendung wichtig sind vor allem Gebiete, die in den dreidimensionalen RaumR3

eingebettet sind. Fürk = 2 spricht man in diesem Fall von einer Fläche und fürk = 1 spricht man
von einer Kurve. Im allgemeinen sind diese eingebetteten Gebiete keine Geraden oder Ebenen,
sondern beliebig gekrümmte Objekte. Während derR3 ein Vektorraum ist, sind diese einge-
betteten Gebiete im allgemeinen keine Vektorräume mehr. Dies führt uns zu der Defintion von
Mannigfaltigkeiten.

2.8.1 Definition einer Mannigfaltigkeit

Wir betrachten zunächst zwei topologische RäumeM undN sowie eine bijektive Abbildung

ϕ : M → N

zwischen den beiden Räumen. Daf bijektiv sein soll, existiert die Umkehrabbildung

ϕ−1 : N → M.

Man bezeichnetϕ alsHomeomorphismus, falls sowohlϕ als auchϕ−1 stetig sind.

Man bezeichnetϕ als einenC1-Diffeomorphismus, falls sowohlϕ als auchϕ−1 stetig parti-
ell differenzierbar sind. Etwas allgemeiner bezeichnet man ϕ als einenC k-Diffeomorphismus,
falls sowohlϕ als auchϕ−1 k-mal stetig partiell differenzierbar sind. Ist sowohlϕ als auchϕ−1

beliebig oft partiell differenzierbar, so spricht man von einemC∞-Diffeomorphismus. Anstelle
vonC∞-Diffeomorphismus verwendet man auch die Sprechweiseglatter Diffeomorphismus.

Besonders wichtig ist der Fall, in dem einer der beiden Räume, sagen wirN, derRn ist. Man
kann die Abbildungenϕ undϕ−1 benutzen, um Rechnungen im RaumM auf den RaumRn zu-
rückzuführen.
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Eine offene Karte von M ist ein Paar(U,ϕ), wobeiU eine offene Untermenge vonM und ϕ
ein Homeomorphismus vonU auf eine offene Untermenge vonRn ist.

Einedifferenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimensionn ist ein Hausdorff-Raum mit einer Fa-
milie offener Karten(Uα,ϕα)α∈A, so daß

M1:

M =
[

α∈A

Uα.

M2: Für jedes Paarα,β ∈ A ist die Abbildungϕβ ◦ϕ−1
α eine beliebig oft differenzierbare Ab-

bildung vonϕα
(
Uα∩Uβ

)
auf ϕβ

(
Uα∩Uβ

)
.

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit wird auch oft alsC∞-Mannigfaltigkeit oder glatte Man-
nigfaltigkeit bezeichnet. Da wir uns nur mit differenzierbaren Mannigfaltigkeiten beschäftigen
werden, werden wir oft die Bezeichnung “differenzierbar” weglassen und daher einfach und kurz
von Mannigfaltigkeiten sprechen.

Die Familie offener Karten(Uα,ϕα)α∈A bezeichnet man alsAtlas.

Für p∈Uα und

ϕα(p) = (x1(p), ...,xn(p)) ,

bezeichnet man die MengeUα als dieKoordinatenumgebungvon p. Die Zahlenxi(p) bezeich-
net man als dielokalen Koordinaten von p.

Bemerkung:M schaut lokal in jeder Koordinatenumgebung wie derRn aus, doch gilt dies nicht
global.

Beispiele

a) Rn: Der RaumRn ist eine Mannigfaltigkeit.Rn kann mit einer einzigen Karte überdeckt wer-
den.

b) S1: Die Kreislinie

S1 = {~x∈ R2||~x|2 = 1}

ist eine Mannigfaltigkeit. Für einen Atlas benötigt man mindestens zwei Karten. Eine Möglich-
keit besteht in der stereographischen Projektion. Sei die Kreislinie durch die Punkte(x1,x2) im
R2 gegeben, die

x2
1 +x2

2 = 1
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erfüllen. Wir projizieren vom Punkte(0,1) (“Nordpol”) auf diex1-Achse. Hierzu legen wir eine
Gerade durch die Punkte(0,1) und p = (x1,x2) und bestimmen den Schnittpunkt(z1,0) mit der
x1-Achse. Man findet

z1 =
x1

1−x2
.

Dies definiert die Abbildung

ϕ1 : S1\{(0,1)}→ R,

ϕ1(p) = z1.

Die Abbildung ϕ1 bildet jeden Punkt der Kreislinie auf diex1-Achse ab, mit Ausnahme des
Punktes(0,1). Sie überdeckt also nicht die komplette Mannigfaltigkeit.Wir benötigen also eine
zweite Karte, die den Punkt(0,1) enthält. Hierzu können wir die Projektion vom Punkte(0,−1)
(“Südpol”) benutzen. Hier findet man

z′1 =
x1

1+x2
.

Dies definiert nun eine zweite Abbildung

ϕ2 : S1\{(0,−1)}→ R,

ϕ2(p) = z′1

und somit eine zweite Karte. Diese beiden Karten zusammen überdecken die gesamte Kreislinie
und bilden somit einen Atlas der Mannigfaltigkeit. Für die erste Karte ergibt sich die Umkehrab-
bildungϕ−1

1 zu

x1 =
2z1

z2
1+1

, x2 =
z2
1−1

z2
1+1

.

Für die zweite Karte findet man fürϕ−1
2

x1 =
2z′1

z′1
2+1

, x2 = −z′1
2−1

z′1
2+1

.

Wir betrachten noch die Abbildung

ϕ2◦ϕ−1
1 : R → R

z′1 =
x1

1+x2
=

2z1
z2
1+1

1+
z2
1−1

z2
1+1

=
1
z1

.

Diese Abbildung ist auf

R\{0} = ϕ−1
1

(
S1\{(0,1),(0,−1)}

)
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beliebig oft differenzierbar.

c) Sn: Die n-Sphäre, definiert durch

Sn = {~x∈ Rn+1||~x|2 = 1}
d) Pn(R): Der projektive Raum definiert als alle Linien durch den Ursprung imRn+1:

(x0,x1, ...,xn) = λ(x′0,x
′
1, ...,x

′
n), λ 6= 0.

e) Die Menge aller Rotationsmatrizen in zwei Dimensionen:
(

cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

)
,

Die Menge all dieser Matrizen bildet eine Mannigfaltigkeit, die homeomorph zur KreislinieS1

ist.

Gegenbeispiele

Zum besseren Verständniss der Definition einer Mannigfaltigkeit seien einige Beispiele ange-
führt, diekeine Mannigfaltigkeiten sind:

a) Eine ein-dimensionale Linie vereinigt mit einer zwei-dimensionalen Fläche, wie zum Beispiel
durch

x3
(
x2

1 +x2
2

)
= 0

definiert. Die so definierte Punktmenge ist an einigen Punkten homeomorph zuR, an anderen
Punkten homeomorph zuR2. In der Definition einer Mannigfaltigkeit wird aber verlangt, daß
die Menge an allen Punkten homeomorph zuRn für ein festesn ist.

b) Der Kegel

x2
1 +x2

2−x2
3 = 0.

Die Umgebung des Punktes(0,0,0) läßt sich nicht homoemorph auf denR2 abbilden.

c) Ein einzelnes Kegelsegment

x2
1 +x2

2−x2
3 = 0, x3 ≥ 0.

Hier läßt sich zwar eine Umgebung des Punktes(0,0,0) stetig auf denR2 abbilden, aber nicht
differenzierbar.

d) Das Liniensegment

[0,1]

Hier gibt es zu den Endpunkten keine offene Umgebungen.

38



2.8.2 Untermannigfaltigkeiten desRn

In der Anwendung sindk-dimensionale Mannigfaltigkeiten von Bedeutung, die in dem Rn ein-
gebettet sind.

Sei M einek-dimensionale Mannigfaltigkeit und(V,ϕ−1) eine Karte, d.h.V ist eine offene
Menge vonM undϕ−1 ein Diffeomorphismus

ϕ−1 : V → Rk.

(Wir haben hier gegenüber der Definition einer Karte die Bezeichnungenϕ undϕ−1 vertauscht.
Da diese Abbildung invertierbar sind, spielt es keine großeRolle welche man man mitϕ bzw.
ϕ−1 bezeichnet.) SeiU = ϕ−1(V) das Bild vonV.U ist eine offene Menge imRk. Die Abbildung

ϕ : U →V

geht dann von den lokalen Koordinaten in die Mannigfaltigkeit. Es ist

U ⊂ Rk, V ⊂ Rn.

Wir betrachten nun eine Abbildung

~ϕ : Rk → Rn,

mit der Eigenschaft

~ϕ|U = ϕ.

In Komponenten haben wir

~ϕ (~x) =




ϕ1(x1, ...,xk)

...
ϕn(x1, ...,xk)



 .

Da ϕ bijektiv ist, gilt für die Funktionalmatrix

RankD~ϕ(~x) = k, ∀~x∈U.

Die Funktionalmatrix ist einen×k-Matrix mit Rangk. Wir definieren nun wieder den Maßtensor
durch

g j1 j2 =
n

∑
i=1

∂ϕi

∂x j1
· ∂ϕi

∂x j2

Der Maßtensor ist einek×k-Matrix und es gilt wieder

g = (D~ϕ)T (D~ϕ) .
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Allerdings handelt es sich hier nun um die Multiplikation einer k× n-Matrix mit einern× k-
Matrix. Nehmen wir nun an, daß wir für die MannigfaltigkeitM nur eine Karte benötigen. Dann
definieren wir das Integral einer Funktionf (y1, ...,yn) über die MannigfaltigkeitM durch

Z

M

dS(~y) f (~y) =

Z

U

dkx
√

|g| f (~ϕ(~x)) .

Auf der linken Seite bezeichnetdS(~y) dask-dimensionale Flächenelement (engl. “surface”).

Bemerkungen: Istk = n, so reduziert sich diese Definition auf die uns schon bekannte Trans-
formationsformel

Z

M

dny f (~y) =
Z

U

dnx
√

|g| f (~ϕ(~x)) .

Ist hingegenk = 1, so stellt die MannigfaltigkeitM eine Kurve dar, die in denRn eingebettet ist.
Sei I ⊂ M ein kompaktes Gebiet dieser Kurve und[a,b] =~ϕ−1(I) ⊂ R. Betrachten wir weiter
den Spezialfallf (~y) = 1, so erhalten wir

vol(I) =
Z

I

dS(~y) =

b
Z

a

dx
√
|g| =

b
Z

a

dx

√
n

∑
i=1

(
∂ϕi

dx

)2

.

Dies ist nichts anderes als die uns schon bekannte Bogenlänge der Kurve.

Als eine Anwendung betrachten wir die Integration auf einerKugeloberfläche. Sei hierzu

M =
{
~x∈ R3 : x2

1 +x2
2 +x2

3 = R2} .

SeiU das Gebiet

U = [0,π]× [0,2π]

und~ϕ die Abbildung

~ϕ : U → R3,

~ϕ(θ,φ) =




Rsinθcosφ
Rsinθsinφ
Rcosθ



 .

Es ist

D~ϕ =




Rcosθcosφ −Rsinθsinφ
Rcosθsinφ Rsinθcosφ
−Rsinθ 0




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und

g = (D~ϕ)T (D~ϕ) =

(
R2 0
0 R2sin2 θ

)
.

Somit ergibt sich
√

|g| zu
√
|g| =

√
R4sin2 θ = R2sinθ.

Wir wollen nun die Funktion

F (θ,φ) =
3
4π

cos2 θ

über die Kugeloberfläche integrieren:

Z

M

dS(~y)F =

π
Z

0

dθ
2π

Z

0

dφ
(
R2sinθ

) ( 3
4π

cos2 θ
)

=
3
2

R2
π

Z

0

sinθcos2 θ =
3
2

R2
(

2
3

)
= R2.

Bemerkung: Auf der Kugeloberfläche bezeichnet man die dort definierten Funktionen

Ylm(θ,φ) = (−1)
m+|m|

2

√
2l +1

4π
(l −|m|)!
(l + |m|)! P|m|

l (cosθ)eimφ

als Kugelflächenfunktionen. Hierbei ist−l ≤ m≤ l und diePm
l stellen die assozierten Legendre-

Funktionen dar:

Pm
l (x) = (−1)m(1−x2)m/2 dm

dxmPl(x).

Pl ist dasl -te Legendre-Polynom. Für die Kugelflächenfunktionen mit negativenm gilt

Yl ,−m(θ,φ) = (−1)mYlm(θ,φ)∗.

Die ersten Kugelflächenfunktionen sind explizit gegeben durch

Y00 =
1√
4π

,

Y10 =

√
3
4π

cosθ,

Y11 = −
√

3
8π

sinθeiφ,

Y20 =

√
5

16π
(
3cos2 θ−1

)
,

Y21 = −
√

15
8π

sinθcosθeiφ,

Y22 =

√
15
32π

sin2 θe2iφ.
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Auf der Oberfläche der Einheitskugel sind die Kugelflächenfunktionen orthogonal, d.h. es gilt

π
Z

0

dθsinθ
2π

Z

0

dφYlm(θ,φ)∗Yl ′m′(θ,φ) = δll ′δmm′ .

2.8.3 Die Sätze von Gauß und Stokes

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Integralsätze näher betrachten. Dies ist zum einen der Satz
von Gauß, der es erlaubt das Integral über ein dreidimensionales Raumgebiet der Divergenz
eines Vektorfeldes durch ein Flächenintegral über das Vektorfeld selbst zu ersetzen. Als zweites
wollen wir dann den Satz von Stokes betrachten, der es erlaubt ein Flächenintegral über die
Rotation eines Vektorfeldes durch ein Linienintegral überdas Vektorfeld selbst auszudrücken.
Diese beiden Sätze sind der Physik der Elektrodynamik sehr wichtig.

SeiA⊂ Rn eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand. Der Rand vonA sei mit∂A bezeich-
net. DaA n-dimensional ist, ist der Rand eine(n−1)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Allgemein
bezeichnet man(n−1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten desRn alsHyperflächen. (Diese
Bezeichnung leitet sich von dem Falln= 3 ab: ImR3 sind die zweidimensionalen Untermannig-
faltigkeiten Flächen.) Sei

n̂ : ∂A→ Rn

das äußere Einheitsnormalenvektorfeld auf dem Rand, d.h. in jedem Punkt~x von ∂A ist n̂(~x)
orthogonal zu jedem Tangentialvektor von∂A am Punkte~x. n̂(~x) zeigt vom Rand∂A nach aussen
und ist auf Eins normiert:

n̂(~x) · n̂(~x) = 1.

Betrachten wir nun ein Vektorfeld

~F : Rn → Rn.

DerGaußsche Satzlautet:
Z

A

dnx div~F (~x) =
Z

∂A

dS(~x) n̂(~x) ·~F (~x) .

Der Gaußsche Satz besagt, daß das Integral über einn-dimensionales Gebiet der Divergenz eines
Vektorfeldes gleich dem(n−1)-dimensionalen Integral über dem Rand des Gebietes der Nor-
malkomponente des Vektorfeldes bezüglich des Randes ist.

Beispiel: Wir betrachten ein Beispiel imR3. Das Vektorfeld sei

~F : R3 → R3,

~F (~x) =
~x

|~x|2
.
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Es ist

div~F =
1

|~x|2
.

SeiA die Kugel um den Ursprung mit RadiusR. Dann ist

Z

A

dnx div~F (~x) =

R
Z

0

dr

π
Z

0

dϑ
2π

Z

0

dϕ r2sinϑ
1
r2 = 4π

R
Z

0

dr = 4πR.

Andererseits können das Integral über die Kugeloberfläche betrachten. Es ist

dS(~x) = R2sinϑdϑdϕ,

sowie

~F (~x) · n̂(~x) =
1
R

.

Somit erhalten wir

Z

∂A

dS(~x) n̂(~x) ·~F (~x) =

π
Z

0

dϑ
2π

Z

0

dϕR2sinϑ
1
R

= 4πR.

Hiermit haben wir den Gaußschen Satz an einem Beispiel verifiziert.

Wir betrachten nun denR3. Sei B eine kompakte Fläche imR3 mit glattem Rand. Den Rand
bezeichnen wir mit∂B. Weiter sei

~F : R3 → R3

ein Vektorfeld.
DerSatz von Stokesbesagt

Z

B

dS(~x) n̂(~x) · rot~F (~x) =

Z

∂B

ds(~x) t̂ (~x) ·~F (~x)

Hierbei istt̂ (~x) der Einheitstangentialvektor im Punkte~x an den Rand∂B. Diese Orientierungen
sind so korreliert, daß die geschlossene Kurve∂B die in Richtung von̂t(~x) durchlaufen wird und
n̂ eine Rechtsschraube bilden.
Bemerkung: Da die Rotation eines Vektorfeldes involviert ist, gilt der Satz von Stokes in dieser
Form nur imR3.

Wir führen noch zwei Sätze von Green an: Seienf und g Funktionen auf demRn und A eine
kompakte Teilmenge desRn mit glattem Rand. Dererste Satz von Greenbesagt, daß

Z

A

dnx
[

f (~x)∆g(~x)+
(
~∇ f (~x)

)
·
(
~∇g(~x)

)]
=

Z

∂A

dS(~x) f (~x) n̂(~x) ·
(
~∇g(~x)

)
.
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Dieser Satz ist eine direkte Anwendung des Gauß’schen Satzes wenn man dort das Vektorfeld

~F (~x) = f (~x)~∇g(~x)

einsetzt und die Produktregel für die Differentiation verwendet,

~∇ ·
(

f (~x)~∇g(~x)
)

=
(
~∇ f (~x)

)
·
(
~∇g(~x)

)
+ f (~x)∆g(~x) .

Derzweite Satz von Greenlautet:
Z

A
dnx [ f (~x)∆g(~x)−g(~x)∆ f (~x)] =

Z

∂A

dS(~x)
[

f (~x) n̂ ·~∇g(~x)−g(~x) n̂·~∇ f (~x)
]
.

2.8.4 Differentialformen

Wir haben im vorherigen Abschnitt die Integralsätze von Gauß und Stokes kennengelernt. Diese
Integralsätze sind Spezialfälle eines allgemeineren Satzes, der als der allgemeine Stokessche
Integralsatz bekannt ist. Mit Hilfe einer geeigneten Notation läßt sich der allgemeine Stokessche
Integralsatz kompakt als

Z

A

dω =

Z

∂A

ω

darstellen. In dieser Formel stellω eine Differentialform dar, die wir nun einführen wollen.

Betrachten wir zunächst ein-dimensionale Integrale, welche wir durch einen Grenzwertprozeß
definieren können:

Z

R

dx f(x) = lim ∑
j

f (x j)∆x j

Ebenso zwei-dimensionale Integrale:
Z

R2

dx dy g(x,y) = lim ∑
j
∑
k

g(x j ,yk)∆x j∆yk

Anstelle der Funktionenf (x) undg(x,y) werden wir nun neue Objekte

f (x) dx, g(x,y) dx∧dy

einführen, die über ein Gebiet der entsprechenden Dimension integriert werden können, einfüh-
ren. Der Grund hierfür sind die übersichtlicheren Transformationseigenschaften.
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Tangentialvektoren

Sei I ⊂ R ein Intervall und~γ : I → M ⊂ Rn eine differenzierbare Kurve. Man bezeichnet

d
dt

~γ(t)
∣∣∣∣
t0

∈ Rn

als Tangentialvektor anM im Punkte~γ(t0). Die Gesamtheit aller Tangentialvektoren anM im
Punktep =~γ(t0) wird mit TpM bezeichnet.TpM ist ein Vektorraum. Die Dimension des Tangen-
tialraumes ist gleich der Dimension der Mannigfaltigkeit.

Wir bezeichnen mitT∗
p M den dualen Vektorraum vonTpM, d.h. die Menge aller Linearformen

φ : TpM → R.

Die Elemente vonφ ∈ T∗
p M heißen auch Kotangentialvektoren.

Differentialformen erster Ordnung

Eine Differentialform erster Ordnung ist eine Abbildung

ω : M →
[

p

T∗
p M

mit ω(p) ∈ T∗
p M. Die Differentialformω ordnet also jedem Punktp ∈ M einen Kotangential-

vektorω(p) ∈ T∗
p M zu. Wir bezeichnen den Wert vonω(p) auf dem Tangentialvektorv∈ TpM

mit

〈ω(p),v〉

Wir bezeichnen mit~e1, ...,~en die Standardorthonormalbasis desRn. Wir können jeden Tangen-
tialraumTpM als einen Unterraum desRn betrachten. (Ist die MannigfaltigkeitM derRn selbst,
so ist auch der Tangentialraum an jedem Punkt derRn.) Wir führen nun eine Basis des Kotan-
gentialraumes ein: Wir definieren die Differentiale

dx1, ...,dxn

durch

〈
dxi ,~ej

〉
= δi j .

Mit Hilfe dieser Basis des Kotangentialraumes läßt sich jede Differentialform erster Ordnung
schreiben als

ω =
n

∑
i=1

fi (~x)dxi .

45



Eine Differentialform erster Ordnung kann entlang einer Kurve integriert werden. Seiω eine
Differentialform erster Ordnung und~γ : [a,b]→ Rn eine Kurve. Wir verwenden die Bezeichnung
γ =~γ([a,b]) für das Bild von~γ. Dann wird das Integral vonω überγ definiert als

Z

γ

ω =

b
Z

a

〈ω(~γ(t)) ,~γ′(t)〉.

Mit Hilfe der Koordinatendarstellung findet man für die rechte Seite

b
Z

a

〈ω(~γ(t)) ,~γ′(t)〉 =

b
Z

a

dt
n

∑
i=1

fi (~γ(t))
dγi(t)

dt
.

Beispiel: Sei

ω = 3dx1 +(5+x1)dx2 +x3dx3

und

~γ : [0,1] → R3,

~γ(t) =




t
t2

1+ t



 .

Dann ist

Z

γ

ω =

1
Z

0

dt

[
3

d
dt

t +(5+ t)
d
dt

t2+(1+ t)
d
dt

(1+ t)

]

=

1
Z

0

dt [3+2t(5+ t)+(1+ t)]=

1
Z

0

dt
[
4+11t +2t2]

= 4+
11
2

+
2
3

=
61
6

.

Differentialformen höherer Ordnung

Wir haben bisher gesehen, daß Differentialformen erster Ordnung über Kurven integriert werden
können. Wir möchten nun eine Verallgemeinerung, die eine Integration über höher dimensionale
Gebiete erlaubt. Wir beginnen mit der Definition des Dachproduktes von Linearformen: Seien
ω1, ...,ωK ∈V∗ Linearformen, also Abbildungen

ω j : V → R.
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Dann wird die Abbildung

ω1∧ ...∧ωk : Vk → R

definiert durch

(ω1∧ ...∧ωk)(v1, ...,vk) = det




〈ω1,v1〉 ... 〈ω1,vk〉

... ... ...
〈ωk,v1〉 ... 〈ωk,vk〉





Eigenschaften des Dachproduktes:

• Das Dachprodukt ist linear in jedem Argument:

ω1∧ ...∧
(
aω′

i +bω′′
i

)
∧ ...∧ωk = a

(
ω1∧ ...∧ω′

i ∧ ...∧ωk
)
+b
(
ω1∧ ...∧ω′′

i ∧ ...∧ωk
)

• Das Dachprodukt ist alternierend:

ωσ(1)∧ ...∧ωσ(k) = sign(σ) ·ω1∧ ...∧ωk

Insbesondere ist

ω1∧ω2 = −ω2∧ω1,

ω1∧ω1 = 0.

Wir bezeichnen die Menge aller alternierenden linearenk-Formen aufV mit

∧kV∗

Definition: EineDifferentialform der Ordnung k (oder kurzk-Form) ist eine Abbildung

ω : M →
[

p

∧kT∗
p M

mit ω(p) ∈ ∧kT∗
p M. Für k = 1 stimmt diese Definition mit der schon bekannten Definition für

Differentialformen erster Ordnung überein. Eine Differentialform nullter Ordnung ist eine reell-
wertige Funktion.

Koordinatendarstellung von Differentialformenk-ter Ordnung:

ω =
1
k! ∑

i1,...,ik

fi1...ikdxi1 ∧ ...∧dxik = ∑
i1<...<ik

fi1...ikdxi1 ∧ ...∧dxik.

Abbleitungen von Differentialformen: Sei

ω = ∑
i1<...<ik

fi1...ikdxi1 ∧ ...∧dxik.
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einek-Form. Dann bezeichntedω die (k+1)-Form

dω = ∑
i1<...<ik

d fi1...ik ∧dxi1 ∧ ...∧dxik,

wobei

d fi1...ik =
n

∑
i=1

∂ fi1...ik
∂xi

dxi .

Bemerkung: Seif : Rn → R eine Funktion. Dann bezeichnet man mitd f dastotale Differential
von f :

d f =
n

∑
i=1

∂ f
∂xi

dxi .

Das totale Differentiald f einer Funktionf ist eine Einsform.
Rechenregeln: Seienω undω′ zwei k-Formen undσ einel -Form. Dann gilt

ω∧σ = (−1)klσ∧ω.

Weiter gilt:

d
(
aω+bω′) = adω+bdω′,

d(ω∧σ) = (dω)∧σ+(−1)kω∧ (dσ) ,

d(dω) = 0.

Zurückziehen von Differentialformen: SeiU ⊂ Rn und

ω =
1
k! ∑ fi1...ikdxi1 ∧ ...∧dxik.

einek-Form inU . Weiter sei eine offene MengeV ⊂ Rm und eine stetig differenzierbare Abbil-
dung

ϕ = (ϕ1, ...,ϕn) : V →U

vorgegeben. Dann definiert man einek-Formϕ∗ω in V durch

ϕ∗ω =
1
k! ∑( fi1...ik ◦ϕ)dϕi1 ∧ ...∧dϕik.

Hierbei istdϕi j das totale Differential vonϕi j , also

dϕi j =
m

∑
l=1

∂ϕi j

∂xl
dxl .
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Wir definieren nun die Integration vonk-Formen überk-dimensionale Gebiete. Wir beginnen mit
dem Fallk = n. Seiω also einen-Form. In diesem Fall läßt sichω schreiben als

ω = f (~x)dx1∧ ...∧dxn.

SeiA eine kompakte Teilmenge desRn. Wir setzen
Z

A

ω =

Z

A

dnx f (~x) .

Betrachten wir nun den Fallk < n: SeiM einek-dimensionale Untermannigfaltigkeit desRn und
A eine kompakte Teilmenge vonM, ebenfalls mit der Dimensionk. Sei fernerω einek-Form.
Wir nehmen an, daß es eine lokale Karte

ϕ : Rk →U

vonM gibt, so daßA∈U . Wir möchten nun das Integral vonω überA definieren. Hierzu nutzen
wir aus, daß wir diek-Form ω mit Hilfe von ϕ auf denRk zurückziehen können. Auf dem
Rk erhalten wir dann einek-Form ϕ∗ω, die wir über dem kompakten Gebietϕ−1(A) wie oben
integrieren können. Wir setzten also

Z

A

ω =
Z

ϕ−1(A)

ϕ∗ω.

Für eine Eins-Form reduziert sich diese Definition auf die uns schon bekannte Vorschrift zur
Integration einer Eins-Form. In der obigen Definition zur Integration einerk-From haben wir
vorausgesetzt, daßM orientierbar ist undϕ die orientierungstreu ist. Diese Begriffe sollen noch
kurz erläutert werden: Wir bezeichnen eine Abbildung

ϕ : Rk → Rk

alsorientierungstreu, falls für die Determinante der Funktionalmatrix stets

detDϕ > 0

gilt. Wir erinnern uns, daß eine Mannigfaltigkeit per Definition einen Atlas von Karten besitzt.
Seienϕi : Rk → M und ϕ j : Rk → M zwei Karten. Auf dem Überlapp der Karten gibt es eine
Parametertransformation

ϕ−1
i ◦ϕ j : Rk → Rk.

Gibt es einen Atlas, so daß für zwei beliebige überlappende Karten des Atlases die Parameter-
transformation stets orientierungstreu ist, so nennt man die Mannigfaltigkeitorientierbar . Zum
besseren Verständnis sei ein Gegenbeispiel angegeben: DasMöbiusband ist nicht orientierbar.
Wir bezeichnen eine Mannigfaltigkeit alspositiv orientiert , falls sie die gleiche Orientierung
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wie derRk bezüglich der Standardbasis~e1,...,~ek besitzt.

Beispiel für die Integration einer Differentialform: ImR3 sei die Differentialform

ω = 3x3dx2∧dx3 +(x2
1 +x2

2)dx3∧dx1 +x1x3dx1∧dx2

gegeben. SeiM die folgende zweidimensionale Untermannigfaltigkeit

M = {(x1,x2,x3) ∈ R3 : x3 = x1x2}

undA die folgende kompakte Teilmenge vonM:

A = {(x1,x2,x3) ∈ M : 0≤ x1 ≤ 1,0≤ x2 ≤ 1}.

Wir möchten
Z

A

ω

berechnen. Wir wählen zunächst eine lokale Karte vonM

ϕ : R2 → M,

(y1,y2) → (y1,y2,y1y2)

Die einzelnen Koordinatenabbildungen sind

ϕ1 = y1, ϕ2 = y2, ϕ3 = y1y2,

und daher

dϕ1 = dy1, dϕ2 = dy2, dϕ3 = y2dy1+y1dy2.

Somit
Z

A

ω =

Z

ϕ−1(A)

(ϕ)∗ω =

=
Z

ϕ−1(A)

3y1y2dy2∧ (y2dy1 +y1dy2)+
(
y2

1 +y2
2

)
(y2dy1+y1dy2)∧dy1 +y1(y1y2)dy1∧dy2

=
Z

ϕ−1(A)

(
y2

1y2−4y1y2
2−y3

1

)
dy1∧dy2 =

1
Z

0

dy1

1
Z

0

dy2
(
y2

1y2−4y1y2
2−y3

1

)
= −3

4
.

Wir können nun denallgemeinen Stokesschen Integralsatzformulieren: SeiM eine orientier-
barek-dimensionale Mannigfaltigkeit,A eine kompakte Teilmenge vonM mit glattem Rand und
ω eine stetig differenzierbare(k−1)-Form aufM. Dann gilt

Z

A

dω =
Z

∂A

ω,
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wobei der Rand∂A so orientiert ist, daß der äußere Normalenvektor plus die(k−1) Tangential-
vektoren die gleiche Orientierung wieM besitzen, d.h.

det(n̂, t̂1, ..., t̂k−1) > 0.

Dieser Satz erlaubt es uns, das Integral der Ableitung einerDifferentialform über ein kompaktes
Gebiet durch das Integral der Differentialform über dem Rand des Gebietes auszudrücken. Spe-
zialfälle dieses allgemeinen Satzes sind der Hauptsatz derIntegral- und Differentialrechnung,
der Satz von Gauß und der klassische Satz von Stokes in drei Dimensionen. Wir wollen auf diese
Spezialfälle noch etwas genauer eingehen und beginnen mit dem Fall, in dem sich der allgemeine
Satz auf den Satz von Gauß reduziert:

SeiA ein kompaktesn-dimensionales Gebiet undω eine(n−1)-Form. Wir könnenω wie folgt
schreiben:

ω =
n

∑
j=1

(−1) j−1 f j (~x)dx1∧ ...∧ d̂xj ∧ ...∧dxn,

wobei der Hut bedeuten soll, daß das entsprechende Differential ausgelassen wird. Dann ist

dω =
n

∑
j=1

∂ f j (~x)

∂x j
dx1∧ ...∧dxj ∧ ...∧dxn

=

(
n

∑
j=1

∂ f j (~x)

∂x j

)
dx1∧ ...∧dxn.

Setzt man nun

~f : Rn → Rn,

~f (~x) =




f1(~x)
...

fn(~x)



 ,

so ist
(

n

∑
j=1

∂ f j (~x)

∂x j

)

= div ~f (~x) ,

und die linke Seite somit
Z

A

dω =

Z

A

(
div ~f (~x)

)
dx1∧ ...∧dxn =

Z

A

dnx div ~f (~x) .

Andererseits zeigt man durch eine etwas längere Rechnung
Z

∂A

ω =
Z

∂A

dS(~x)~f (~x) · n̂(~x) .
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Wir erhalten somit den Satz von Gauß.

Der Fall n = 1 undk = 0 verdient besondere Betrachtung. In diesem Fall ist die Differential-
form ω eine Funktion einer Variablen. Wir schreiben

ω = f (x).

Weiter haben wir

dω = f ′(x)dx.

Wir betrachten ein kompaktes IntervallA = [a,b]⊂ R. In diesem Fall reduziert sich der Satz auf
den Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung:

b
Z

a

dx f′(x) = f (b)− f (a).

Wir betrachten als weiteren Spezialfall den Falln = 3 undk = 2. In diesem Fall istω eine Eins-
Form, die wir als

ω =
3

∑
j=1

f j (~x)dxj

schreiben können. Wir erhalten nun

dω =
3

∑
i=1

3

∑
j=1

∂ f j (~x)

∂xi
dxi ∧dxj .

Das Dachprodukt ist antisymmetrisch, daher istdxi ∧dxi = 0 unddxi ∧dxj = −dxj ∧dxi . Man
erhält also

dω =

(
∂ f2
∂x1

− ∂ f1
∂x2

)
dx1∧dx2 +

(
∂ f3
∂x2

− ∂ f2
∂x3

)
dx2∧dx3 +

(
∂ f1
∂x3

− ∂ f3
∂x1

)
dx3∧dx1

=
(

rot ~f (~x)
)
· n̂(~x)dS(~x) .

Hierbei haben wir~f = ( f1, f2, f3) gesetzt. Für die rechte Seite findet man mit Hilfe der Definition
des Integrals für eine Eins-Form

Z

∂B

ω =
Z

∂B

ds(~x) t̂ (~x) ·~f (~x) .

Somit erhält man in diesem Fall den ursprünglichen Satz von Stokes:
Z

B

dS(~x) n̂(~x) · rot~f (~x) =
Z

∂B

ds(~x) t̂ (~x) ·~f (~x) .
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2.9 Variationsrechnung

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit den EulerschenDifferentialgleichungen der Varia-
tionsrechnung. Diese spielen in der theoretischen Physik eine wichtige Rolle.

Zunächst betrachten wir einige Hilfssätze. Wir betrachteneine Funktionf (t,x1, ...,xn) von (n+
1) Variablen. Diese Funktion integrieren wir über die Variable t von a bis b. Dies liefert eine
neue Funktiong(x1, ...,xn), die nun nur noch von denn Variablenx1 bis xn abhängt. Die Hilfs-
sätze liefern Aussagen über die Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Funktiong.

Sei [a,b] ⊂ R ein kompaktes Intervall undU ⊂ Rn. Ferner sei

f : [a,b]×U → R

eine stetige Funktion. Dann ist die Funktion

g : U → R

g(~x) =

b
Z

a

dt f (t,~x)

stetig.

Ist darüberhinausf (t,x1, ...,xn) nach den Variablenx1, ...,xn stetig partiell differenzierbar, dann
ist auchg(x1, ...,xn) stetig partiell differenzierbar und es gilt

∂
∂xi

b
Z

a

dt f (t,x1, ...,xn) =

b
Z

a

dt
∂

∂xi
f (t,x1, ...,xn) .

Man darf also “unter dem Integralzeichen differenzieren”.

Wir kommen nun zu den Eulerschen Differentialgleichungen der Variationsrechnung: SeiI =
[a,b] ⊂ R ein kompaktes Intervall und

L : I ×Rn×Rn → R,(
t,~q,~̇q

)
→ L

(
t,~q,~̇q

)

eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion von (2n+ 1) Variablen. (Hier betrachten
wir die Variablenqi undq̇i als unabhängig, die Schreibweise wurde nur mit Hinblick aufdie An-
wendung in der Physik so gewählt.) Zu vorgegebenen Vektoren~qa ∈ Rn und~qb ∈ Rn betrachten
wir nun die MengeK aller zweimal stetig differenzierbaren Kurven

~ϕ : I → Rn
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mit der Eigenschaft

~ϕ(a) =~qa, ~ϕ(b) =~qb.

Wir suchen nun diejenige Kurve~ϕ ∈ K, die das Funktional

S[~ϕ] =

b
Z

a

dt L
(
t,~ϕ(t),~ϕ′(t)

)

minimiert.

Satz: Notwendige Bedingungen für das Vorliegen eines Minimums sind durch die Eulerschen
Differentialgleichungen gegeben:

∂L
∂qi

− d
dt

∂L
∂q̇i

= 0, 1≤ i ≤ n.

Nehmen wir an~ϕ minimiert das FunktionalS. Dann betrachten wir eine zweimal stetig differen-
zierbare Kurve~λ(t) mit~λ(a) =~λ(b) =~0. Da~ϕ das FunktionalSminimiert, gilt

S[~ϕ] ≤ S
[
~ϕ+ ε~λ

]
,

mit ε ∈ R. Insbesondere gilt

d
dε

S
[
~ϕ+ ε~λ

]∣∣∣
ε=0

= 0.

Nun ist aber

d
dε

S
[
~ϕ+ ε~λ

]
=

d
dε

b
Z

a

dt L
(

t,~ϕ(t)+ ε~λ(t),~ϕ′(t)+ ε~λ′(t)
)

=

b
Z

a

dt
n

∑
i=1

[
∂L
∂qi

λi(t)+
∂L
∂q̇i

λ′
i(t)

]
.

Den zweiten Ausdruck können wir partiell integrieren:

b
Z

a

dt
∂L
∂q̇i

λ′
i(t) =

∂L
∂q̇i

λi(t)

∣∣∣∣
b

a
−

b
Z

a

dt

(
d
dt

∂L
∂q̇i

)
λi(t) = −

b
Z

a

dt

(
d
dt

∂L
∂q̇i

)
λi(t).

Wegenλi(a) = λi(b) = 0 verschwinden die Randterme. Wir erhalten also

n

∑
i=1

b
Z

a

dt

[
∂L
∂qi

− d
dt

∂L
∂q̇i

]
λi(t) = 0.

Da dies für beliebige “Variationen”λi gilt, folgt die Behauptung

∂L
∂qi

− d
dt

∂L
∂q̇i

= 0.

54



3 Partielle Differentialgleichungen

3.1 Distributionen

Die Verwendung von Distributionen ist oft recht nützlich, um Rechnungen zu vereinfachen. In
diesem Abschnitt betrachten wir zunächst die formale Definition einer Distribution und gehen
dann näher auf die Diracsche Deltadistribution ein.

Wir beginnen mit der Definition einer Distribution. Hierzu benötigen wir zunächst einmal einen
Raum von Funktionen, die wir alsTestfunktionen bezeichnen möchten. Als Testfunktionen be-
trachten wir alle beliebig oft differenzierbaren Funktionen f : Rn → R mit kompakten Träger.
Den dazugehörigen Funktionenraum bezeichnen wir alsC∞

c (Rn).

Wir sagen eine Folge von Testfunktionenf j ∈ C∞
c (Rn) konvergiert gegen eine Testfunktion

f ∈ C∞
c (Rn), falls die folgenden zwei Bedingungen erfüllt sind:

1. Es gibt eine kompakte MengeK ⊂ Rn, so daß

supp( f ) ⊂ K und supp( f j) ⊂ K für alle j.

2. Für jeden Multiindex(i1, ..., in) ∈ Nn konvergiert die Folge der Ableitungen

∂i1+...+in

∂xi1
1 ...∂xin

n
f j (x1, ...,xn)

gleichmäßig aufK gegen

∂i1+...+in

∂xi1
1 ...∂xin

n
f (x1, ...,xn) .

In diesem Fall schreiben wir

f j −→ f .

Bemerkung: Die Forderung, daß jede Ableitung der Funktionenfolge gleichmäßig gegen die ent-
sprechende Ableitung der Grenzwertfunktion konvergiert,ist eine wesentlich stärkere Bedingung
als nur die punktweise oder gleichmäßige Konvergenz.

Wir definieren nun eine Distribution als ein lineares Funktional

T : C∞
c (Rn) → R,

f → T [ f ] ,

welches die folgende Bedingung erfüllt: Gilt für eine Folgevon Testfunktionenf j ∈ C∞
c (Rn) und

eine Testfunktionf ∈ C∞
c (Rn) die Relationf j −→ f , so folgt stets

lim
j→∞

T
[

f j
]

= T [ f ] .
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Die Menge der Distributionen imRn bilden einen Vektorraum.

Wir betrachten zunächst ein einfaches Beispiel. Seig : Rn → R eine stetige Funktion. Dann
wird durch

Tg [ f ] =

Z

Rn

dnx g(~x) f (~x)

eine Distribution definiert. Da auf diese Weise jede stetigeFunktiong eine DistributionTg defi-
niert, unterscheidet man oft nicht zwischeng undTg. Es soll jedoch betont werden, daß es sich
beig um eine Funktion und beiTg um ein Funktional auf dem Raum der Testfunktionen handelt.

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir die Diracsche Deltadistribution. Sie ist definiert durch

Tδ [ f ] = f (~0).

In Analogie mit dem ersten Beispiel verwendet man für linke Seite die Schreibweise

Tδ [ f ] =
Z

Rn

dnx δ(~x) f (~x),

so daß sich mit Hilfe der Definition die Regel
Z

Rn

dnx δ(~x) f (~x) = f (~0)

für alle Testfunktionenf ergibt.

Bemerkung 1: Distributionen sind lineare Funktionale auf dem Raum der Testfunktionen. Ein
Produkt von Distributionen istnicht definiert. Man sollte sich auch nicht durch die suggestive
Schreibweiseδ(~x) dazu verleiten lassen, Distributionen miteinander zu multiplizieren.

Bemerkung 2:δ(~x) ist keine Funktion, kann aber durch eine Folge von Funktionen dargestellt
werden. Hierzu definieren wir den Konvergenzbegriff für Distributionen. Wir sagen, daß eine
Folge von DistributionenTj gegen eine DistributionT konvergiert, falls für alle Testfunktionen
f ∈ C∞

c (Rn) gilt

lim
j→∞

Tj [ f ] = T [ f ] ,

d.h. die Folge der reellen ZahlenTj [ f ] konvergiert im herkömmlichen Sinne gegenT[ f ].

Sei nunf : Rn → R eine integrierbare Funktion mit
Z

Rn

dnx f(~x) = 1.
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Dann setzt man

f j(~x) = jn f ( j ·~x).

Diese Folge konvergiert dann im Sinne der Distributionen gegenδ(~x). (Im Sinne einer Folge von
Funktionen divergiert diese Folge natürlich für~x =~0.) Für f (~x) kann man beispielsweise

f (~x) =
1(√
π
)ne−|~x|2

verwenden. Mitε = 1/ j ergibt sich dann die Deltadistribution als Grenzwertε → 0 der Folge

fε(~x) =
1(

ε
√

π
)ne−

|~x|2
ε2 .

Völlig analog definiert manδ(~x−~a), so daß gilt
Z

Rn

dnx δ(~x−~a) f (~x) = f (~a).

Die Ableitungen einer Distribution werden wie folgt definiert. SeiTµ eine Distribution. Für die
Anwendung auf eine Testfunktion schreiben wir wieder

Z

Rn

dnx µ(~x) f (~x).

Man definiert die partielle Ableitung nach deri-ten Koordinate durch
Z

Rn

dnx

(
∂

∂xi
µ(~x)

)
f (~x) = −

Z

Rn

dnx µ(~x)

(
∂

∂xi
f (~x)

)
.

Mehrfache Ableitungen werden analog definiert:

Z

Rn

dnx

(
∂i1+...+in

∂xi1
1 ...∂xin

n
µ(~x)

)
f (~x) = (−1)i1+...+in

Z

Rn

dnx µ(~x)

(
∂i1+...+in

∂xi1
1 ...∂xin

n
f (~x)

)
.

Als eine Anwendung betrachten wir in einer Dimension die Heavysidesche Stufenfunktion. Sie
ist definiert durch

Θ(x) =

{
0 für x < 0,
1 für x≥ 0.

Diese Funktion ist im Punktex = 0 weder stetig noch differenzierbar. Faßt man dagegenΘ(x)
als Distribution auf, so kann man differenzieren und es gilt

d
dx

Θ(x) = δ(x).
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Wir stellen also fest, daß im Rahmen der Theorie der Distributionen die Begriffe der Konvergenz
und der Differenzierbarkeit wesentlich weiter gefaßt sind.

Zum Abschluß stellen wir noch einige wichtige Eigenschaften und Rechenregeln für die Di-
racsche Deltadistribution in einer Dimension zusammen:

∞
Z

−∞

dxδ(x−a) f (x) = f (a),

∞
Z

−∞

dxδ′ (x−a) f (x) = − f ′(a),

δ(x−a) f (x) = δ(x−a) f (a).

Hat die Funktiong(x) nur einfache Nullstellenx j (d.h.g(x j) = 0 aberg′(x j) 6= 0), dann gilt

δ(g(x)) = ∑
j

1∣∣g′(x j)
∣∣δ(x−x j).

Insbesondere gilt

δ(ax) =
1
|a|δ(x).

Weitere Relationen für die Deltadistribution:

xδ(x) = 0,

xδ′(x) = −δ(x).

3.2 Die Fourier-Transformation

Fourier-Transformationen spielen in der Anwendung eine große Rolle. Man verwendet sie zum
Beispiel zum Lösen partieller Differentialgleichungen.

Wir betrachten eine komplex-wertige Funktion auf demRn, die Lebesgue-integrabel ist:

f : Rn → C,

~x→ f (~x).

Wir definieren dieFourier-Transformierte f̂ von f durch das Integral

f̂ (~p) =

Z

dnx f(~x)ei~x·~p.
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Hierbei bezeichnet

~x ·~p = x1p1 + ...+xnpn

das Skalarprodukt imRn.

Ist nun auchf̂ Lebesgue-integrabel, so läß sich in einem ersten Schritt zeigen, daßf mit ei-
ner stetigen Funktion, welche im Unendlichen verschwindet, übereinstimmt bis auf Punkte, die
eine Lebesgue-Nullmenge bilden. Gehen wir nun davon aus, daß f stetig ist und im Unendlichen
verschwindet, so haben wir die Umkehrformel der Fourier-Transformation:

f (~x) =
Z

dnp
(2π)n f̂ (~p)e−i~x·~p.

Bemerkung: Man findet in der Literatur unterschiedliche Konventionen für die Aufteilung der
Faktoren(2π). Hier haben wir die Konvention verwendet, daß in der Definition von f̂ kein Fak-
tor auftritt, während in der Formel für die Rücktransformation ein Faktor 1/(2π)n auftritt. Dies
ist die in der Physik übliche Konvention. In der mathematischen Literatur findet man auch oft
eine symmetrische Aufteilung. Innerhalb dieser Konvention haben sowohl die Transformations-
formel als auch die Rücktransformationsformel einen Faktor 1/(2π)n/2.

Wir betrachten nun einige Anwendungen: Ist die Funktionf stetig partiell differenzierbar und
hat sie einen kompakten Träger, so gilt

∂
∂x j

f (~x) =
Z

dnp
(2π)n

(
−ip j

)
f̂ (~p)e−i~x·~p.

Ist f darüberhinausk-mal stetig partiell differenzierbar, so hat man analog

∂k

∂x j1...∂x jk
f (~x) = (−i)k

Z

dnp
(2π)n p j1...p jk f̂ (~p)e−i~x·~p.

Eine Differentiation nachx j bringt also in der Fouriertransformierten einen Faktor(−ip j) her-
unter.

Wir betrachten noch dieFaltung zweier Funktionen. Seinef undg zwei Lebesgue-integrierbare
Funktionen auf demRn. Dann definiert man die Faltungf ∗g dieser beiden Funktionen durch

( f ∗g)(~x) =

Z

dny f(~y)g(~x−~y).

Für die Fourier-Transformierte der Faltung gilt

(̂ f ∗g)(~p) = f̂ (~p)ĝ(~p).

Die Fourier-Transformation führt also eine Faltung in ein einfaches Produkt über.
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Wir können die Fourier-Transformation auch auf Distributionen erweitern. Man findet für die
Fourier-Transformierte der Diracschen Delta-Distribution

δ̂n(~p) =

Z

dnx δn(~x)ei~x·~p = 1.

Die Fourier-Transformierte der Diracschen Delta-Distribution ist also eine Konstante.

3.3 Beispiele partieller Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt wollen wir partielle Differentialgleichungen betrachten. Hierbei handelt es
sich um Differentialgleichungen, in denen die gesuchte Funktion von mehreren Variablen ab-
hängt und in denen Ableitungen nach mehreren Variablen auftreten. Die Lösung partieller Diffe-
rentialgleichungen ist im allgemeinen sehr schwierig und wir wollen uns auf einige elementare
Beipiele beschränken. Hierbei werden wir die Techniken derFourier-Transformation und der
Distributionen verwenden.

3.3.1 Die Potentialgleichung

Als erstes Beispiel betrachten wir die Potentialgleichung. Sie wird auch als Laplacesche Dif-
ferentialgleichung oder Poissonsche Differentialgleichung bezeichnet. Gegeben sei imRn eine
Funktionρ(~x). Gesucht wird eine Funktionf (~x), welche

∆ f (~x) = ρ(~x)

erfüllt. Wie üblich ist der Laplace-Operator durch

∆ =
∂2

∂x2
1

+ ...+
∂2

∂x2
n

gegeben. Die Gleichung

∆ϕ(~x) = 0

wird als homogene Laplacesche Differentialgleichung bezeichnet. Lösungen der homogenen La-
placeschen Differentialgleichung werden auch alsharmonische Funktionenbezeichnet.

Unter einerFundamental-Lösungversteht man eine Funktiong(~x), welche die Gleichung

∆g(~x) = δn(~x)

erfüllt, wobei auf der rechten Seite die Diracsche Delta-Distribution auftritt. Ist eine Fundamental-
Lösung bekannt, so erhält man eine spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung durch

f (~x) =

Z

dny ρ(~y)g(~x−~y),
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wie man leicht nachrechnet:

∆ f (~x) =

Z

dny ρ(~y)∆g(~x−~y) =

Z

dny ρ(~y)δn(~x−~y) = ρ(~x).

Bemerkung: Wir können zu dieser einer speziellen Lösung natürlich immer eine Lösung der
homogenen Gleichung hinzuaddieren und erhalten wieder eine Lösung der inhomogenen Glei-
chung.

Wie bestimmt man nun eine Fundamental-Lösung ? Hierzu verwendet man die Fourier-Transformation.
Wir setzen

g(~x) =
Z

dnp
(2π)n ĝ(~p)e−i~x·~p,

δn(~x) =

Z

dnp
(2π)n e−i~x·~p,

und bestimmen zunächst(̂~p). Hierzu setzen wir die Fourier-Darstellung in die zu lösende Diffe-
rentialgleichung ein:

∆g(~x) = δn(~x),

∆
Z

dnp
(2π)n ĝ(~p)e−i~x·~p =

Z

dnp
(2π)n e−i~x·~p,

Z

dnp
(2π)n

(
−p2) ĝ(~p)e−i~x·~p =

Z

dnp
(2π)n e−i~x·~p.

Da diese Gleichung für alle~x gelten soll, folgt die Gleichheit der Integranden. Wir erhalten also

ĝ(~p) = − 1
p2 .

Die Fundamental-Lösungg(~x) erhalten wir nun durch die Fourier-Rücktransformation:

g(~x) = −
Z

dnp
(2π)n

e−i~x·~p

p2

Betrachten wir zunächst den Falln= 3: Wir wählen unser Koordinantensystem so, daß~x entlang
der positivenz-Achse liegt:~x = (0,0, r). In diesem Fall erhalten wir

−
Z

d3p
(2π)3

e−i~x·~p

p2 = − 1
(2π)3

∞
Z

0

dp

π
Z

0

dϑ
2π

Z

0

dϕ sinϑ e−irp cosϑ

= − 1
(2π)2

∞
Z

0

dp

1
Z

−1

du eirpu, u = −cosϑ

= − 1
(2π)2

∞
Z

0

dp
1

irp

(
eirpu −e−irpu)= − 1

2π2

∞
Z

0

dp
sin(rp)

rp
= − 1

2π2

π
2r

= − 1
4π

1
|~x| .
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In n Dimensionen findet man durch eine ähnliche Rechnung

g(~x) =

{
1
2π ln |~x| , n = 2,

− 1
(n−2)Sn

1
|~x|n−2 , n 6= 2,

wobei

Sn =
2π

n
2

Γ
(n

2

)

die Oberfläche dern-dimensionalen Einheitskugel ist.

Wir betrachten noch die Lösungen der homogenen Gleichung. Dies sind die harmonischen Funk-
tionen. Für die harmonischen Funktionen gilt dasMaximumsprinzip . Dies besagt folgendes: Sei
U ⊂ Rn ein Gebiet undϕ : U → R eine harmonische Funktion. Nimmtϕ in einem Punkt~x0 ∈U
ihr Maximum an, so istϕ konstant.

Wir können dies auch anders formulieren: IstU ⊂ Rn ein beschränktes Gebiet undϕ : Ū → R

eine stetige Funktion die aufU harmonisch ist. Dann nimmt die Funktionϕ ihr Maximum und
ihr Minimum auf dem Rand vonU an.

Fordert man nun von der Lösung der homogenen Gleichung die Randbedingung

lim
|~x|→∞

ϕ(~x) = 0,

so impliziert das Maximumsprinzip

ϕ(~x) = 0

auf ganzRn.

Betrachten wir nun den Falln ≥ 3 und seiρ(~x) eine zweimal stetig partiell differenzierbare
Funktion mit kompakten Träger. Dann hat die inhomogene Gleichung

∆ f (~x) = ρ(~x)

eine eindeutige Lösung zu der Randbedingung

lim
|~x|→∞

f (~x) = 0.

3.3.2 Die Schwingungsgleichung

Wir betrachten nun die Schwingungsgleichung. Die homogeneGleichung lautet
(

∆− 1
c2

∂2

∂t2

)
ϕ(t,~x) = 0.
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Diese Gleichung wird auch als Helmholtzsche Differentialgleichung bezeichnet. Die gesuchte
Lösungϕ(t,~x) ist eine Funktion von(n+1) Variablen(t,x1, ...,xn). Wie man leicht nachrechnet,
stellen die ebenen Wellen

ϕ(t,~x) = e−i(ω(~p)t−~p·~x), ω(~p) = c|~p| ,

Lösungen der homogenen Gleichung dar. Zur Verifikation betrachten wir
(

∆− 1
c2

∂2

∂t2

)
e−i(ω(~p)t−~p·~x) =

(
−|~p|2+

1
c2ω2

)
e−i(ω(~p)t−~p·~x) = 0.

Somit ist auch jede Überlagerung ebener Wellen eine Lösung:

ϕ(t,~x) =
Z

dnp
(2π)nϕ̂(~p)e−i(ω(~p)t−~p·~x).

Als nächstes wollen wir die Fundamental-Lösungen betrachten, d.h. Lösungen der Gleichung
(

∆− 1
c2

∂2

∂t2

)
g(t,~x) = δ(t)δn(~x).

Hier verfahren wir analog zur Potentialgleichung: Wir betrachten zunächst die Fouriertransfor-
mierten

g(t,~x) =

Z

dω
2π

Z

dnp
(2π)n ĝ(ω,~p)e−i(ωt−~p·~x),

δ(t)δn(~x) =
Z

dω
2π

Z

dnp
(2π)ne−i(ωt−~p·~x).

Bemerkung 1: Hierbei istω nun eine Integrationsvariable und keine Funktion von~p.
Bemerkung 2: Das Vorzeichen im Exponenten von~p ·~x ist Konvention und wurde wie bei der
Lösung der homogenen Gleichung gewählt.

Mit diesem Ansatz findet man nun für die Fouriertransformierte
(
−p2 +

ω2

c2

)
ĝ(ω,~p) = 1

und somit

ĝ(ω,~p) =
1

ω2

c2 − p2
.

Transformiert man zurück in den Ortsraum, so erhält man

g(t,~x) =

Z

dω
2π

Z

dnp
(2π)n

e−i(ωt−~p·~x)

ω2

c2 − p2
.
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Betrachten wir nun wieder den Falln = 3, dies entspricht der physikalischen Situation von drei
Raumvariablen und einer Zeitvariablen. Wir haben also

g(t,~x) =
Z

dω
2π

Z

d3p
(2π)3

e−i(ωt−~p·~x)

ω2

c2 − p2
.

Hier tritt nun zunächst ein Problem auf: Hält man~p fest und integriert man überω, so sieht man
das der Nenner für

ω = ±c|~p|
Null wird. Die Lösung dieses Problems kommt aus der Funktionentheorie: Man darf den Inte-
grationsweg fürω, der ursprünglich entlang der reellen Achse in der komplexen ω-Ebene liegt,
in die komplexe Ebene verschieben. Auf diese Art können die beiden Pole umgangen werden.
Nun hat man aber bei jedem der beiden Pole die Möglichkeit, die Pole entweder “oben herum”
oder “unten herum” zu umgehen. Man stellt daher Zusatzforderungen die festlegen, auf welche
Art die Pole umgangen werden sollen. Eine mögliche Zusatzforderung wäre zu verlangen, daß

g(t,~x) = 0 für alle t < 0

gilt. Man kann zeigen, daß dies impliziert, daß beide Pole oben herum umgangen werden müssen.
Wir haben also den folgenden Integrationsweg:

Re(ω)

Im(ω)

−c|~p| c|~p|

Nach einer etwas längeren Rechnung findet man

g(t,~x) = − 1
4π

1
|~x|δ

(
t − 1

c
|~x|
)

.

Offensichtlich istg(t,~x) = 0 für allet < 0, da in diesem Fall das Argument der Delta-Distribution
immer negativ ist. Man bezeichnet diese Fundamental-Lösung alsretardierte Greensche Funk-
tion und verwendet oft die Schreibweiseg+(t,~x).

Man könnte allerdings auch verlangen, daßg(t,~x) = 0 für alle t > 0. In diesem Fall muß man
den folgenden Integrationsweg wählen:

Re(ω)

Im(ω)

−c|~p| c|~p|
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d.h. man weicht den Polen nach unten aus. In diesem Fall findetman

g(t,~x) = − 1
4π

1
|~x|δ

(
t +

1
c
|~x|
)

.

Man bezeichnet diese Fundamental-Lösung alsavancierte Greensche Funktionund verwendet
die Schreibweiseg−(t,~x) für diese Lösung.

3.3.3 Die Wärmeleitungsgleichung

Die Wärmeleitungsgleichung lautet
(

∆− ∂
∂t

)
f (t,~x) = 0.

Bemerkung: Im Gegensatz zu den obigen Beispielen ist diese Gleichung nicht homogen im Grad
der Ableitungen: Die Ableitungen nach den Variablenx j treten immer zweifach auf, die Ablei-
tung nach der Variablent dagegen nur einfach.

Wir beschränken uns hier darauf, eine Fundamental-Lösung der Gleichung
(

∆− ∂
∂t

)
g(t,~x) = δn(~x)δ(t)

anzugeben. Diese lautet

g(t,~x) =

{
0, t ≤ 0,

− 1

(4πt)
n
2
e−

x2
4t , t > 0.

65


