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1 Einfihrung
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- Differential - und Integralrechnung in mehreren Dimensio
- Vektoranalysis
- Partielle Differentialgleichungen
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2 Differential- und Integralrechnung in mehreren Dimensio-
nen

Im letzten Semester haben wir uns eingehend mit der Diffederund Integralrechnung von
Funktionen einer Variablen beschaftigt. Hierbei war defim®ns- und Wertebereich jeweils
eine Teilmenge voiR. Wir wollen dies nun verallgemeinern, indem WrdurchR" ersetzen.

Wir unterscheiden drei Situationen:

e Ist der Definitionsbereich weiterhin eine Teilmenge ®naber der Wertebereich eine
Teilmenge vorR", so spricht man von einéturve.

e Ist hingegen der Definitionsbereich eine Teilmenge ®8nder Wertebereich aber weiter-
hin eine Teilmenge voRR, so spricht man von ein€unktion in mehreren Variablen.

e Im allgemeinsten Fall ist der Definitionsbereich eine Teilmgen vorR" und der Werte-
bereich eine Teilmenge vdR™. In diesem Fall spricht man von eineviektorfeld.

2.1 Topologische Grundbegriffe

Um Begriffe wie Stetigkeit und Differenzierbarkeit auf dallgemeinen Fall Ubertragen zu kon-
nen, bendtigen wir einige Grundbegriffe.

Wir beginnen mit dem Begriff eineketrik : Sei X eine Menge. Eine Metrik auX ist eine
Abbildung

d : XxX—R,
(Xy) —d(x,y)

mit den folgenden Eigenschatften:

d(x,y) =0& x=Y,

d(xy) = d(y,x),
d(x,y) <d(x,y)+d(y,z), Dreiecksungleichung

Man spricht von einenmetrischen Raum falls die MengeX eine Metrik besitzt. Die Grolie
d(x,y) bezeichnet als den Abstand der Punktendy.
Bemerkung: Aus den oben aufgefuhrten Eigenschaften faédg,

d(xy) = 0
fur allex,y € X gilt. Dies zeigt man wie folgt:

0=d(x,x) <d(x,y) +d(y,x) = 2d(x,y).
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Wir interessieren uns insbesondere fur den Fall, dal3 diggeérein Vektorraum ist. SeV nun
also ein reeller Vektorraum. Wir definieren nun den Begiiiiee Norm auf dem Vektorraunv'.
Wir werden sehen, dal? dieser Begriff eng mit dem Begriff detrM verkntpft ist. Unter einer
Norm aufV versteht man eine Abbildung

s V=R,
X— [IX]],

mit den folgenden Eigenschatften:

IX||=0<xX=0,
[IAX[| = [A]-[IX]], A eR,
X+ < (X[ +[|¥]]-

Satz: SeV ein reeller Vektorraum mit einer Norm. Dann wird durch

dxy) = [IX=Vll

eine Metrik aufV definiert. Ein reeller Vektorraum mit einer Norm ist alsoauttisch ein me-
trischer Vektorraum.

Beispiele: Eine Norm auf def" ist gegeben durch

X = VER= )@+ +... 4%

Man nennt diese Norm die euklidische Norm (oder auch ZwairNoWeitere Beispiele fur
Normen auf denR" sind die Maximum-Norm oder allgemeiner dieNormen. Die Maximum-
Norm ist definiert durch

||X||°° - maX(|X1| ) |X2| yeeey |Xn|) .

Seip > 1. Die p-Norm ist definiert durch

1
Xllp = (P +x2|P+ ...+ [xa[P) P

Die euklidische Norm ergibt sich fijp = 2. Man kann weiter zeigen, daf? man die Maximum-
Norm aus demp-Normen durch den Grenzfghl — o erhalt.

Wir werden oft von einepffener Menge sprechen. Dieser Begriff wird durch eine Topologie
auf einem Raum definiert. Etopologischer Raumist eine MengeM zusammen mit einer Fa-
milie 7 von Untermengen vol, so daf3 die folgenden Eigenschaften erfillt sind:

1.0e7,MeT
2.U U e T=UiNUe T



3. Furjede Indexmengkqgilt Uy € T;0 e A= |JUg €T
acA

T bezeichnet man als Topologie auf, die MengernU € 7 nennt man offene Mengen. Man
bezeichnet eine Teilmeng# als abgeschlossen, falls das Komplemdit) offen ist. Die Ei-
genschaft 2 impliziert daf’ der Durchschnitt endliche viefeener Mengen wieder offen ist, die
Eigenschaft 3 bedeutet, dal’ die Vereinigung beliebig vafener Mengen (auch unendlich vie-
ler) wieder offen ist.

Einen topologischen Raum bezeichnet manHdsisdorff-Raum, falls es zu jedem Paar ver-
schiedener Punktey, p, € M offene MengetJ;,U, € 7 gibt, so dal’ die folgenden Bedingungen
erfullt sind:

preUy, ppely UiNUz=0.

Wir wollen den Begriff einer Topologie fur einen metrischeaum etwas genauer betrachten.
SeiX ein metrischer Raum mit der Metrik Wir definieren die offene Kugel mit Mittelpunig
und Radiug durch

B(Xo,r) = {xe&X,d(x,Xp) <r}

Wir bezeichnen eine Teilmendgg C X alsUmgebungdes Punktegg € X, falls eine > 0 exi-
stiert, so daf3

B(x0,€) € U.
Wir bezeichnen eine Teilmengk C X alsoffen, falls fur allex € U eine > 0 existiert, so dafl3
B(x,e) € U.

Die so definierten offenen Mengen definieren eine Topologi wir erhalten den folgenden
Satz: Ein metrischer Raum ist ein topologischer Raum. Sbatien wir die Implikationen:

normierter Raum=- metrischer Raum:- topologischer Raum

Wir haben dartberhinaus die zusatzliche Eigenschaft, safetrischer Raum ein Haussdorff-
Raum ist. Dies beweist man wie folgt: Seiryy € X zwei Punkte mitx # y. Wir setzene =
d(x,y)/2 und definieren

U=B(x¢g), V=B(Y,eg).

Diese beiden Umgebungen sind disjunkt. Angenommen, dies miéht der Fall. Dann gabe es
einze UNV und es gélte

2 =d(xy) <d(x,2)+d(z)y) < e+E¢,

also Z < 2¢, was zum Widerspruch fuhrt.



Wir definieren noch den Begriff eines Randpunktes: $ain metrischer Raum und eine
Teilmenge vonX. Ein Punktx € X hei3tRandpunkt vonY, wenn in jeder Umgebung vax
sowohl ein Punkt vorY als auch ein PunKkX\Y liegt. Die Menge aller Randpunkte véhwird
mit dY bezeichnet.

Wir haben die folgenden Eigenschatften:
e Die MengeY\dY ist offen.
e Die MengeY UdY ist abgeschlossen.
e Der RanddY is abgeschlossen.
SeiX ein metrischer Raum undl C X eine Teilmenge. Man nenAtbeschrankst, falls
sup{d(x,y) : X,y € A} < oo
Sei A eine Teilmenge deR". Wir bezeichnerA als kompakt, falls A abgeschlossen und be-

schrankt ist.

2.2 Konvergenz in metrischen Raumen

In diesem Abschnitt betrachten wir metrische Raume. Wiagemeinern nun die Konvergenz-
kriterien, die wir von Folgen reeller Zahlen kennen, aufgeol von Punkten in metrischen Rau-
men. Im wesentlichen werden wir dabei den Betrag durch destahlol (welcher durch die Metrik
definiert ist) ersetzen.

Sei X ein metrischer Raum unik,) eine Folge von Punkten axs Die Folge(x,) nennt man
konvergent gegen den PunkE X, in Symbolen

fm e = x
falls zu jeder Umgebung vonx einN € N existiert, so dal3
X €U vk > N.
Alternativ 1af3 sich dies wie folgt formulieren: Zu jedeax>> O exisiert einN € N, so dal3
d(x,x) <&  VK>N.
Wir bezeichnen eine Folge azauchy-Folge falls zu jedent > 0 einN € N existiert, so dal3

d(Xk,Xm) <€  Vk,m>N.

Es ist leicht zu zeigen, daf3 jede konvergente Folge auchGanehy-Folge ist. Interessanter ist
allerdings die Frage, ob jede Cauchy-Folge auch eine kgamnée Folge. Raume in der diese

7



Umkehrung gilt, bezeichnen wir al®listdndige Raume Einen Raum bezeichnet man daher als
vollstandig, falls in ihm jede Cauchy-Folge konvergiert.

Fir denR" lait sich zeigen, daR in ihm jede Cauchy-Folge konvergientR" ist also voll-
standig.

Allgemein bezeichnet man einen vollstandigen und normneyvektorraum al8anachraum.

2.3 Stetigkeit
SeienX undY metrische Raume und

f . X=>Y
eine Abbildung.f heil3tstetigim Punktexg € X, falls

lim 100 = f(x0).

d.h. wenn fir jede Folgéx;) von Punkten auX mit lim x; = Xo gilt

lim f(x) = f(x).

] —0
Alternativ kann man die Stetigkeit auch tUber dasKriterium definieren:f ist genau dann im
Punktexg stetig, falls es zu jedem> 0 eind > 0 existiert, so daf}

d(f(x),f(x)) <& V¥xeX mit d(x,xg) < 3.

Hierbei bezeichned die Metrik aufX undd die Metrik aufY.
Die Abbildungf nennt man stetig auf, falls f in jedem Punkk € X stetig ist.
Wir behandeln noch die gleichmalRige Konvergenz von Funktfolgen: SeietX undY me-
trische Raume, sowie

fn © X=Y, neN
und

f @ X=>Y

Abbildungen. Man sagt, die Foldé,) konvergiert gleichmaRiggegenf, falls es zu jedera > 0
einN € N existiert, so daf3

d(fk(x),f(x)) <e ¥xeX und Vk>N.
Der Punkt hierbei ist, daR von x unabh&ngig ist.
Satz: SeieX undY metrische Raume unfj : X — Y eine Folge stetiger Funktionen, die gleich-

mafig gegen die Funktioh: X — Y konvergiert. Dann ist auch stetig.
Bemerkung: Es gentgt nicht, nur die punktweise Konvergerfbiern.
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2.4 Kurven

Seil C R ein Intervall. Unter einer Kurve iR" versteht man eine stetige Abbildung
f @ 1-R"

Wir bezeichnen mify die Funktion
fk + I =R,

die diek-te Komponente vori beschreibt. Es ist also

fi(t)
- [
fa(t)

Eine Kurvef (t) ist differenzierbar, falls alle Funktionei(t) fiir 1 < k < n differenzierbar sind.
Beispiel 1: SeKy € R" undv € R™\ {0}. Die Abbildung

f @ t-vt+%
beschreibt eine Gerade i&l' durch den Punkfy und mit dem Richtungsvektat

Beispiel 2: Ser > 0 undc # 0. Die Abbildung

f . R—RS

rcost
f(t) = rsint
ct

beschreibt eine Schraubenlinie RA.

Bemerkung: In der Physik betrachtet man oft die VariabfeR als Zeit undf(t) € R" als Ort
eines Teilchens. Die Kurvé(t) beschreibt dann die Bahn einese Teilchens.

Seif : 1 — R" eine differenzierbare Kurve. Man bezeichnet die GroRe

fi(t)
it

als Tangentialvektor an die Kurve zum Parameterivert



Bemerkung: Betrachtet manals die Zeit undf(t) als den Ort eines Teilchens, so entspricht
f’(t) der Geschwindigkeit.

Wir betrachten nun die Bogenlénge einer Kurve. Hierziaséj C R ein Intervall undf : [a,b] —
R" eine Kurve. Unterteilt man das Intervall imTeilintervalle

a=to<t1<...<th=>b

und verbindet man die Punktf_é{tj_l) und F(tj) durch eine Gerade, so erhalt man einen Poly-
gonzug. Die Lange dieses Polygonzugs ist

1F(t) — Ftj-)ll-

M-

J

Die Lange der Kurve wird nun definiert als der Grenzwert di€sdygonzige bei immer feineren
Unterteilungen. Man erhalt somit fiir die Lange der Kurvesokiena undb

b
N ALCIES
a

Beispiel: Ser > 0. Wir betrachten die Kurve

f : [0,2m — R2
- r cost
ft) = ( r sint ) )
Diese Kurve beschreibt eine Kreislinie. Es ist
= B —rsint
Ft) = < r cost )

und

IF'@)|| = Vr2sirtt+r2cot =r.

Somit erh&lt man fur die Kurvenlange

21 21
L — /||F’(t)||dt:/rdt:2m,
0 0

was naturlich mit dem Umfang des Kreises Ubereinstimmt.
Seif : | — R" eine stetig differenzierbare Kurve. Man nerfriegulér, falls
f'it) # 0
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fur allet e I ist. Gilt dagegen?’(to) — 0, so bezeichnet mapalssingularen Punkt. Ein Beispiel
hierzu ist gegeben durch

f 1 R-oR?

fit) = <§>

Diese Kurve hat einen singularen Punkt tigie= 0.

Wir betrachten nun zwei reguléare Kurven
fily—R",  g:lp—R"
die sich in einem Punkte schneiden, es gilt also
f(t) = dt2)

fur einty € 17 und einty € Io. Wir definieren derSchnittwinkel 8 der beiden Kurven als den
Winkel zwischen den Tangentialvektoren an dem Schnittpwuk erhalten also

<?m%d®) <0<
IR

Zum Schluss betrachten wir noch Parametertransformati@wif : [a,b] — R" eine Kurve und
[c,d] C R ein weiteres Intervall. Sei weiter

¢ : [c,d]— [ab]
eine stetige bijektive Abbildung. Dann ist die zusammeantgs Abbildung
g="fod : [c,d—R"
gr) = f(e(),

wieder eine Kurve inR". Man sagt, daR die Kurvg aus f durch die Parametertransformati-
on ¢ hervorgeht. Die Kurvenpunkte ifR" von f und g sind dieselben, sie werden aber unter
Umsténden verschieden durchlaufen. Es konnen die folgelneiden Falle auftreten:

1. ¢ ist streng monoton wachsend. In diesem Fall werden die ewdkt f und g gleich
durchlaufen und man nenttorientierungstreu. Fir die Anfangs- und Endpunkte gilt in
diesem Fall

fl@=d(c), f(b)=g(d).

2. ¢ ist streng monoton fallend. In diesem Fall werden die Puméitej umgekehrt durchlau-
fen bezuglichf. Man nenntp in diesem Fall orientierungsumkehrend. Fir die Anfangs-
und Endpunkte gilt in diesem Fall

-

fl=g(d), f(b)=0(0).

Betrachtet man die Variableals die Zeit, so entspricht eine orientierungsumkehrenden
Parametertransformation einer Zeitumkehr.
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Fur den Tangentialvektor der Kurggt) folgt mit Hilfe der Kettenregel

—,

g = f($()-¢'(v).

Insbesondere unterscheiden sich die Tangentialvekgdtenund f'(t), wobeit = ¢(1) ist, nur
um den skalaren Faktdr (1).

Fir die Bogenlangen gilt:

b d
Jifoide = [lgai d

Dies laft sich leicht mit Hilfe der Substitutionsregel zigDie beiden Kurven haben also die
gleiche Bogenlange, d.h. die Bogenlange ist von der Paraieeting unabhangig.

Wir betrachten ein Beispiel: Die Kurve

f o [—rr]—R?

t
r2 —t2

beschreibt einen Halbkreis. Sei nun

¢ : [0 —[-rr],
d(t) = rcost

eine Parametertransformation. Diese Transformatiorebilids IntervallO, 11 bijektiv auf das
Intervall [—r,r] ab. Wir erhalten

g : [0 —R?
I COSt
g = ( rsint ) ’
Wir sehen, daf? auch diese Kurve einen Halbkreis beschreibt.
Bemerkung: Die Parametertransformatgpm diesem Beispiel ist orientierungsumkehrend.

2.5 Funktionen in mehreren Variablen

SeiU eine Teilmenge deR". Wir betrachten nun Funktionen

f : U=R,
(X1,.o0s %) —  F(X1,...,%) -
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Die Funktionf ist partiell differenzierbar in der i-ten Koordinate, falls der Grenzwert

i f(X1,...,%5+h . xn) — F(Xg,.00 %, ., Xn)
im
h—0 h

existiert. Man schreibt

0 . o P Xi Dy Xn) — T (X X Xn)
aXif(xl,...,x.,...,xn) = HLno h )

Diese Formel zeigt auch, wie man dige partielle Ableitung berechnet: Man halt alle anderen
Variablenxy,... X1, Xi+1, ..., Xn fest und nimmt die gewdhnliche Ableitung nach der Variaben

Wir nennen eine Funktiopartiell differenzierbar , falls sie in allen Variablen partiell diffe-
renzierbar ist. Ebenso nennen wir eine Funksteatig partiell differenzierbar, falls sie partiell
differenzierbar ist und alle Ableitungen stetig sind.

Beispiel: Wir betrachten die Funktion

f : RESR,

(X1,X2,X3) — 1/ X2 + X3 +X3.

Es ist

X1

0
Ea f(X1,%X2,%3) = —F————m—.
: JErEE

Wir kdnnen partielle Ableitungen auch hintereinander @nsfn und erhalten hohere Ableitun-
gen:

0 0 0 0
——f = — | —f .
6X| OX] <X17 7Xn) 6X| <0XJ <X17 7Xn))

Man beachte, daf} diese Schreibweise impliziert, daf3 zshd@hAbleitung naclx; ausgeflhrt
wird, und das Zwischenergebniss dann ngcibgeleitet wird. Wir interessieren uns daflr unter
welchen Voraussetzungen das Endergebniss nicht von deefelge der Ableitungen abhangt:

Satz: Seif zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt fir gartiellen Ableitungen

0 0 0 0

——f = ——f

6X| OX] (Xl7 7Xn) OX] 6X| <X17 7Xn)
Allgemeiner gilt: Istf k-mal stetig partiell differenzierbar, so vertauschen ldien partiellen
Ableitungen:

00y L 00
) 1y---5An axo(ll)axo(lk)

f(X1,..., %),
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wobeio eine Permutation vofiy, ..., ik) ist.

Seif : R" — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionr 8agen, daf in X5 € R"
einlokales Maximum hat, falls eine Umgebung c R" von X existiert, so daf3

f(%) > f(X),
fur alleX € U. Gilt dagegen

f(X) < (%),

fur alleX € U, so spricht man von einefokalen Minimum .

Es ist unmittelbar einsichtig, dal’3 eine notwendige Bedmggfiir das Vorliegen eines lokalen
Minimums oder lokalen Maximums das Verschwinden alleripben Ableitungen an der Stelle

Xo ist:

0Xi =%,

Wirde eine partielle Ableitung nicht verschwinden, so gbin jeder Umgebung vaxy einen
Punkt, an denf (X) < f(Xo) gilt, sowie einen Punkt an derf(X) > f(Xo) gilt. Ist zum Beispiel
die i-te partielle Ableitung ungleich Null, so betrachtet maarhu zwei Punkte, die um einen
infinitessimalen positiven bzw. negativen Wert in Richtaiegi-ten Einheitsvektors verschoben
sind.

Um eine hinreichende Bedingung fir das Vorliegen eineslérkdinimums oder Maximums
zu finden betrachten wir die zweiten Ableitungen und defematieHessesche Matrix

02
6>q 6Xj

Hij (%) fX), 1<i,j<n.

Da nach Voraussetzunigzweimal stetig differenzierbar ist, vertauschen die p#en Ableitun-
gen und die Hessesche Matrix ist offensichtliche symneris
Hij (X)) = H;i(X).

Wir bezeichnen eine symmetrische n Matrix A als positiv definit, falls fiir alle& € R\ {0}
gilt:

ETAE > 0.
Wir bezeichnen sie alsegativ definit, falls fir alle€ € R™\ {0} gilt:

ETAE < 0.
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Wir bezeichnen die Matri alsindefinit, falls es eir€ € R" und einn € R" gibt, so dal3
ETAE>0, n'An<o.

Man findet auch die Begriffe “positiv semi-definit” und “neiyasemi-definit”. Eine symmetri-
schen x n Matrix A nennt manpositiv semi-definit bzw. negativ semi-definit falls fur alle
& e R"gilt:

ETAZ >0, bzw. ETAZ<O.

Satz: Eine reelle symmetriscine< n Matrix A besitzt eine Orthonormalbadgs, ..., &, von Ei-
genvektoren und alle EigenweRe, ..., A sind reell.

A8 = Aj§j.

Wir betrachten nun den Vekt@rin dieser Basis:

und erhalten durch Einsetzen:

ETAE = (i;qéT>A<glcjéj> :izl];c.c, (8" Agj)

= Zl ZlciCj (éTAjéj) = Z \ic?
i=1j=

Somit erhalten wir die folgenden Aussagen: Eine reelle sginisthen x n Matrix A ist positiv
definit, falls alle Eigenwerte positiv siné.ist negativ definit, falls alle Eigenwerte negativ sind.
Alist indefinit, falls mindestens ein positiver und mindestem negativer Eigenwert existieA.
ist positiv semi-definit, falls alle Eigenwerte nicht ndgatind. A ist negativ semi-definit, falls
alle Eigenwerte nicht positiv sind.

Um zu entscheiden, ob eine symmetrische Matrix positiv daét) ist es nicht notwendig die
Eigenwerte zu bestimmen. Ein Kriterium, dal3 die BestimmuergEigenwerte vermeidet, wurde
von Hurwitz angegeben: Sei

all ... dn

anl ... dnn

eine reelle symmetrischex n Matrix. A ist positive definit, falls

all ... Ak

Al - Ak
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furallek € {1,...,n} gilt.

Wir kehren zur Betrachtung der lokalen Minima und MaximaeeiRunktion zurtick. Wir erhal-
ten die folgende Aussage: Skei R" — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion
undXo € R" ein Punkt, so dafi

9 t®) - 0, Vi<j<n.
0x =%

Ist die Hessesche Matridjj (Xo) positiv definit, so besitzt in Xy ein lokales Minimum. Ist sie
negativ definit, so besitzt in X; ein lokales Maximum. Ist die Hessesche Matrix indefinit, so
sagt man, daf® in Xy einenSattelpunkt besitzt.

Beispiel 1: Sei

fxy) = X+
Im PunkteXo = (0,0) verschwinden die partiellen Ableitungen:

of of
= Ag—00) =0 -

3y = 2Y|3—(00 =0

%=(0,0)

ox %=(0,0)

Die Hessesche Matrix ist gegeben durch

o - (39)

Diese Matrix ist positiv definit und hat an der Stell& = (0,0) ein Minimum.

Beispiel 2: Sei nun

f(X7 y) = X2 - y2
Im PunkteXo = (0,0) verschwinden die partiellen Ableitungen:
of of
— = 2y 0oy =0, — = —2e 00 = 0.
|00 |%=(0,0) 3500 2Yl3—(0,0)

Die Hessesche Matrix ist gegeben durch

HR®) = (g —02)

Diese Matrix ist indefinit und hat an der Stell& = (0,0) einen Sattelpunkt.
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2.6 Vektorfelder

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall einer Abbildunglem der Definitionsbereidl eine
offene Teilmenge deR" und der WertebereicW eine Teilmenge deR™ ist:

f @ U—=RM
X1,y Xn) — F(xl,...,xn).

Man bezeichnef als ein Vektorfeld. Jedem Punity, ...,X,) € U wird ein Vektorf ¢ R™M zuge-
ordnet. Schreiben wif in Komponenten

- fl(Xl,...,Xn>
f(Xg,.0sXn) =
fm (X]_7 ...,Xn)

so haben wim Abbildungen
fi  U=R,
(X1,..0%n) — fj(X, .., %n) -

Wir schreiben im folgendek= (Xq, ..., Xn).

Wir betrachten drei Beispiele fur Vektorfelder:

fi 1 R?—>R?
- 1
50~ (g )
f, 1 R? > R?
- i Xl
- ()
fs : R?—>R?

- . —X2
- ().
Diese Vektorfelder sind in Abbildung 1 graphisch dargédistel

Wir bezeichnen eine Abbildunﬁ: U — RMals im Punkte&ly € U total differenzierbar, falls es
eine lineare Abbildung

A : R"R™
X — AX

gibt, so daf3 in einer Umgebung vangilt:
f(0+8) = fixo)+AE+o(IEll).
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Abbildung 1: Darstellung der drei Vektorfleder aus dem Bieisp

Die kleine “0"-Schreibweise bedeutet, dal’ das Restgliedidaine Funktiorﬁ(g) gegeben ist,
fur die qilt
$(©)

Iim —=*% =
I1E]|—o0 [|&]]

Das Restglied verschwindet also schneller als der IineamTUrHEH — 0. Die Bedingung an
die totale Differenzierbarkeit bedeutet also, dal? sichAdikildung in einer hinreichend kleinen
Umgebung vorXy durch eine Konstantﬁ(io) und einen linearen Termé beschreiben lafit.

Neben der totalen Differenzierbarkeit haben wir natirlcth die partiellen Ableitungen der
i-ten Komponentd; nach derj-ten Koordinate:

af; i fi (X2, o, Xj 1, X0) = Fi (X, o, X0, Xn)
— = lim .
0xj h—0 h

Diese partiellen Ableitungen definieren eime< n Matrix J;j

of

Jj(X) = o’

1<i<m, 1<j<n,

die man alsJacobi-Matrix oder Funktional-Matrix bezeichnet. Auch die BezeichniDiffe-
rential wird verwendet, und man findet die Notation

Df(X) = J(X).

Fur den Zusammenhang zwischen totaler Differenzierbatkel partieller Differenzierbarkeit
haben wir die folgenden Satze:

Satz: SelJ c R" eine offene Teilmenge unfl: U — R™ eine Abbildung, die im Punkt& € U
total differenzierbar sei, d.h.

f(%o+8) = T(0)+AE+o(Ji]).
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Dann istf im Punktex, stetig und alle Komponentef : U — R von f sind im Punktet partiell
differenzierbar und es gilt

of;
6Xj

(%) = Aj.

Satz: Sei wiedet) C R" eine offene Teilmenge unfl: U — R™ eine Abbildung. Es sei weiter
vorausgesetzt, dal3 die Abbilduigm PunkteXy € U stetig partiell differenzierbar ist, d.h. alle
partiellen Ableitungen

of
an

(Xo)

existieren und sind stetig. Dann iin X, total differenzierbar.

Wir haben also die folgenden Implikationen:
stetig partiell differenzierbar- total differenzierbar=- partiell differenzierbar

Die Umkehrungen gelten im allgemeinen nicht.

Fir die totale Ableitung gilt die Kettenregel: Seienc R" undV c R™ offene Mengen und
g:U—>R™  f:vV-RK

Abbildungen mitg(U) C V. Sei weiter vorausgesetzt, dafl3 die Abbilduhgn Punktex, € U
total differenzierbar sei und daf3 die Abbilduhgn Punkteyo = §(Xo) total differenzierbar sei.
Dann ist die zusammengesetzte Abbildung

fog : U—RK
im PunkteXy total differenzierbar und fur ihr Differential gilt
D(fog) (%) = DF (%) Dg(%).

Betrachten wir hierzu ein Beispiel:

g : R2-R?
2 2
_ [ XtX
g(?) - ( 1+2X1X2 )7
f : R? >R
= (5" ).
Y2
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Die zusammengesetzte Abbildung ist somit
fog : R?>—R?

(1o o0= ( * B ).

Sei weiter

Fur die Differentiale findet man

2x1 2% 2
oa = (25 20 ) s (2 2)

2

2

o7 = (035, . (08)
Y1=24Y2=

~(08)(22)=(12 22)

Andererseits erhélt man dieses Ergebnis auch aus deretr&dchnung:

° - 2X1 + 2Xo 2X1 + 2Xo B 4 4
D(fog) (%) - <4x2(1+2x1x2) Ay (1+ 2x4%p) )Xl_LXz_l_ ( 12 12)'

Wir fihren im Zusammenhang mit Vektorfeldern noch einigehiige Begriffe ein: SeéJ ¢ R"

eine offene Menge undl : U — R eine partiell differenzierbare Funktion venvariablen. Die
partiellen Ableitungen vo definieren ein Vektorfeld, welches man als deradienten von ¢

bezeichnet:

Somit ist

Df (Yo) - DF (%o

~—

graddp : U —R",
99 ()

aXl

grad¢ (X) =
99(x)
0%n

Der Gradient einer skalaren Funktion ist also ein Vektdifeial3 in derj-ten Komponente die
j-te partielle Ableitung enthalt. Fihrt man den Nabla-Opmra ein,
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so laRdt sich dieses Vektorfeld auch als
gradp = 0o

schreiben.

Bemerkung:[J ist ein Operator, der auf eine Gré3e, wie zum Beispiel einegk&on, die ab-
geleitet werden kann, wirkt. Man sollte diese Grol3e dah@enemmitangeben. Mathematische
Beziehungen, in denen die Grol3e auf die ein Operator wibkt, imachen nur Sinn, wenn sie fir
alle moéglichen Grélien des Problems (wie zum Beispiel fér Bdistfunktionen) gelten.

Beispiel: Wir betrachten die Funktion
¢ : RE-R,
¢ (%) =X+ +G.

Wir erhalten fur den Gradienten
gradd (x) = 06X =| 2

Bemerkung: Wir hatten bereits gesehen, dal eine notweBeidi@gung fur das Vorliegen eines
lokalen Maximums bzw. eines lokalen Minimums im Puriielas Verschwinden aller partiellen
Ableitungen in diesem Punkte ist. Das Verschwinden alletigllen Ableitungen ist gleichbe-
deutend mit der Aussage

d.h. der Gradient verschwindet.

SeiU c R" eine offene Menge und : U — R" eine partiell differenzierbares Vektorfeld. Wir
definieren dieDivergenzdieses Vektorfeldes als eine skalare Funktionrdeariablen

divf : U—R,
die durch
0 of; (%)
an

div f(x) =
=1

gegeben ist. Mit Hilfe des Nabla-Operators schreibt maih afic
divf() = O-f().
Beispiel: Wir betrachten das Vektorfeld

f: R®SRS,
- X%+X2
f (Y) = 3o — X1
SX3+ 7X2
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Wir erhalten fur die Divergenz
divf(®x) = 0 -F(X)=2x+3+5=2x+8.

Es ist auch interessant die Divergenz der drei VektorfeddsrAbbildung 1 zu berechnen. Man
findet:

divfi(x) = O-fi(x) = aixll+ aizsmxl =0,
o E— 0 0

div fz(i) = - fz(?) = a—XlX]_—I— 6—2)(2 =2,
I S 0 0

div f3(X) = O-f3(X) = P (—X2) + a—xle =0.

\Von diesen drei Beispielen hat also ridreine nicht-verschwindende Divergenz. Die Divergenz
beschreibt die Quellen und Senken eines Vektorfeldes.

Wir betrachten noch die folgende Kombination von Gradierd Divergenz: Sel C R" eine
offene Menge una : U — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare FunktiomvoVa-
riablen. Wir wenden erst den Gradienten éwtn, und dann die Divergenz auf das resultierende
Vektorfeld. Wir erhalten somit wieder eine skalare Funktio

Ad 1 U—=R,
0% (X
Ad (X) = div gradd (X Z 0x2

Mit Hilfe des Nabla-Operators kdnnen wir wieder schreiben:

£ (x) = D-06(x).

Wir bezeichnen mit

denLaplace-Operator.

Wir betrachten noch den Spezialfall eines Vektorfeldes@ Bimensionen:
A RE-RE

Hier kbnnen wir noch eine weitere Operation einfihren, daralsRotation bezeichnet und
wie folgt definiert ist:

rotA : R3— RS

~ M) omR)
rotA(X) = e — af(l
8A0)  0AL(N)
aXl - ax2
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Mit Hilfe des Nabla-Operators und des Kreuzproduktes laBtdies auch schreiben als
rotA(X) = OxA(X).
Beispiel: Sei

A : R®S RS
—Xo
A(Y) = X1 .
0

0
rmmmﬁxmw(o)
2

Dann ist

Kehren wir nocheinmal zu den Vektorfeldern aus Abbildungufiizk. Diese Vektorfelder sind
Abbildungen vonR? nachR?, daher ist die Operation der Rotation nicht unmittelbaadér
anwendbar. Wir kdnnen aber trotzdem fur ein Vektorféle- (fq, f2) die anti-symmetrische
Ableitung

0. 0
aX1 2 6X2 1
betrachten. Wir finden:

0 0 0 0
— fio— —f — _—_gj - 1=
0x1 2 0x2 H 0x1 sia X2 COS(Xl),
0 0 0
fyp———fy = —Xp— =X =0
aX1 22 aXZ 21 ax1X2 aXzX1 ’
0 0 0 0
g fa = ——Xg— = (—X2) = 2.
aX1 32 aXZ 31 aXlX1 aXZ( XZ)

Die Rotation beschreibt die Wirbel eines Vektorfeldes.

Rechenregeln: Seien

f . R"—R"

o} R" — Rn,
Vektorfelder und

¢ : R"—R,

g : R"—R,



Funktionen. Wir betrachten nun einige Rechenregeln desaNaperators. Wir nehmen an, dal
alle Felder und Funktionen zweimal stetig partiell diffezeerbar sind. Im Folgenden wollen
wir implizit annehmen, dal3 in Regeln in denen das Vektorpkodzw. die Rotation vorkommt,
n = 3 vorausgesetzt wird. In allen anderen Regelnist¢liebig.

Rotation eines Gradientenfeldes:

rotgradp = O,
0 x (ﬁd)) =
Beweis: Wir betrachten die erste Komponente von rot grad
0 0 0 0

— —¢-—-——0 = O
6X2 aX3 aX3 ax2

Gleiches gilt fur die anderen Komponenten. Ein Gradierdelnitt also rotationsfrei.

Divergenz eines Rotationsfeldes:

divrotf = 0,
Beweis:
> (o 0 0 0 0 0 0 0 0 0

= 0

Ein Rotationsfeld ist also divergenzfrei.

Produktregeln:
div (¢F) — (grad$)- f+ ¢ div T,
ﬁ(qﬁ) - (ﬁq)) f+o0f
Beweis:
5(67) - ,.iaix,-(”): Z(aid’) ﬂéq,aixjr:(aq)).ﬂq,ar
Analog gilt:

rot (¢F) = (gradd)x f+drotf,
ﬁx(q)l?) = (ﬁd))xf%—d)ﬁxﬁ
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sowie
div(Fx g) - (rot F) .g— f-(rotg),
E(Fxg) - (iﬁ)@-ﬁ(ﬁx@).
Man beachte das fiir den Laplace-Operator gilt:
AW = @)w+2(D0)- (Du)+oop.

Beweis:

AGY) = Z:Z =3 o (% )w+¢ 1

=1

A\ v 0Xj * ) OXj qJ GXZLD
— (MD)W +2( ¢) - (im) Ay,

Die zweimalige Anwendung einer Rotation laf3t sich Verah&n zu
rotrotf = grad(div F) —Af,
[ x (ﬁx F) = 0 (ﬁl?) —Af.
2.7 Integralrechnung in mehreren Variablen

In diesem Abschnitt moéchten wir uns mit der Integration inhneeen Variablen beschéftigen.
SeiQ ein achsenparalleler kompakter Quadefiith Q is gegeben durch

Q = Iixlax..Xlp,

wobei jedesj = [aj,bj] C R ein beschranktes und abgeschlossenes Intervall ist. Asedi
Quader betrachten wir eine stetige Funktion wovariablen

f . Q—R,
(X1, Xn) — F(X1,..., %) -

Halten wirxo, ..., X, fest und integrieren wir Gber das Intervhl] so erhalten wir eine Funktion
von (n— 1) Variablen



Ist f stetig, so ist auck, wieder stetig.

Wir kénnen diesen Prozess nun fortsetzen und definiereals eine Funktion vorin — 2) Va-
riablen, die wir durch Integration vdr, Gberl, erhalten:

by by
Fi2(X3, ..., X /dxz F1(X2,...,%n) :/dx2 /dxl f(X,...,%n)
a a

Setzen wir dies fur alle Variablen fort, so erhalten wir naeh letzten Integration eine reelle
Zahl, die wir als das Integral vohiiberQ bezeichnen:

bn by by
= /dxn /dxz /dX1 f (X1,..-,%n)
an 2 a1

— /dxl...dxn f(X1,...,%n)
Q

/d”x f(X1,.., %),
Q

/d”x £(%)

Q

Bemerkung: Das Integralist unabh&angig von der Reihenfolge, in der die Integraticagsge-
fuhrt werden.

Wir schreiben oft auch

oder

bzw.

Beispiel: SelQ = [1,2] x [0, 1] und

f : Q—R,
— 2 Ve
f (X1, %2) = X] 4+ 3X1X2 + 5%5.

Dann ist

2 1 2
3 5
I = /dxldez (X8 + 3xq%2 + 5%3) :/dx1 (x%xz+§x1x§+zx‘2‘
1

2

Xo=1
Xo=0

3 5 1, 3, 5 |2
= /dX1<X1+2X1+4) éX:JB_-FZX%‘FZXlX:l
1 1

3 2 3 4 4 6
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Wir betrachten nun Funktionein: R" — R. Wir definieren deflrager (engl. support) der Funk-
tion f als die abgeschlossene Hille der Menge aller Punkte, inndéigeFunktion von Null
verschieden ist:

suppf = {XeR": f(X)#0}.

Wir bezeichnen mit;(R") die Menge aller stetigen Funktionen: R" — R mit kompakten
Trager. Diese Menge ist ein Vektorraum. Aus dieser Definitadgt, da es zu jederhe C(R")
einen achsenparallelen Quadggibt, so daf¥f aul3erhalb volQ verschwindet. Furf € C(R")

setzen wir nun
/d”xf(z) - /d”xf(z)
RN Q

Das Integral hat die folgenden drei Eigenschaften:

1. Linearitat : Fur f,g € G(R") undA € R gilt

/d”x [f (0 +g(x)] = /d”x £(% +/d”xg
Rn
/d”x)\f %) = )\/d”xf
Rn
2. Monotonie: Gilt f (X) < g(X) fur allexX € R", so folgt
/ dx f(R) < / d"x g(%)
RN Rn
3. Translationsinvarianz: Fur allexp € R" gilt

R/nd”xf(i) - R/nd”xf(xf—zo).

Das Integral ordnet also jeder Funktidne ((R") eine reelle Zahl zu und definiert so eine
Abbildung

Cc(Rn —>R
f—>/d”xf

Eine Abbildung von einem Funktionenraum in die reellen 2ahhennt man eifrunktional.
Die obigen drei Eigenschaften des Integrals besagen, dalhtégral ein lineares, monotones
und translationinvariantes Funktional auf dem Funktioaem ;(R") ist.
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Eine wichtige Aussage der Integralrechnung lautet, daBediei Eigenschaften das Integral
fast vollstandig charakterisieren. Es gilt der folgend&zSaeiJ : (;(R") — R ein lineares, mo-
notones und translationsinvariantes Funktional. Danhasleine Konstante< R, so dal3

cR/nd”x £(%)

Bemerkung: Ein lineares, monotones und translationsemtes Funktional : G;(R") — R
nennt man auch eirlaarsches MaRRauf demR". Der obige Satz sagt aus, dal3 auf démh
bis auf einen konstanten Faktor genau ein Haarsches Mal3 gibt

Wir haben oben das Integral Uber d&f flr stetige Funktionen mit kompakten Trager defi-
niert. Nun gibt es dartiberhinaus noch weitere Funktion@ngie das Integral sinnvoll definiert
werden kann.

Wir erinnern uns an die Definition des Integrals in einer Dasien: Wir hatten zun&chst die
Menge aller Treppenfunktion€h[a, b] auf einem Intervalla, b] definiert. Dies sind alle Funk-
tionent, fur die es eine Unterteilung

a=X <X <..<X=Db

gibt, so daft auf jedem offenen Intervalk;_1,x;[ konstant ist. Der Wert auf diesem Intervall sei
mit c; bezeichnet. Das Integral einer Treppenfunktion definiem @ls

b

a

Sei f : [a,b] — R eine beliebige beschrankte Funktion une T[a, b]. Man schreibtf >t falls
f(x) > t(x) fur allex € [a,b] gilt. Fur f definiert man das Ober- und Unterintegral wie folgt:

b* b
/f(x)dx — inf /t(x)dx;teT[a,b],tzf ,

a

b
/f(x)dx = sup /t(x)dx;teT[a,b],tgf ,
a

*

Ist fur eine Funktiorf : [a,b] — R das Oberintegral gleich dem Unterintegral, so bezeichiaet m
die Funktion als Riemann-integrierbar und setzt

b*

/bf(x)dx = /f(x)dx:/b f(x) dx

*
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In einem zweiten Schritt haben wir dann den Integralbeguiff nicht-kompakte Intervalle er-
weitert. Dies fuhrte zur Definition der uneigentlichen brte:

o b

/ fdx = lim fim [ f(x) dx

a——ooph—oo
— o0 a

Wir wollen nun den Integralbegriff ifk" auf eine groRere Klasse als die stetigen Funktionen mit
kompakten Trager erweitern. Dies wird uns auf die DefinilesLebesgue-Integralsfiihren.

Wir betrachten eine Funktionenfolgg € (:(R") von stetigen Funktionen mit kompakten
Trager, die monoton wachsend sein soll, d.h.

fi<fh<fz3<..
Bemerkung: Dies ist eine Bedingung, die fur jedegelten muss, d.h.
f1(X) < f,(X) < f3(X) < ... furalle xe R".

Fur jedeX konvergiert die Folgd,(X) entweder gegen eine reelle Zahl oder uneigentlich gegen
plus Unendlich. Wir definieren nun eine Abbildung

f @ R"—RU{w},
f(X) = r!mo fn(X).

Die Menge der Funktionen, die sich so als Limiten von Fumigitfolgen aug®(R") erhalten
lassen, bezeichnen wir als die Mengé (R"). Wir definieren das Integral fifr € #1(R") durch

/f(z) dx = lim [ fa(®)dx € RU {oo}.

n—oo

RD RO
Analog kdnnen wir eine monoton fallende Funktionenfofge (:(R") betrachten:
fi>f>1f3> ..

Fir jedexX € R" konvergiert diese Folge entweder gegen eine reelle Zahlodggentlich gegen
minus Unendlich. Dies definiert wieder eine Abbildung
f @ R">RU{-o},
f(X) = r!im fn(X).

Die Menge der Funktionen, die sich so als Limiten von Fumigitfolgen aug®;(R") erhalten
lassen, bezeichnen wir als die Mengfe (R"). Wir definieren das Integral fifr ¢ 71 (R") durch

n—oo

RN RN

/f(i) dx = lim [ fa(®)dx € RU{—w}.
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Es 1aR sich zeigen, daR die Funktionen, die sowoh#HZyR") als auch zu/ ' (R") gehoren,
genau die Funktionen sind, die @i(R") liegen:

GR" = HI(RYNHYR).

Mit Hilfe der Funktionen aug/ ' (R") und #*(R") definieren wir fiirf : R" — RU {+o} das
Ober- und Unterintegral:

b
/*f(z> dx — inf{/q)(z) dx ¢ € #(R), ¢ > f},
RN a

b
/f(i)dx = sup{/q)(i)dx;¢e}[l(Rn),¢<f}.

Rn*

Man nennt die Funktiori : R" — RU{+o} Lebesgue-integrierbar, falls
o </ f(R)dx — / £(%) dx < oo
Rn Rn

gilt. In diesem Fall setzt man
/f(z)dx _ /f(i)dx:/ £(%) dx
RN Rn RN

Den Funktionen aug/ (R") und # ' (R") in der Definition des Lebesgue-Integrals entsprechen
die Treppenfunktionen in der Definition des Riemann-Irasgyr

Satz: Jede Riemann-integrierbare FunktfarR" — R ist auch Lebesgue-integrierbar.
Satz: Istf : R" — R Lebesgue-integrierbar, so ist auch die Funktibr_ebesgue-integrierbar.
Bemerkung: Der obige Satz, dal? jede Riemann-integriefaarktion auch Lebesgue-integrierbar

ist, bezieht sich nur auf Riemann-Integral im eigentlic&&me. Fir uneigentliche Integrale ist
diese Aussage im allgemeinen nicht korrekt, wie folgendege@beispiel zeigt:

f : R—>R,

(="
f(x) = — fallsn<x<n+1 neZ.

Integriert man diese Funktion von Null bis Unendlich, sd §ir das uneigentliche Riemann-
Integral

co n

n
/dxf(x) = lim [dx f) = lim § "= =In2
0 0




Diese Funktion ist allerdings nicht Lebesgue-integrierdann dann wére auch die Funktidn
Lebesgue-integrierbar. Das Integral Ubg&rentspricht der harmonischen Reihe, welche diver-
giert.

Die Klasse der Funktionen, die Lebesgue-integrierbar,9sidgrof3er als die Klasse der (ei-
gentlich) Riemann-integrierbaren Funktionen. Hierzuduetiten wir die Dirichlet-Funktion

f : [0,1] —[0,1],

1 xeQ,
f<x):{ 0 §¢@.

Das Riemann-Integral existiert nicht, da alle Obersumntets 4 und alle Untersummen stets
0 sind. Andererseits laldt sich zeigen, dal3 die Menge demagén Zahler() eine Lebesgue-
Nullmenge in der Menge der reellen ZahlRnst. Daher existiert das Lebesgue-Integral und hat
den Wert Null.

Hierzu mussen wir noch den Begriff eineebesgue-Nullmengeerlautern: SeM eine Teilem-
nge desR". Wir definieren die charakteristische Funktigg durch

1, xeM,
XM(X) = {0 X¢M.

Wir bezeichnen eine Menge als integrierbar, falls ihre aktmristische Funktion Lebesgue-

integrierbar ist. In diesem Fall definieren wir das Volumeddr Lebesgue-Mal3) der Menge
M durch

Vol(M) = [ d™xm(X).
/

Wir bezeichnen eine Menge als Nullmenge, falls sie Lebesgpegrierbar ist und das Lebesgue-
Malf3 Null hat.

Seien zwei Funktionerf : R" — R undg: R" — R gegeben. Wir nennen die Funktionén
undg fast Uberall gleich, falls die Menge

{xeR": (%) #9(X)}

eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Satz: Seienf : R" — R und g : R" — R zwei Funktionen, die fast tUberall gleich sind. Ist
Lebesgue-integrierbar, so ist aughebesgue-integrierbar und es gilt

R/”dx f(R) = R/ndx 9%).
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Fazit: Bei der Berechnung von Integralen kommt es auf Nuliges nicht an.

Wir wenden uns nun den Rechentechniken flr Integrale zuetmPdaxis fuhrt man oft eine
Koordinatentransformation durch. Wir wollen nun hierza diransformationsformel fiir das In-
tegral betrachten.

Wir kennen bereits flr die Integration einer Variable dibSitutionsregel: Seb : [a, b] — W,
eine stetig differenzierbare Funktion urid D, — R eine stetige Funktion mity, C D> C R.

Dann gilt
b ¢(b)
/f(¢(x))¢’(x) dx — / £(x) dx.
a o)

Wir verallgemeinern diese Formel nun auf déh SeienU undV zwei offene Teilmengen des
R" und

d : UV

eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung, die aufem noch die Bedingung erfullt, daf3
auch die Umkehrabbildung

@ vou

stetig differenzierbar ist. Wir bezeichnen i$¢ die Funktionalmatrix

01 001

o

D§ (X) =

9¢n 9¢n

ok
Seinun

f V—->R
eine stetige Funktion. Dann gilt
/d”x detDd (R)| f (B /d”yf

Diese Formel bezeichnet man als die Transformationsfofiméhtegrale.

Betrachten wir zunachst den Fal= 1. Da¢ invertierbar sein soll, nehmen wir an, daf3
¢ : [ab—W

streng monoton wachsend ist. In diesem FaWst= [ (a), ¢ (b)] und

po) = 2% g9 >0
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Somit lautet die Transformationsformel
b ¢ (b)
[axf@x)e'c = [ dy fy).
a b(a)

Dies ist die uns schon bekannte Substitutionsregelp Istreng monoton fallend, so 8% =
[(b),d(a)] und¢’(x) < 0. In diesem Fall hat man

b o(a) o(b)
[ax @000 = ~ [ayiy= [ dy 1.
a o(b) o(a)

Als nachstes betrachten wir den FHal= 2. Ein Beispiel ist die Transformation auf die Polarko-
ordinaten. Sei

U = {(rne):r>00<@<2m cR%
Wir betrachten
$ : U—>R?

o= (ot )

Die Bildmenge vond ist derR? bis auf die positivex;-Achse. Dies ist delR? bis auf eine
Nullmenge. Es ist

D§ — Cosp —rsing
N sing rcosp /-

Die Determinante der Jacobi-Matrix ist somit
detD§ = r(coS@+sirte) =r.

Seif : R2 — R eine Funktion. Wir erhalten aus der Transformationsformel

(o]

00 00 2n
/dzxf(xl,xz) = /Xm/dXZ f (X1,%2) :/dr/d(prf (rcosg,rsing)
R2 —00 —00 0 0

Wir betrachten auch die Transformation auf Kugelkoordndtirn = 3. Sei hier
U = {(r6,0):r>0,0<8<m0< @< 2m CR>
Wir betrachten die Koordinatentransformation
¢ : U—RS
r sin@cosp
$(r,0,0)= | rsinBsing | .
r cosd
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Die Jacobi-Matrix lautet in diesem Fall

(sinecosrp r cosB cosp —rsinesin(p)

D$ (r,6,9) = sinBsin@ rcosBsing rsinBcosyp

cosd —rsin@ 0
Fir die Determinante dieser Matrix findet man
detD (r,0,¢) = r?sind.

Sei nunf : R® — R eine Funktion. Aus der Transformationsformel folgt

00 00 [ee]

/d3x f (X, %0, X3) = /dxl/dxz/dx3f (X1,%2,X3)

R3
T 2n

= /dr/de/d(pr sinBf (rsinBcosy, r sin@sing,r cosd) .

Wir betrachten nochmal die Transformationsformel

/d”x detDd (%)| f (& /d”yf

wobei : U — V eine bijektive Abbildung ist und sowoljl als auchp 1 stetig partiell differen-
zierbar sindU undV sind offene Teilmengen d&'. Die Funktionalmatrix ist eina x n-Matrix,
dessen Eintrage gegeben sind durch

OBy = G-

Wir definieren uns nun eine weitenex n-Matrix g, deren Eintrage durch

. odi  99i
9iniz = Zlale axj,

gegeben sind. Diese Matrix wird di4al3tensor bezeichnet. Offensichtlich gilt in Matrixschreib-
weise

g = (D§)" (D).
Nehmen wir auf beiden Seiten die Determinante, so findet man
dety = (detD§)?,

da die Determinante der transponierten Matrix gleich ddefeinante der ursprtinglichen Ma-
trix ist. Die rechte Seite ist ein Quadrat und daher nie nedafir konnen also problemlos die
Wurzel nehmen und erhalten

Vdetg = |detD§|.
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Man bezeichnelg| = detg als Gramsche Determinante Somit &Rt sich die Transformations-
formel auch schreiben als

[xVig @) = [dyim.
U \Y

Diese Form ist in Hinblick auf Verallgemeinerungen nitzlic

2.8 Integration auf Mannigfaltigkeiten

Die Transformationsformel erlaubt es uns, das Integrat @ben-dimensionales Gebiat zu
reparametrisieren und durch ein Integral Uber ein (eirdeed)n-dimensionales Gebiét auszu-
driicken. Hierbei sintl undV Teilmengen de&".

Wir wollen dies nun verallgemeinern und betrachten nunmliegration tibek-dimensionale
GebieteM. Diese Gebiete sollen wieder Teilmengen B8ssein, wobek < n. Wir sagen, dai’/
in denR" eingebettet ist.

In der Anwendung wichtig sind vor allem Gebiete, die in deeidimensionalen Rauri?®
eingebettet sind. Flkk= 2 spricht man in diesem Fall von einer Flache undkfér1 spricht man
von einer Kurve. Im allgemeinen sind diese eingebettetdnaBe keine Geraden oder Ebenen,
sondern beliebig gekriimmte Objekte. Wahrend Bérein Vektorraum ist, sind diese einge-
betteten Gebiete im allgemeinen keine Vektorraume melas Rihrt uns zu der Defintion von
Mannigfaltigkeiten.

2.8.1 Definition einer Mannigfaltigkeit
Wir betrachten zunachst zwei topologische RalvihendN sowie eine bijektive Abbildung
¢ : M—N
zwischen den beiden Raumen. Daijektiv sein soll, existiert die Umkehrabbildung
bt No>M.
Man bezeichned alsHomeomorphismus falls sowohld als auchp—? stetig sind.

Man bezeichnet als einenC!-Diffeomorphismus, falls sowohld als auch¢— stetig parti-
ell differenzierbar sind. Etwas allgemeiner bezeichnet fhals einenck-Diffeomorphismus,
falls sowohl¢ als auchp 1 k-mal stetig partiell differenzierbar sind. Ist sowahhls auchp !
beliebig oft partiell differenzierbar, so spricht man vanesn C*-Diffeomorphismus. Anstelle
von C”-Diffeomorphismus verwendet man auch die Sprechweggatter Diffeomorphismus.

Besonders wichtig ist der Fall, in dem einer der beiden Rawagen wirN, der R" ist. Man

kann die Abbildunge und¢$ ! benutzen, um Rechnungen im Rairauf den RaunR" zu-
rackzufihren.
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Eine offene Karte von M ist ein PaarnU, ), wobeiU eine offene Untermenge vavl und ¢
ein Homeomorphismus vdn auf eine offene Untermenge v’ ist.

Einedifferenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimensiom ist ein Hausdorff-Raum mit einer Fa-
milie offener KartenUy, do )aea, SO dald

M1:

M = [JUa.

acA

M2: Fur jedes Paam,3 € Aist die Abbildungdg o b * eine beliebig oft differenzierbare Ab-
bildung vondq (Ua NUp) aufdg (Ug NUg).

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit wird auch oft &8-Mannigfaltigkeit oder glatte Man-
nigfaltigkeit bezeichnet. Da wir uns nur mit differenziarbn Mannigfaltigkeiten beschéftigen
werden, werden wir oft die Bezeichnung “differenzierbagégiassen und daher einfach und kurz
von Mannigfaltigkeiten sprechen.

Die Familie offener KarteriUq, ¢« )aca bezeichnet man aktlas.

Furp € Ug und
ba(p) = (Xa(p),--%(P)),

bezeichnet man die Meng&, als dieKoordinatenumgebungvon p. Die Zahlenx;(p) bezeich-
net man als diéokalen Koordinaten von p.

BemerkungM schaut lokal in jeder Koordinatenumgebung wie B8raus, doch gilt dies nicht
global.

Beispiele

a)R": Der RaumR" ist eine MannigfaltigkeitR" kann mit einer einzigen Karte iberdeckt wer-
den.

b) St: Die Kreislinie
St = {XeR?X2=1}

ist eine Mannigfaltigkeit. Fur einen Atlas bendétigt man destens zwei Karten. Eine Méglich-
keit besteht in der stereographischen Projektion. Sei désknie durch die Punktéx, xp) im
R? gegeben, die

ﬁ+é:1
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erfullen. Wir projizieren vom Punktg0, 1) (“Nordpol”) auf diex;-Achse. Hierzu legen wir eine
Gerade durch die Punk{®, 1) und p = (X1, x2) und bestimmen den Schnittpurli, 0) mit der
x1-Achse. Man findet

Dies definiert die Abbildung

01 © SN{(0,1)} =R,
d1(p) =z
Die Abbildung ¢, bildet jeden Punkt der Kreislinie auf dig-Achse ab, mit Ausnahme des
Punktes(0,1). Sie Uberdeckt also nicht die komplette Mannigfaltigk@itr bendtigen also eine

zweite Karte, die den Punk®, 1) enthélt. Hierzu kdnnen wir die Projektion vom PunkBe—1)
(“Sutdpol”) benutzen. Hier findet man

X1
1—|—X2'

Z/]_ —
Dies definiert nun eine zweite Abbildung
o2 : SN\{(0,-1)} —R,
d2(p) =2

und somit eine zweite Karte. Diese beiden Karten zusammerdébken die gesamte Kreislinie
und bilden somit einen Atlas der Mannigfaltigkeit. Flr diste Karte ergibt sich die Umkehrab-
bildung¢; * zu

Fiir die zweite Karte findet man figr, *

=72 0 X 2 A
z°+1 z°+1

X1

Wir betrachten noch die Abbildung

020,71 : R—R

2
Z/ o X1 . Z%+1 o
| = _ S
1+x Z-1 7
1+ 2+1

Diese Abbildung ist auf
R\{0} = ¢17(S"\{(0.2),(0,-1)})
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beliebig oft differenzierbar.

c) S": Die n-Sphare, definiert durch
S = {XeR"™x2 =1}
d) P"(R): Der projektive Raum definiert als alle Linien durch den Wesg imR™1:
(X0, X1, -, %) = A(Xg,X1,---, %), A#DO.

e) Die Menge aller Rotationsmatrizen in zwei Dimensionen:

cosp —sind

sing cosp )’
Die Menge all dieser Matrizen bildet eine Mannigfaltigkelie homeomorph zur Kreislinig*
ist.
Gegenbeispiele
Zum besseren Verstandniss der Definition einer Mannigksii seien einige Beispiele ange-
fuhrt, diekeine Mannigfaltigkeiten sind:
a) Eine ein-dimensionale Linie vereinigt mit einer zwairénsionalen Flache, wie zum Beispiel
durch

X3(X+x3) = 0
definiert. Die so definierte Punktmenge ist an einigen Punktaneomorph zR, an anderen
Punkten homeomorph ZR?. In der Definition einer Mannigfaltigkeit wird aber verlanglaR
die Menge an allen Punkten homeomorphR\fiir ein festes ist.
b) Der Kegel

x%-i—x% —x% = 0

Die Umgebung des Punkté8, 0,0) laRt sich nicht homoemorph auf d&% abbilden.

c) Ein einzelnes Kegelsegment
X%—FX%—X% = 0, x3>0.
Hier 14Rt sich zwar eine Umgebung des Punk@$),0) stetig auf derR? abbilden, aber nicht
differenzierbar.
d) Das Liniensegment
[0,1]

Hier gibt es zu den Endpunkten keine offene Umgebungen.
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2.8.2 Untermannigfaltigkeiten desR"

In der Anwendung sin#-dimensionale Mannigfaltigkeiten von Bedeutung, die imd@" ein-
gebettet sind.

SeiM einek-dimensionale Mannigfaltigkeit un¢/,¢—1) eine Karte, d.hV ist eine offene
Menge vorM und¢—* ein Diffeomorphismus

¢_1 .V —RK

(Wir haben hier gegeniiber der Definition einer Karte die Béwmingenp und$—* vertauscht.
Da diese Abbildung invertierbar sind, spielt es keine grBd#e welche man man mi bzw.
¢! bezeichnet.) S&l = ¢ —1(V) das Bild vorv. U ist eine offene Menge ikX. Die Abbildung

o : U=V
geht dann von den lokalen Koordinaten in die Mannigfaltighes ist
UcRK VCcR"
Wir betrachten nun eine Abbildung
$ : RM—R"

mit der Eigenschaft

E[5|u = ¢.

d)]_(X]_,...,Xk)
$(X) = .
dn(Xa, .- Xk)

Da¢ bijektiv ist, gilt fir die Funktionalmatrix

In Komponenten haben wir

RankD® (X) = k, ¥XeU.

Die Funktionalmatrix ist eina x k-Matrix mit Rangk. Wir definieren nun wieder den Malf3tensor
durch

" o 06

Qj1j2 )
i= ale axiz

Der Malitensor ist einke x k-Matrix und es gilt wieder

g = (D§)' (DY).
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Allerdings handelt es sich hier nun um die Multiplikatiomei k x n-Matrix mit einern x k-
Matrix. Nehmen wir nun an, daf3 wir fir die Mannigfaltigk®tnur eine Karte benétigen. Dann
definieren wir das Integral einer Funktidiys, ..., yn) Uber die MannigfaltigkeiM durch

/dS(y) fy) = /dkxmf@s(z»-
M U

Auf der linken Seite bezeichndSy) dask-dimensionale Flachenelement (engl. “surface”).

Bemerkungen: Isk = n, so reduziert sich diese Definition auf die uns schon beleamrdns-
formationsformel

/d”yf(y) - /d“xmf@ﬁ(z».
M )

Ist hingegerk = 1, so stellt die Mannigfaltigkeil eine Kurve dar, die in deR" eingebettet ist.
Seil ¢ M ein kompaktes Gebiet dieser Kurve ufadb] = $ (1) c R. Betrachten wir weiter
den Spezialfallf () = 1, so erhalten wir

b b W%
vol(l) = /dS(V):/de@:/dx,/_Z(d—x') :
| a a 1=

Dies ist nichts anderes als die uns schon bekannte Bogenthard<urve.
Als eine Anwendung betrachten wir die Integration auf elegeloberflache. Sei hierzu
M = {XeR3: ¢ +x5+x5=R}.

SeiU das Gebiet

U = [0,1] x[0,2r
und® die Abbildung
¢ : U—-RS
RsinBcosp
$ (6,0 = | RsinBsing |.
Rcoso

Esist

D = RcosBsing Rsinbcosp

RcosBcosp —RsinBsing
—Rsin@ 0
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und

0 = O D= § g )

Somit ergibt sich,/|g| zu

Vgl = VR*sire=R2siné.

Wir wollen nun die Funktion
3
F(8,0) = — cos0

Uber die Kugeloberflache integrieren:

M/dS(V)F = O/Hdeznd(p (RPsing) (%coée) = :;RZO/Hsinecosze ng (g) =R

Bemerkung: Auf der Kugeloberflache bezeichnet man die dedmiérten Funktionen

Yin(©.0) = <—1>””z"”\/ S (R (cos)e™

als Kugelflachenfunktionen. Hierbei ist <m< | und diePlrn stellen die assozierten Legendre-
Funktionen dar:

A0 = (-)ma ™2 0 R,

R ist dasl-te Legendre-Polynom. Fir die Kugelflachenfunktionen ragativenm gilt
Yi-m®0,9) = (=1)™im(6,9)".
Die ersten Kugelflachenfunktionen sind explizit gegebertlolu

1
Yoo = —&——=

VAT

/3
Y]_o - E_[COSB,
Yii = — isineei“’,
V 8m
Yoo = i(:300§G—Z|.)
V 16m ’
Yo, = —\/1—55inecoseei“’,
81
/15 i
Yoo = 32]_[SIFI2992 .
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Auf der Oberflache der Einheitskugel sind die Kugelflachekfionen orthogonal, d.h. es gilt
T 21
| dosing [ dg¥im(8. ) Vi (.0) = BB
0 0

2.8.3 Die Satze von Gaufd und Stokes

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Integralséatze ndherddtten. Dies ist zum einen der Satz
von Gaul3, der es erlaubt das Integral Uber ein dreidimealsrRaumgebiet der Divergenz
eines Vektorfeldes durch ein Flachenintegral Uber dasoveld selbst zu ersetzen. Als zweites
wollen wir dann den Satz von Stokes betrachten, der es éranlFlachenintegral Uber die
Rotation eines Vektorfeldes durch ein Linienintegral Utdas Vektorfeld selbst auszudricken.
Diese beiden Satze sind der Physik der Elektrodynamik setftig.

SeiA C R" eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand. Der RandArsei mitdA bezeich-
net. DaA n-dimensional ist, ist der Rand eifle— 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit. Allgemein
bezeichnet mafn — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten de® alsHyperflachen. (Diese
Bezeichnung leitet sich von dem Fal= 3 ab: ImR3 sind die zweidimensionalen Untermannig-
faltigkeiten Flachen.) Sei

A : 0A—R"

das auRBere Einheitsnormalenvektorfeld auf dem Rand, ml jedem Punk& von 0A ist fi(X)
orthogonal zu jedem Tangentialvektor vt am Punkte&X. f(X) zeigt vom RandA nach aussen
und ist auf Eins normiert:

Betrachten wir nun ein Vektorfeld
E : R"R"
Der Gaul3sche Satzautet:

/d”xdivlf (®) = /dS(X) AR)-E (%),
A 0A

Der Gaul3sche Satz besagt, dal? das Integral Ubardmensionales Gebiet der Divergenz eines
Vektorfeldes gleich denin — 1)-dimensionalen Integral tber dem Rand des Gebietes der Nor-
malkomponente des Vektorfeldes bezlglich des Randes ist.

Beispiel: Wir betrachten ein Beispiel ift®. Das Vektorfeld sei

F : RE-R3
=3 X
F(X) =—.
(%) <P
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Esist

1
W.
SeiA die Kugel um den Ursprung mit Radi&&s Dann ist

divF =

R T 21 1 R
/d”xdivﬁ ®) = /dr/dﬁ/dq) r2sing :4Tr/dr:4nR.
A 0 0 0 0
Andererseits konnen das Integral Gber die Kugeloberflaebathten. Es ist
dS(X) = Rsinddddo,

sowie

Somit erhalten wir

T 21

. 1
dS(X) A(X)-F(X) = [d9 [ ddR®sind= =4mR
6{ 0/ 0/ R

Hiermit haben wir den Gaul3schen Satz an einem Beispielzierifi

Wir betrachten nun def®3. SeiB eine kompakte Flache i3 mit glattem Rand. Den Rand
bezeichnen wir midB. Weiter sei
F : RE-R®
ein Vektorfeld.
Der Satz von Stokedesagt

/ dS(R) A(R)- rotF () — / ds®) £ (%) - E (%)
B 0B

Hierbei istt (X) der Einheitstangentialvektor im Punk&@n den RandB. Diese Orientierungen
sind so korreliert, daB die geschlossene K@Belie in Richtung vori(X) durchlaufen wird und

N eine Rechtsschraube bilden.

Bemerkung: Da die Rotation eines Vektorfeldes involvistt gilt der Satz von Stokes in dieser
Form nur imR3,

Wir fihren noch zwei Satze von Green an: Sefeand g Funktionen auf denR" und A eine
kompakte Teilmenge dé&" mit glattem Rand. Deerste Satz von Greerbesagt, dal3

/d”x [f(z)Ag(zH(ﬁf(z))-(ﬁg(sz))] - /dS(X)f(?)ﬁ(?)(ﬁg(?)).
A 0A
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Dieser Satz ist eine direkte Anwendung des Gaul3’'schen$Sa&en man dort das Vektorfeld

einsetzt und die Produktregel fur die Differentiation vendet,

O (f®bam) = (Of®)-(Cem)+fRAag®).

Der zweite Satz von Greerautet:

@ (08900 ~g)a1 (0] = [ds [f(0A-Dg(x-g(0 A-OF (1]
0A

2.8.4 Differentialformen

Wir haben im vorherigen Abschnitt die Integralsatze von &and Stokes kennengelernt. Diese
Integralsatze sind Spezialfalle eines allgemeinereneSatter als der allgemeine Stokessche
Integralsatz bekannt ist. Mit Hilfe einer geeigneten Niotataf3t sich der allgemeine Stokessche

Integralsatz kompakt als
/ dw = / W
A oA

darstellen. In dieser Formel stebleine Differentialform dar, die wir nun einfiUhren wollen.

Betrachten wir zun&achst ein-dimensionale Integrale, ielir durch einen Grenzwertprozel3
definieren kdnnen:

/dx ) = limY f(x)ax
R ]
Ebenso zwei-dimensionale Integrale:

[axdydxy) = im 33 90402
R2 J

Anstelle der Funktionerfi(x) undg(x,y) werden wir nun neue Objekte

f(x)dx,  g(x,y) dxAdy

einfuhren, die Uber ein Gebiet der entsprechenden Dimemsiegriert werden kdnnen, einfih-
ren. Der Grund hierfir sind die Gbersichtlicheren Transtiionseigenschaften.
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Tangentialvektoren

Seil C R ein Intervall undy: | — M C R" eine differenzierbare Kurve. Man bezeichnet
d
—y(t)| eR"
gtV

to

als Tangentialvektor aM im Punktey(tp). Die Gesamtheit aller Tangentialvektoren nim
Punktep = y(to) wird mit T,M bezeichnetT,M ist ein Vektorraum. Die Dimension des Tangen-
tialraumes ist gleich der Dimension der Mannigfaltigkeit.

Wir bezeichnen miT M den dualen Vektorraum vofpM, d.h. die Menge aller Linearformen
@:ToM — R.

Die Elemente vorp € T;M heien auch Kotangentialvektoren.

Differentialformen erster Ordnung

Eine Differentialform erster Ordnung ist eine Abbildung
w:M—[JT;M
p
mit w(p) € T;M. Die Differentialformw ordnet also jedem Punkt € M einen Kotangential-

vektorw(p) € T;M zu. Wir bezeichnen den Wert van(p) auf dem Tangentialvektoare T,M
mit

((p),V)

Wir bezeichnen mig,, ..., &, die Standardorthonormalbasis d&& Wir konnen jeden Tangen-
tialraumTpM als einen Unterraum dé®” betrachten. (Ist die Mannigfaltigkeif derR" selbst,
so ist auch der Tangentialraum an jedem PunktRiey Wir fiihren nun eine Basis des Kotan-
gentialraumes ein: Wir definieren die Differentiale

dxg,...,dX,
durch
(dx.&) = 8.

Mit Hilfe dieser Basis des Kotangentialraumes lal3t sicle jBifferentialform erster Ordnung
schreiben als

w = ﬁ;m%dn
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Eine Differentialform erster Ordnung kann entlang einer€uintegriert werden. Seb eine
Differentialform erster Ordnung ung [a,b] — R" eine Kurve. Wir verwenden die Bezeichnung
y=Y([a,b]) fur das Bild vony. Dann wird das Integral vow Gibery definiert als

/m _ /b<w<v<t>),7<t>>-
y a

Mit Hilfe der Koordinatendarstellung findet man fir die reelseite

p n
[(0i0) yo) = fa s a5
Beispiel: Sei
®W = 3dxg+ (5+x1)dx +x3dxg
und
Vv - [0,1]—>R3,
t
V(t)( t2 )
14t
Dann ist

1
d d d
/w _ /dt [3at+(5+t)at +(l+t)a(1+t)}
Y 0
1 1

. /dt [3+2t(5+t)+(1+t)]:/dt [4+ 11t + 27
0 0

11

1,2 6l
2

2
— 4 £_92
T2 737 %

Differentialformen héherer Ordnung

Wir haben bisher gesehen, dal? Differentialformen erstén@rg tiber Kurven integriert werden
kénnen. Wir mdchten nun eine Verallgemeinerung, die eiteghation Gber héher dimensionale
Gebiete erlaubt. Wir beginnen mit der Definition des Dactpkbes von Linearformen: Seien
w1, ...,k € V* Linearformen, also Abbildungen

W;j V- R.
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Dann wird die Abbildung
WA A VE SR
definiert durch

(Q1,v1) ... {001,V
(A ... Aox) (V1,...,) = det

(W,v1) e {0 V)
Eigenschaften des Dachproduktes:
e Das Dachprodukt ist linear in jedem Argument:

A A (AW +bo ) A AW = alm AL AWA LAWK +HD (WAL AW AL A)

e Das Dachprodukt ist alternierend:

W) A\ - Aoy = SIGN(T) -1 A ... A
Insbesondere ist
WAW = —W AW,
A = 0.

Wir bezeichnen die Menge aller alternierenden line&&ormen aul/ mit
A
Definition: EineDifferentialform der Ordnung k (oder kurzk-Form) ist eine Abbildung
w:M = [JA*TyM
p
mit w(p) € /\"T{,‘M. Firk =1 stimmt diese Definition mit der schon bekannten Definition f

Differentialformen erster Ordnung tberein. Eine Diffaratiorm nullter Ordnung ist eine reell-
wertige Funktion.

Koordinatendarstellung von Differentialformé&rter Ordnung:

1
W = E.Z fiy i dX, A AdX, = Z fip i dX, A AdX, .

11,...,1k i1<...<ik

Abbleitungen von Differentialformen: Sei

w = Z fi i dX, A AdX,.
1< .. <k
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einek-Form. Dann bezeichnidw die (k+ 1)-Form
dw = dfi, i Adx, A AdX,,

i1<...<ik

wobei
0 ofi,.

dfi, i, = ox

Ikd

Bemerkung: Sef : R" — R eine Funktion. Dann bezeichnet man ohit dastotale Differential

von f:
n af

A

Das totale Differentiatl f einer Funktionf ist eine Einsform.
Rechenregeln: Seianundw zweik-Formen unds einel-Form. Dann gilt

wro = (—D¥oAw.
Weiter qilt:
d(aw+bw) = adw+ bdw,
d(wAo) = (dw) Ao+ (—1)*wA (do),
d(dw) = 0.

Zuriickziehen von Differentialformen: Seic R" und
1
w = W Z fip i dXg AL AdX,.
einek-Form inU. Weiter sei eine offene Mengé c R™ und eine stetig differenzierbare Abbil-

dung
¢ =(¢1,....¢n):V —U

vorgegeben. Dann definiert man elka&orm¢*winV durch

. 1
(1) W = HZ(fi1~--iko¢)d¢i1/\“'/\dq)ik'
Hierbei istdqnij das totale Differential vomj, also

by, = 3 s

48



Wir definieren nun die Integration vdaFormen tbek-dimensionale Gebiete. Wir beginnen mit
dem Fallk = n. Seiw also einen-Form. In diesem Fall laf3t siab schreiben als

w = FX)dxA...AdX,.

SeiA eine kompakte Teilmenge d&$. Wir setzen

A/w _ A/d”xf(i).

Betrachten wir nun den Fatl< n: SeiM einek-dimensionale Untermannigfaltigkeit d&§ und
A eine kompakte Teilmenge vavl, ebenfalls mit der Dimensiok Sei fernerw eine k-Form.
Wir nehmen an, dal3 es eine lokale Karte

d):RkHU

vonM gibt, so dafA € U. Wir moéchten nun das Integral ventberA definieren. Hierzu nutzen
wir aus, daR wir digk-Form w mit Hilfe von ¢ auf denRK zuriickziehen kénnen. Auf dem
R¥ erhalten wir dann eink-Form ¢*w, die wir iiber dem kompakten Gebigt*(A) wie oben
integrieren konnen. Wir setzten also

/oo = / d*w.
A o-H(A)

Fur eine Eins-Form reduziert sich diese Definition auf die sohon bekannte Vorschrift zur
Integration einer Eins-Form. In der obigen Definition zutelyration einek-From haben wir
vorausgesetzt, dafd orientierbar ist un@ die orientierungstreu ist. Diese Begriffe sollen noch
kurz erlautert werden: Wir bezeichnen eine Abbildung

b RK - RK
alsorientierungstreu, falls fur die Determinante der Funktionalmatrix stets
detbp > O

gilt. Wir erinnern uns, dal3 eine Mannigfaltigkeit per Deiiom einen Atlas von Karten besitzt.
Seien¢; : RX — M und ¢; : R — M zwei Karten. Auf dem Uberlapp der Karten gibt es eine
Parametertransformation

0 log; : RK—RK

Gibt es einen Atlas, so daR fur zwei beliebige Uberlapperaitelk des Atlases die Parameter-
transformation stets orientierungstreu ist, so nennt niaiMannigfaltigkeitorientierbar . Zum
besseren Verstandnis sei ein Gegenbeispiel angegebemil@mgsband ist nicht orientierbar.
Wir bezeichnen eine Mannigfaltigkeit apsitiv orientiert, falls sie die gleiche Orientierung

49



wie derRK beziglich der Standardbass..., & besitzt.

Beispiel fur die Integration einer Differentialform: I/ sei die Differentialform
w = 3x3dx Adxg+ (X%+X§)dX3/\dX1+X1X3dX1/\dX2
gegeben. Sel die folgende zweidimensionale Untermannigfaltigkeit
M = {(x,%2,x3) € R3: x3 = x1x2}
undA die folgende kompakte Teilmenge vbh

A = {(X1,X,%3) EM:0<x <1,0<x <1}.

Zw

berechnen. Wir wahlen zunachst eine lokale Karte Mon
b : R2—=M,
(Y1,¥2) — (Y1,¥2,Y1Y2)

Die einzelnen Koordinatenabbildungen sind

Wir mochten

db1=y1, d2=Vy2, O3=Vy1y2,

und daher
dd1 =dy;, doo=dy, ddpsz=yodys+Yyidys.
Somit
[o [ wro-
oA
= 3y1y20ys A (y20yr +yidys) + (Y5 +Y3) (Yadys +y1dyz) Adys +y1 (yay2) dys Adys
o-1(A)
1 1
= / (Y2y2 — 4y1y3 — ) dY1/\dYZ:/dY1/dYZ (Y2y2 — 4y1ys — Vi) = —
o-1(A) o 0

Wir kbnnen nun demllgemeinen Stokesschen Integralsatormulieren: SeiM eine orientier-
barek-dimensionale MannigfaltigkeifA eine kompakte Teilmenge vavi mit glattem Rand und
w eine stetig differenzierbaré — 1)-Form aufM. Dann gilt

/doo = /w,
A oA
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wobei der Ran@A so orientiert ist, daf3 der &uf3ere Normalenvektor plugldiel) Tangential-
vektoren die gleiche Orientierung wi besitzen, d.h.

det(ﬁ,fl,...,fk,l) > 0.

Dieser Satz erlaubt es uns, das Integral der Ableitung @&iffarentialform Gber ein kompaktes
Gebiet durch das Integral der Differentialform Uber demdRdes Gebietes auszudricken. Spe-
zialfélle dieses allgemeinen Satzes sind der Hauptsatitigral- und Differentialrechnung,
der Satz von Gaul3 und der klassische Satz von Stokes in aneiri3ionen. Wir wollen auf diese
Spezialfélle noch etwas genauer eingehen und beginneremitdll, in dem sich der allgemeine
Satz auf den Satz von Gaul} reduziert:

Sei A ein kompaktesi-dimensionales Gebiet und eine(n— 1)-Form. Wir kdnnerw wie folgt
schreiben:

W = (—1)"_1 f; (X)dxl/\.../\dij/\.../\d)q],

M-

j
wobei der Hut bedeuten soll, daf das entsprechende Diffaransgelassen wird. Dann ist

2 ofj (X)

do = Z ax,
n
— (Zaf )Xm/\.../\an.

—o— X AL ADX AL ADX,

Setzt man nun

—h
g
|

g

so ist
n af; (X R
Z 617() = divf(x),
& 0
und die linke Seite somit

do = div f (X)) dxe A ... Adxy = [ d"xdiv f(X).
A/oo A/(lv )xl/\ /\an/xw

Andererseits zeigt man durch eine etwas ldngere Rechnung

w = [dSX) f(x)-AX).
o=
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Wir erhalten somit den Satz von Gaul3.

Der Falln = 1 undk = 0 verdient besondere Betrachtung. In diesem Fall ist diéeEintial-
form w eine Funktion einer Variablen. Wir schreiben

w = f(x).
Weiter haben wir
dw = f'(x)dx

Wir betrachten ein kompaktes Intervall= [a,b] C R. In diesem Fall reduziert sich der Satz auf
den Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung:

b
/dx f(x) = f(b)—f(a).

Wir betrachten als weiteren Spezialfall den Fe# 3 undk = 2. In diesem Fall isto eine Eins-
Form, die wir als

w = fj (X) dx;

M

schreiben konnen. Wir erhalten nun
3 3 ofj ()
dw = L2 dx A dxg.
i;j; 0X;

Das Dachprodukt ist antisymmetrisch, daheigtA dx = 0 unddx A dx; = —dxj Adx. Man
erhalt also

_ [(ofy ofy 0fs 0fp 0fy 0f3
dw = (axl OXZ)dxlAdX2+<6X2 GX3)dX2/\dX3+<GX3 aXl)dx;.;/\dxl

_ (rot F(X’)) AR dS(X).

Hierbei haben wirf = (f1, f2, f3) gesetzt. Fir die rechte Seite findet man mit Hilfe der Debiniti
des Integrals fir eine Eins-Form

/w _ /ds(i)f(i)-l?(i).
0B 0B

Somit erh&lt man in diesem Fall den urspriinglichen Satz vokeS:

/dS(X) A(R)- rotf (x) = /ds(%)f(i) ).
B 0B
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2.9 Variationsrechnung

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit den Eulersdbidfierentialgleichungen der Varia-
tionsrechnung. Diese spielen in der theoretischen Physgkveichtige Rolle.

Zunéachst betrachten wir einige Hilfssatze. Wir betracleiee Funktionf (t, X, ...,X,) von (n+
1) Variablen. Diese Funktion integrieren wir iber die Vareablon a bis b. Dies liefert eine
neue Funktiorg(xy, ...,Xn), die nun nur noch von demVariablenx; bis x, abhéngt. Die Hilfs-
satze liefern Aussagen Uber die Stetigkeit und Differebaikeit der Funktiom.

Sei[a,b] C R ein kompaktes Intervall und C R". Ferner sei
f : [abxU—R
eine stetige Funktion. Dann ist die Funktion

g U—=R
b
g(z):/dt £(t,%)

stetig.
Ist dartiberhinaus$(t,xy, ...,Xn) nach den Variablery, ..., X, stetig partiell differenzierbar, dann
ist auchg(x, ...,Xn) stetig partiell differenzierbar und es gilt

b b
9 d
a—xi/dtf(t,xl,...,xn) - /dta—xif(t,xl,...,xn).
a

a

Man darf also “unter dem Integralzeichen differenzieren”.

Wir kommen nun zu den Eulerschen Differentialgleichungen \riationsrechnung: Séi=
[a,b] C R ein kompaktes Intervall und

Lo XR‘”XR”—AR{,.
(t,d,d) — L(t,d.d)

eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktiomv@n+ 1) Variablen. (Hier betrachten
wir die Variableng; undg; als unabh&ngig, die Schreibweise wurde nur mit HinblickcaeifAn-
wendung in der Physik so gewahlt.) Zu vorgegebenen VekitgyenR" undd, € R" betrachten
wir nun die Menge aller zweimal stetig differenzierbaren Kurven

d : I -R"
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mit der Eigenschatft

$(a) =0a,  §(b) =0

Wir suchen nun diejenige Kunge € K, die das Funktional

b
/dt L(t,$(t),d'(t))
minimiert.

Satz: Notwendige Bedingungen fur das Vorliegen eines Mimms sind durch die Eulerschen
Differentialgleichungen gegeben:

oL dodL :

———— =0, 1<i<n.

oq  dtog; Coosiel
Nehmen wir arf minimiert das Funktionab. Dann betrachten wir eine zweimal stetig differen-
zierbare Kurve\(t) mit A(a) = A(b) = 0. Dad das Funktiona$ minimiert, gilt

S[g] < S[p+eh.

mit € € R. Insbesondere gilt

d
— = 0.
de e=0

S[diJrsﬂ

Nun ist aber

b
%S[qwsﬂ - dg/ tL tqi +s7\(t),¢’(t)+€7\’(t)>

_ / dt é {g—;m(t) +g—('q.‘i>\;(t)} .

Den zweiten Ausdruck kdnnen wir partiell integrieren:

[adono = el fa (e oo (G20

Wegenh(a) = Aj(b) = 0 verschwinden die Randterme. Wir erhalten also

n b
oL doaL
dt [=— — —=—1|Aj(t) = 0.
i;a/ [OQi dtGQi} '

Da dies fir beliebige “VariationerX; gilt, folgt die Behauptung




3 Partielle Differentialgleichungen

3.1 Distributionen

Die Verwendung von Distributionen ist oft recht nitzliclmiRechnungen zu vereinfachen. In
diesem Abschnitt betrachten wir zunachst die formale Dwdimieiner Distribution und gehen
dann naher auf die Diracsche Deltadistribution ein.

Wir beginnen mit der Definition einer Distribution. Hierzerditigen wir zunachst einmal einen
Raum von Funktionen, die wir alestfunktionen bezeichnen mochten. Als Testfunktionen be-
trachten wir alle beliebig oft differenzierbaren Funkionf : R" — R mit kompakten Trager.
Den dazugehorigen Funktionenraum bezeichnen wicgIgR").

Wir sagen eine Folge von Testfunktionépe ¢ (R") konvergiert gegen eine Testfunktion
f € ¢ (R"), falls die folgenden zwei Bedingungen erfillt sind:

1. Es gibt eine kompakte MendgecC R", so dal
supf) CK und suppf;) C K firalle j.

2. Fur jeden MultiindeXis, ...,in) € N" konvergiert die Folge der Ableitungen

ai1+...+in ‘

—fi (X, ..., %

oXit...0X7 i 04 )
gleichmé&Rig auK gegen

ai1+...+in

76xi11...6xir'? f (X1, s Xn) -

In diesem Fall schreiben wir
fj — f.

Bemerkung: Die Forderung, daf3 jede Ableitung der Funktitmlge gleichmalig gegen die ent-
sprechende Ableitung der Grenzwertfunktion konvergistreine wesentlich starkere Bedingung
als nur die punktweise oder gleichmallige Konvergenz.
Wir definieren nun eine Distribution als ein lineares Fuokél
T : & (Rn) — R,
f—TIf],

welches die folgende Bedingung erflllt: Gilt fur eine Folga Testfunktionerf; € ¢ (R") und
eine Testfunktiorf € ¢ (R") die Relationf; — f, so folgt stets

lim T[] = T[f].

]~>oo
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Die Menge der Distributionen iR" bilden einen Vektorraum.

Wir betrachten zunachst ein einfaches Beispiel. $eR" — R eine stetige Funktion. Dann
wird durch

Tlf] = [dxg0f
Rn

eine Distribution definiert. Da auf diese Weise jede steffigektiong eine DistributionTy defi-
niert, unterscheidet man oft nicht zwischgundTy. Es soll jedoch betont werden, daf? es sich
beigum eine Funktion und bdly um ein Funktional auf dem Raum der Testfunktionen handelt.

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir die Diracsche &aiftribution. Sie ist definiert durch
Ts[f] = f(0).

In Analogie mit dem ersten Beispiel verwendet man fur linké&die Schreibweise
Ts[f] = /d”x 3(%) f (%),
Rn
so daf3 sich mit Hilfe der Definition die Regel

/ dx3(R)F(R) = f(0)
Rn

fur alle Testfunktionerf ergibt.

Bemerkung 1: Distributionen sind lineare Funktionale aeimdRaum der Testfunktionen. Ein
Produkt von Distributionen isticht definiert. Man sollte sich auch nicht durch die suggestive
Schreibweis&(X) dazu verleiten lassen, Distributionen miteinander zu ipligteren.

Bemerkung 23(X) ist keine Funktion, kann aber durch eine Folge von Funktiathergestellt
werden. Hierzu definieren wir den Konvergenzbegriff fir tBimitionen. Wir sagen, dal3 eine
Folge von DistributionefTj gegen eine Distributioft konvergiert, falls fiir alle Testfunktionen
f e cZ(R") gilt

lim T;[f] = T[f],

]—>00

d.h. die Folge der reellen Zahldi| f] konvergiert im herkémmlichen Sinne gegeff].

Sei nunf : R" — R eine integrierbare Funktion mit

R/n dx f(x) = 1.

56



Dann setzt man

H®) = "M,

Diese Folge konvergiert dann im Sinne der Distributionegegé(X). (Im Sinne einer Folge von
Funktionen divergiert diese Folge natirlich #& 0.) Fur f (X) kann man beispielsweise

1 2
f(x) = e X
(V1"
verwenden. Mi€ = 1/ | ergibt sich dann die Deltadistribution als Grenzwert O der Folge
1 R
fe(X) = e €
8( ) (8\/ﬁ)n

Vollig analog definiert mad(X — &), so daf gilt
/d”x Sx—-A)FfR = f(a).
Rn

Die Ableitungen einer Distribution werden wie folgt defirtieSei T, eine Distribution. Fir die
Anwendung auf eine Testfunktion schreiben wir wieder

/ d"x W) f (%).
Rn

Man definiert die partielle Ableitung nach deten Koordinate durch

R/n i (a%_u(x)) (® = - R/ a x) (%f<z)) |

Mehrfache Ableitungen werden analog definiert:

" M _ (_1\i1t.tin n M
[ (G 1o = o foen (G o)

Rn

Als eine Anwendung betrachten wir in einer Dimension die\wsalesche Stufenfunktion. Sie
ist definiert durch

0 furx<O,
oK = { 1 firx> 0,
Diese Funktion ist im Punkte = O weder stetig noch differenzierbar. Fal3t man dageden
als Distribution auf, so kann man differenzieren und es gilt

d
d—XO(x) = &(X).

57



Wir stellen also fest, dal3 im Rahmen der Theorie der Didioben die Begriffe der Konvergenz
und der Differenzierbarkeit wesentlich weiter gefal3t sind

Zum Abschlul3 stellen wir noch einige wichtige Eigenschaft®d Rechenregeln fur die Di-
racsche Deltadistribution in einer Dimension zusammen:

/dxa(x—a)f(x) — f(a),

/dxé’(x—a)f(x) — _fl(a),

d(x—a)f(x) = d(x—a)f(a).

Hat die Funktiorg(x) nur einfache Nullsteller; (d.h.g(xj) = 0 aberd/(x;) # 0), dann gilt
1
0(9(¥) = > T =70(X=Xj).
2 o) 5
Insbesondere gilt

d(ax) = %6(x).

Weitere Relationen fir die Deltadistribution:
xd(x) = O,
¥ (x) = —9(x).

3.2 Die Fourier-Transformation

Fourier-Transformationen spielen in der Anwendung eire8grRolle. Man verwendet sie zum
Beispiel zum Losen partieller Differentialgleichungen.

Wir betrachten eine komplex-wertige Funktion auf d&fy die Lebesgue-integrabel ist:

f : R"=C,
X — f(X).

Wir definieren digFourier-Transformierte f von f durch das Integral

f(p) = /d”x £(%)&* P,

58



Hierbei bezeichnet
X-P = X1p1+... +XPn
das Skalarprodukt iriR".

Ist nun auchf Lebesgue-integrabel, so 14R sich in einem ersten Schigezedalf mit ei-
ner stetigen Funktion, welche im Unendlichen verschwindeereinstimmt bis auf Punkte, die
eine Lebesgue-Nullmenge bilden. Gehen wir nun davon a@sf deetig ist und im Unendlichen
verschwindet, so haben wir die Umkehrformel der FouriemBformation:

f(R) = / (‘;:[';’n f(g)e*P.

Bemerkung: Man findet in der Literatur unterschiedliche Wemtionen fiir die Aufteilung der
Faktoren(2m). Hier haben wir die Konvention verwendet, daR in der Debnition f kein Fak-
tor auftritt, wahrend in der Formel fur die Ricktransforioatein Faktor ¥(2m)" auftritt. Dies
ist die in der Physik tbliche Konvention. In der mathemduesc Literatur findet man auch oft
eine symmetrische Aufteilung. Innerhalb dieser Konventiaben sowohl die Transformations-
formel als auch die Riicktransformationsformel einen Fakt¢2m)"2,

Wir betrachten nun einige Anwendungen: Ist die Funktiostetig partiell differenzierbar und
hat sie einen kompakten Trager, so gilt

0 dn A :
3 = [ G (P P

Ist f darGiberhinauk-mal stetig partiell differenzierbar, so hat man analog

aikf(x) — (_i)k/ﬂ Di,...D; f(ﬁ)e—i%ﬁ
0Xj, ... 0X;, (2mn ik '

Eine Differentiation naclx; bringt also in der Fouriertransformierten einen FaKterp;) her-
unter.

Wir betrachten noch diEaltung zweier Funktionen. Seineundg zwei Lebesgue-integrierbare
Funktionen auf derR". Dann definiert man die Faltunig g dieser beiden Funktionen durch

(1+9(® = [dyfF)gr-9).

Fur die Fourier-Transformierte der Faltung gilt

—

(fxg)(P) = f(PA(P)

Die Fourier-Transformation fuihrt also eine Faltung in emfaches Produkt Gber.
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Wir kénnen die Fourier-Transformation auch auf Distribngn erweitern. Man findet fur die
Fourier-Transformierte der Diracschen Delta-Distribati

A

(p) = /d“xas”(z)é“:l.

Die Fourier-Transformierte der Diracschen Delta-Disttibn ist also eine Konstante.

3.3 Beispiele partieller Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt wollen wir partielle Differentialgiungen betrachten. Hierbei handelt es
sich um Differentialgleichungen, in denen die gesuchtekian von mehreren Variablen ab-
hangt und in denen Ableitungen nach mehreren Variablenedeit. Die Losung partieller Diffe-
rentialgleichungen ist im allgemeinen sehr schwierig umdweollen uns auf einige elementare
Beipiele beschranken. Hierbei werden wir die TechnikenFtairier-Transformation und der
Distributionen verwenden.

3.3.1 Die Potentialgleichung

Als erstes Beispiel betrachten wir die Potentialgleichupig wird auch als Laplacesche Dif-
ferentialgleichung oder Poissonsche Differentialglaeiu bezeichnet. Gegeben sei kAl eine
Funktionp(X). Gesucht wird eine Funktiof(X), welche

Af(X) = p(X)

erfullt. Wie Ublich ist der Laplace-Operator durch

0° 0°
A = 0—)(%+"'+0—X%
gegeben. Die Gleichung
Ap(X) = O

wird als homogene Laplacesche Differentialgleichung lodrest. L6sungen der homogenen La-
placeschen Differentialgleichung werden auchh@smonische Funktionenbezeichnet.

Unter einefFundamental-Losungversteht man eine Funktiai{x), welche die Gleichung
Ag(x) = &'(X)

erfullt, wobei auf der rechten Seite die Diracsche Deltatiibution auftritt. Ist eine Fundamental-
Losung bekannt, so erhalt man eine spezielle L6sung demofgenen Gleichung durch

() = [dyp@or-y.
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wie man leicht nachrechnet:
R = [dypmagr-y)= [ dyp)8R-7) = p(X)

Bemerkung: Wir kdnnen zu dieser einer speziellen Losungrhett immer eine Lésung der
homogenen Gleichung hinzuaddieren und erhalten wiederlgisung der inhomogenen Glei-
chung.

Wie bestimmt man nun eine Fundamental-Losung ? Hierzu vedetanan die Fourier-Transformation.
Wir setzen

00 = [ (o AP
n _ dp i
d'(X) = /W € W,

und bestimmen zunéch@i). Hierzu setzen wir die Fourier-Darstellung in die zu 16se Dxfffe-
rentialgleichung ein:

Ag(R) = d"(X),

dp iz _ dp  _izxp
A/(zn)n gMe ™" = /(2n)”e ’
d"p

~ _ix. dn i
| G (PP = [ SRt

Da diese Gleichung fur allggelten soll, folgt die Gleichheit der Integranden. Wir dtdia also
N 1
a(p) = ra
Die Fundamental-L6sung(X) erhalten wir nun durch die Fourier-Rucktransformation:
dn e—i%ﬁ
00 = ~ [ Gon
(2m" p
Betrachten wir zunachst den Fal= 3: Wir wahlen unser Koordinantensystem so, g&@tlang
der positiverz-Achse liegtX = (0,0,r). In diesem Fall erhalten wir

T 2n

3 —iX-p 2 _
—/% g — = —(Z—;S/dp/dﬁ/dq) sing e rpcos?
P 0 0 0

] 1
= —(Z—;Z/dp/duérp”, u= —cosd
o 1

_ 1 r i irpu _ 4—irpu __i/oo sin(rp) __LE
B (2n)20/dpirp (¢ &) = 212 dp rp 22
11

0
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In n Dimensionen findet man durch eine &hnliche Rechnung
1
5=In|X| n=2
2n ’ ’
gx) = § 21 1
(n_Z)S,] |X|n727 n 7& 27
wobei

212
S = —w
r(3)

die Oberflache dam-dimensionalen Einheitskugel ist.

Wir betrachten noch die Losungen der homogenen Gleichuieg.dnd die harmonischen Funk-
tionen. Fur die harmonischen Funktionen gilt eximumsprinzip . Dies besagt folgendes: Sei
U C R" ein Gebiet una : U — R eine harmonische Funktion. Nimmtin einem Punkiy € U
ihr Maximum an, so isp konstant.

Wir konnen dies auch anders formulieren:Ust- R" ein beschranktes Gebiet ugd U — R
eine stetige Funktion die auf harmonisch ist. Dann nimmt die Funktignihr Maximum und
ihr Minimum auf dem Rand vol an.

Fordert man nun von der Losung der homogenen Gleichung dididRaingung

im ¢(X) = O,

X0
so impliziert das Maximumsprinzip
o(x) = 0
auf ganzR".

Betrachten wir nun den Fafi > 3 und seip(X) eine zweimal stetig partiell differenzierbare
Funktion mit kompakten Trager. Dann hat die inhomogenedBleig

Af(X) = p(X)
eine eindeutige Losung zu der Randbedingung

im f(x) = 0.

X~

3.3.2 Die Schwingungsgleichung

Wir betrachten nun die Schwingungsgleichung. Die homog@&er&hung lautet

02
(s-2%)oen - o
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Diese Gleichung wird auch als Helmholtzsche Differenteitthung bezeichnet. Die gesuchte
Losungd(t, X) ist eine Funktion vorin+ 1) Variablen(t, x1, ..., X,). Wie man leicht nachrechnet,
stellen die ebenen Wellen

o(t,x) = e (@PPO - y(p) =c|p|,

Ldsungen der homogenen Gleichung dar. Zur Verifikationdogtien wir

2
(A 19 )e—i(w(ﬁ)t—ﬁ.z) _ <_|ﬁ|2 +1 wZ) e
c

- c2at2

Somit ist auch jede Uberlagerung ebener Wellen eine Losung:

068 = [ Grob(pe P,

Als nachstes wollen wir die Fundamental-Losungen beteagid.h. Lésungen der Gleichung

2
(A—C—lz%) gty = 513X

Hier verfahren wir analog zur Potentialgleichung: Wir laetiten zunachst die Fouriertransfor-
mierten

n .
o) = [ 5o [ Gt pe P,

2./ (2mn
s0® = [ 5 %e‘i(“‘m.

Bemerkung 1: Hierbei isb nun eine Integrationsvariable und keine Funktion @on
Bemerkung 2: Das Vorzeichen im Exponenten \iX ist Konvention und wurde wie bei der
Ldsung der homogenen Gleichung gewahlt.

Mit diesem Ansatz findet man nun flr die Fouriertransforiaier
w2\ .
<—p2+ ?) g(w,p) = 1

und somit
X 1
Job) = o5
=z — P
Transformiert man zurick in den Ortsraum, so erhalt man

dw dnp g i(wt—px)
g(t,x) = /— :
( ) 2n (ZT[)n % - p2

63



Betrachten wir nun wieder den Fall= 3, dies entspricht der physikalischen Situation von drei
Raumvariablen und einer Zeitvariablen. Wir haben also

i = [0 Ep et
’ 2/ (2m)3 %_pz

Hier tritt nun zun&chst ein Problem auf: Halt mgfest und integriert man tUbey, so sieht man
das der Nenner fur

© = =clp

Null wird. Die Lésung dieses Problems kommt aus der Funkiheorie: Man darf den Inte-
grationsweg fuiw, der urspriinglich entlang der reellen Achse in der kompiex&bene liegt,
in die komplexe Ebene verschieben. Auf diese Art kdnnen diddn Pole umgangen werden.
Nun hat man aber bei jedem der beiden Pole die MéglichkedtPdile entweder “oben herum”
oder “unten herum” zu umgehen. Man stellt daher Zusatzfardgen die festlegen, auf welche
Art die Pole umgangen werden sollen. Eine mdgliche Zusadefong ware zu verlangen, daf3

gt,X) = 0 furallet<O

gilt. Man kann zeigen, dal3 dies impliziert, dal3 beide Poéndierum umgangen werden missen.
Wir haben also den folgenden Integrationsweg:

Im(w)

> £ £ > Re(w
—c|p| c/p| o

Nach einer etwas langeren Rechnung findet man

11 1
t,X) = ——=0(t—=|X|].
Offensichtlich isig(t,X) = O fur allet < 0, da in diesem Fall das Argument der Delta-Distribution

immer negativ ist. Man bezeichnet diese Fundamental-Lgalsnetardierte Greensche Funk-
tion und verwendet oft die Schreibweigé(t, X).

Man konnte allerdings auch verlangen, dgB X) = O fir allet > 0. In diesem Fall mu3 man
den folgenden Integrationsweg wéhlen:

Im(w)

—C|p| c|p|
N N\ > Re(w)

\ 4
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d.h. man weicht den Polen nach unten aus. In diesem Fall findet
11 1
t,X) = ——=0(t+=[X ).

Man bezeichnet diese Fundamental-Losungeadsicierte Greensche Funktiorund verwendet
die Schreibweisg™ (t,X) fur diese Losung.

3.3.3 Die Warmeleitungsgleichung

Die Warmeleitungsgleichung lautet

(6-2)1e0 - o

Bemerkung: Im Gegensatz zu den obigen Beispielen ist dieseltang nicht homogen im Grad
der Ableitungen: Die Ableitungen nach den Variabigrireten immer zweifach auf, die Ablei-
tung nach der Variablendagegen nur einfach.

Wir beschranken uns hier darauf, eine Fundamental-LosanGkkichung

(A—%) oty = SR)

anzugeben. Diese lautet

— L€ #&,

0, t<o,
— 2
g(t,i) - 1 € &, t> 0.
(4rt)2
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