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2 Schreibweisen

{a,b,c}: Menge der Elementea, b, undc.
Bemerkung: Die Ordnung spielt keine Rolle:{a,b,c} = {b,a,c}

Vereinigung:A∪B enthält alle Elemente sowohl ausA als auch ausB.
{a,b,c}∪{c,d,e}= {a,b,c,d,e}.

Durchschnitt:A∩B enhält alle Elemente die sowohl inA als auch inB enthalten sind.
{a,b,c}∩{c,d,e}= {c}.

a∈ A: a ist ein Element der MengeA.

A⊂ B: Die MengeA ist eine Teilmenge der MengeB.

[a,b]: Intervall, die Grenzen sind im Intervall enthalten:a∈ [a,b], b∈ [a,b]
]a,b[: Intervall, die Grenzen sind im Intervall nicht enthalten:a /∈ [a,b], b /∈ [a,b]
Analog:[a,b[ und ]a,b].

Logisch und:∧

Logisch oder:∨

Negation:¬

∃: Es existiert

∀: Für alle

∞: Symbol für Unendlich.

∑: Summenzeichen

n

∑
j=1

a j = a1 +a2+a3+ ...+an−1+an.

∏: Produktzeichen

n

∏
j=1

a j = a1 ·a2 ·a3 · ... ·an−1 ·an.

n!: Fakultät. Bemerkung 0!= 1, 1!= 1.
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Binomialkoeffizient:
(

n
k

)

=
n!

k!(n−k)!
.

lim
x→a

: Grenzwert für den Fall, daß sichx dem Werta annähert.

Ableitung: Seif (x) eine Funktion vonx.

f ′(x) =
d f(x)

dx
=

d
dx

f (x) = lim
h→0

f (x+h)− f (x)
(x+h)−x

.

Integral:

b
Z

a

f (x)dx = lim
n→∞

n

∑
j=1

f (ξ j)∆x j , ∆x j = x j −x j−1, x0 = a, xn = b, ξ j ∈ [x j−1,x j ].
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3 Zahlen

3.1 Die natürlichen Zahlen

N: Die natürlichen ZahlenN = {1,2,3,4, ....}.

Die Axiome von Peanofür die natürlichen Zahlen:

• (P1) 1 ist eine natürliche Zahl.

• (P2) Fallsa eine natürliche Zahl, so ist die nachfolgende Zahlea+1 ebenfalls eine natür-
liche Zahl.

• (P3) Die natürlichen Zahlen sind die minimale Menge, welchedie ersten beiden Axiome
erfüllt.

N0: Die natürlichen Zahlen mit der NullN0 = {0,1,2,3,4, ....}.

Der Induktionsbeweis: Beispiel: Für jede natürliche Zahln ist die Behauptung

n

∑
j=1

j =
n(n+1)

2

zu zeigen. Der Induktionsbeweis verläuft in zwei Schritten: Man zeigt zunächst die Behauptung
für n = 1 (Induktionsanfang):

linke Seite :
n

∑
j=1

j = 1.

rechte Seite :
1(1+1)

2
= 1.

Im zweiten Schritt darf man nun verwenden, daß die Behauptung für n−1 richtig ist, und zeigt
dann, daß sie auch fürn gilt (Induktionsschritt). In unserem Fall:

n

∑
j=1

j =

(
n−1

∑
j=1

j

)

+n =
(n−1)n

2
+n =

n2−n+2n
2

=
n(n+1)

2

3.2 Die ganzen Zahlen

Z: Die ganzen ZahlenZ = {....,−3,−2,−1,0,1,2,3, ....}.

Die ganzen Zahlen bilden bezüglich der Addition eine Gruppe.

Definition einer Gruppe: Eine nicht-leere MengeG mit einer Verknüpfung◦ nennt man Gruppe
(G,◦), falls die folgenden Axioma gelten:
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• (G1)◦ ist assoziativ:a◦ (b◦c) = (a◦b)◦c

• (G2) Es gibt ein links-neutrales Element :e◦a = a für allea∈ G

• (G3) Zu jedema∈ G gibt es ein links-inverses Elementa−1 : a−1a = e

Eine Gruppe(G,◦) nennt man kommutativ oder Abelsch, fallsa◦b = b◦a.

Bemerkung: Falls(G,◦) eine Gruppe ist, dann ist das links-neutrale Element identisch mit dem
recht-neutralen Element. Ebenso sind links- und rechts-inverses Element identisch.

Ein Ring ist eine nicht-leere MengeR mit zwei Verknüpfungen, die üblicherweise als+ und
· geschrieben werden, so daß

• (R1) (R,+) ist eine Abelsche Gruppe.

• (R2) (R, ·) ist assoziativ:a · (b ·c) = (a ·b) ·c

• (R3) Es gelten die Distributivgesetze:

a · (b+c) = (a ·b)+(a ·c)
(a+b) ·c = (a ·c)+(a ·b)

Die ganzen ZahlenZ bilden einen Ring.

3.3 Die rationalen Zahlen

Q: Die rationalen Zahlen.

Q =

{
p
q
| p,q∈ Z

}

.

Die rationalen Zahlen sind bezüglich der Division abgeschlossen. Sie bilden einen Körper.

Eine nicht-leere MengeK mit zwei Verknüpfungen+ und· nennt man Körper, falls gilt:

• (K1) (K,+) ist eine Abelsche Gruppe.

• (K2) (K \{0}, ·) ist eine Abelsche Gruppe.

• (K3) Es gelten die Distributivgesetze:

a · (b+c) = (a ·b)+(a ·c)
(a+b) ·c = (a ·c)+(a ·b)
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Bruchrechnen:

p1

q1
· p2

q2
=

p1 · p2

q1 ·q2
,

p1

q1
/

p2

q2
=

p1 ·q2

q1 · p2
,

c· p1

c·q1
=

p1

q1

p1

q1
+

p2

q2
=

p1 ·q2+ p2 ·q1

q1 ·q2
.

Rechnen mit Potenzen:

an = a ·a ·a · ... ·a
︸ ︷︷ ︸

n mal

,

an ·bn = (a ·b)n ,

an ·am = an+m

(an)m = an·m

an

bn =
(a

b

)n

an

am = an−m

3.4 Die reellen Zahlen

R: Die reellen Zahlen.

Die reellen Zahlen bilden einen Körper.

Alle rationalen Zahlen sind in den reellen Zahlen enthalten. Darüberhinaus enthältR Zahlen,
die nicht rational sind. Diese nennt man irrational. So ist zum Beispiel

√
2 eine irrationale Zahl.√

2 ist Lösung der Gleichungx2 = 2. Zahlen, welche Lösungen einer algebraischen Gleichung
sind, nennt man algebraisch. Darüberhinaus enthältR irrationale Zahlen, die keine Lösung einer
algebraischen Gleichung sind. Solche Zahlen nennt man transzendental. Die Kreiszahlπ oder
die Eulersche Konstanteesind transzendental.

Eine Folge(an)n∈N reeller Zahlen nennt man Cauchy-Folge, falls es zu jedemε > 0 einN ∈ N

gibt, so daß

|an−am| < ε, ∀n,m≥ N.

Vollständigkeitsaxiom: Jede Cauchy-Folge konvergiert.

Darüberhinaus sind die reellen Zahlen angeordnet: Es sind gewisse Elemente als positiv aus-
gezeichnet(x > 0), so daß die folgenden Axiome erfüllt sind:

• (O1) Es gilt genau eine der Beziehungenx < 0, x = 0 oderx > 0.

• (O2) Ausx > 0 undy > 0 folgt x+y > 0.

• (O3) Ausx > 0 undy > 0 folgt x·y > 0.
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Man nennt eine Ordnung archimedisch, falls zu jedemx > 0 undy > 0 ein natürliche Zahln
exisiert, so daß

n ·x> y.

Axiomatisch lassen sich die reellen Zahlen als ein Körper, der archimedisch angeordnet ist und
in dem jede Cauchy-Folge konvergiert, charakterisieren.

3.5 Die komplexen Zahlen

C: Die komplexen Zahlen.

Definition: Man definiert die imaginäre Einheiti als eine Lösung der Gleichung

x2 = −1.

Die komplexen ZahlenC sind die Menge

C = {x+ iy | x,y∈ R} .

Wir führen eine Addition und Multiplikation aufC ein: Seiz1 = x1 + iy1 undz2 = x2+ iy2.

z1+z2 = (x1 + iy1)+(x2 + iy2) = (x1 +x2)+ i (y1 +y2) ,

z1 ·z2 = (x1 + iy1) · (x2 + iy2) = (x1x2−y1y2)+ i (x1y2 +y1x2)

Mit dieser Addition und Multiplikation bilden die komplexen Zahlen einen Körper. Dieser Kör-
per ist algebraisch abgeschlossen, d.h. die Nullstellen eines jeden Polynoms liegen in dem Kör-
per. Der Körper ist allerdings nicht angeordnet. Das Vollständigkeitsaxiom gilt.

Seiz= x+ iy eine komplexe Zahl. Man bezeichnetx als Realteil undy als Imaginärteil.

Rez = x,

Im z = y.

Die zuz= x+ iy konjugiert komplexe Zahl ist

z∗ = x− iy.

Es ist

z·z∗ = (x+ iy) · (x− iy) = x2 +y2.

Als Betrag der komplexen Zahl bezeichnet man

|z| =
√

zz∗ =
√

x2 +y2.
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Polardarstellung einer komplexen Zahl:

z = |z| · (cosϕ+ i sinϕ) .

ϕ nennt man das Argument oder die Phase der komplexen Zahl.

Die komplexe Zahlenebene

Re(z)

Im(z)

y

x

ϕ

|z|

Umrechnung: Normalform in Polarform:

|z| =
√

x2 +y2

tanϕ =
y
x
, x 6= 0,

φ =
π
2

fürx = 0, y > 0,

φ =
3π
2

fürx = 0, y < 0.

Polarform in Normalform:

x = |z|cosϕ, y = |z|sinϕ.

Rechenregeln:

z1−z2 = (x1 + iy1)− (x2+ iy2) = (x1−x2)+ i (y1−y2) ,

z1

z2
=

x1 + iy1

x2 + iy2
=

(x1+ iy1) · (x2− iy2)

(x2+ iy2)(x2− iy2)
=

(x1x2+y1y2)+ i (−x1y2 +y1x2)

x2
2 +y2

2

.

In der Polarform sind Multiplikation und Division besonders einfach:

z1 ·z2 = |z1| |z2| [cos(ϕ1 +ϕ2)+ i sin(ϕ1+ϕ2)] ,

z1

z2
=

|z1|
|z2|

[cos(ϕ1−ϕ2)+ i sin(ϕ1−ϕ2)] .
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Insbesondere:

zn = |z|n(cosnϕ+ i sinnϕ) .
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4 Lineare Algebra

4.1 Vektorräume

Sei K ein Körper und(V,+) eine Abelsche Gruppe. Weiter sei eine zusätzliche Verknüpfung
gegeben, die man skalare Multiplikation nennt:

K ×V → V

(k,~v) → k ·~v

V ist einK-Vektorraum falls gilt:

• (V1) (K,+, ·) ist ein Körper

• (V2) (V,+) ist eine Abelsche Gruppe

• (V3) Es gelten die Distributivgesetze:

k · (~v1+~v2) = (k ·~v1)+(k ·~v2)

(k1+k2) ·~v = (k1 ·~v)+(k2 ·~v)

• (V4) Es gilt das Assoziativgesetz:

k1 · (k2 ·~v) = (k1 ·k2) ·~v

Bemerkung: Bei(k1 ·k2) ist die Multiplikation im Körper gemeint.

• (V5) Für die Eins gilt:

1 ·~v = ~v

für alle~v∈V.

Als Grundkörper treten in der Physik fast immerR oderC auf. Beispiele für Vektorräume sind
derRn (mit GrundkörperR) und derCn (mit GrundkörperC).

Rn = {(x1,x2, ...,xn)|x1,x2, ...,xn ∈ R} .

Man schreibt die Elemente aus dem Vektorraum als Spaltenvektoren, so zum Beispiel:




x
y
z



 ∈ R3.

Ebenso ist die Schreibweise als Zeilenvektor gebräuchlich:

(x,y,z) ∈ R3∗
.
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V∗ bezeichnet den zuV dualen Vektorraum (fallsV alle Spaltenvektoren enthält, so enthältV∗

die Zeilenvektoren). Bei der Summe zweier Vektoren werden die Vektoren komponentenweise
addiert:





1
2
3



+





4
5
6



=





5
7
9



 .

Bei der skalaren Multiplikation wird jede Komponente mit dem Skalar multipliziert:

3 ·





4
5
6



 =





12
15
18



 .

Schreibweise: Man bezeichnet mit~vT den zu~v transponierten Vektor (d.h. aus einem Spalten-
vektor wird ein Zeilenvektor, und aus einem Zeilenvektor wird ein Spaltenvektor):

(x1,x2, ...,xn)
T =







x1

x2

...
xn







.

Definition: Vektoren, die in fast allen Komponenten eine Null haben, bis auf eine Komponente,
in der sie eine Eins haben, spielen eine wichtige Rolle. Hat so ein Vektor in deri-ten Komponente
eine Eins,

~ei =



0,0, ...,0
︸ ︷︷ ︸

i−1

,1,0, ...,0





T

,

so bezeichnet man diesen Vektor als deni-ten Einheitsvektor.

Definition: Seienn Vektoren~v1,~v2, ...,~vn gegeben. Folgt aus

a1~v1+a2~v2 + ...+an~vn = ~0

⇒ a1 = a2 = ... = an = 0,

so nennt man die Vektoren linear unabhängig. Anderfalls nennt man sie linear abhängig.

Definition: SeiV ein Vektorraum. Die maximale Anzahl linear unabhängiger Vektoren inV nennt
man die Dimension des Vektorraumes. Eine Menge linearer unabhängiger Vektoren, die maxi-
mal ist, nennt man eine Basis vonV.

Beispiel:Rn undCn haben die Dimensionn. Eine Basis vonRn undCn ist zum Beispiel

{~e1,~e2, ...,~en} .

Man nennt diese Basis die Standardbasis.
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4.2 Skalarprodukte

Wir betrachten zunächst denRn. Seien~x,~y∈ Rn. Die Komponentendarstellung der beiden Vek-
toren sei

~x =







x1

x2

...
xn







, ~y =







y1

y2

...
yn







.

Wir definieren das Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren alseine Abbildung

V ×V → R,

~x·~y = x1y1 +x2y2+ ...+xnyn.

Das Skalarprodukt ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform, es erfüllt die folgenden
Bedingungen:

• Linear in der ersten Komponente:

(~x+~y) ·~z = ~x ·~z+~y·~z,
(λ ·~x) ·~y = λ(~x·~y) .

• Linear in der zweiten Komponente:

~x· (~y+~z) = ~x·~y+~x ·~z,
~x· (λ ·~y) = λ(~x·~y) .

• Symmetrisch:

~x·~y = ~y·~x.

• Positiv definit:

~x·~x > 0, falls ~x 6=~0.

Wir betrachten nunCn. Seien~x,~y∈ Cn. In diesem Fall definieren wir das Skalarprodukt als

V ×V → C,

~x ·~y = x∗1y1 +x∗2y2+ ...+x∗nyn.

Dieses Skalarprodukt ist eine positiv definite HermitischeForm, es erfüllt die folgenden Bedin-
gungen:

15



• Semilinear in der ersten Komponente:

(~x+~y) ·~z = ~x ·~z+~y·~z,
(λ ·~x) ·~y = λ∗ (~x ·~y) .

• Linear in der zweiten Komponente:

~x· (~y+~z) = ~x·~y+~x ·~z,
~x· (λ ·~y) = λ(~x·~y) .

• Hermitisch:

~x·~y = (~y·~x)∗ .

• Positiv definit:

~x·~x > 0, falls ~x 6=~0.

Definition: Man bezeichnet mit

|~x| =
√

~x ·~x

die Länge oder den Betrag von~x.

Sei~x,~y∈ Rn. Der Winkel zwischen den beiden Vektoren ist gegeben durch

~x ·~y = |~x| |~y|cosϕ,

also

ϕ = arccos
~x ·~y
|~x| |~y| .

Zwei Vektoren stehen senkrecht aufeinander (ϕ = 90◦), falls

~x·~y = 0.

4.3 Das Kreuzprodukt

SeiV der VektorraumR3 oderC3. In einem dreidimensionalen Vektorraum ist zusätzlich das
Kreuzprodukt als eine Abbildung

V ×V → V,




x1

x2

x3



×





y1

y2

y3



 =





x2y3−x3y2

x3y1−x1y3

x1y2−x2y1




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definiert.

Wichtig: Das Kreuzprodukt gibt es nur in drei Dimensionen !

Das Kreuzprodukt ist anti-symmetrisch:

~x×~y = −~y×~x.

Der Vektor~x×~y steht senkrecht auf~x und~y:

~x· (~x×~y) = 0,

~y· (~x×~y) = 0,

Für den Betrag von~x×~y gilt:

|~x×~y| = |~x| |~y|sinϕ,

wobeiϕ der Winkel zwischen~x und~y ist. Sei

~z = ~x×~y.

Für die Komponenten von~z gilt:

zi =
3

∑
j=1

3

∑
k=1

εi jkx jyk

Hier wurde der antisymmetrische Tensor (oder Levi-Civita-Tensor)εi jk verwendet, der wie folgt
definiert ist:

εi jk =







+1 für (i, j,k) eine gerade Permutation von(1,2,3),
−1 für (i, j,k) eine ungerade Permutation von(1,2,3),

0 sonst.

Eine Permutation(σ1,σ2, ...,σn) nennt man gerade, wenn man sie durch eine gerade Anzahl von
paarweisen Vertauschungen aus(1,2, ...,n) erzeugen kann. Benötigt man eine ungerade Anzahl
von Vertauschungen, so nennt man die Permutation ungerade.
Beispiel:

(3,2,1,5,4) ist eine gerade Permutation (vertausche 1↔ 3 und 4↔ 5),

(1,5,3,4,2) ist eine ungerade Permutation (vertausche 2↔ 5).

An dieser Stelle definieren wir auch noch das Kronecker-Delta-Symbol:

δi j =

{
+1 für i = j,

0 für i 6= j.
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4.4 Vektoren in der Physik

Ein Punkt im Raum wird durch einen Ortsvektor

~r =





x
y
z





beschrieben. Der zugrundeliegende Vektorraum ist derR3.

In der Physik (insbesondere in der speziellen Relativitätstheorie) fast man oft die Zeit und die
drei Ortskoordinaten zu einem Vierervektor zusammen:







ct
x
y
z







Die Komponenten eines Vierervektors notiert man alsxµ, wobeiµ = 0,1,2,3. Für die Kompo-
nenten eines Vierervektors verwendet man üblicherweise griechische Indizes wie zum Beispiel
µ,ν,ρ,σ, ..., für die Komponenten eine Dreiervektors hingegen lateinische Indizesi, j,k, .... Der
zugrundeliegende Vektorraum ist derR4, allerdings nicht mit dem euklidischen Skalarprodukt,
sondern dem Minkowski-Skalarprodukt. Seienx undy Vierervektoren, so setzt man

x·y = x0y0−x1y1−x2y2−x3y3.

Dieses Skalarprodukt ist nicht positiv definit !

4.5 Lineare Gleichungssysteme

Definition: Unter einem linearen Gleichungssystem versteht mann Gleichungen mitm Unbe-
kanntenx1, x2, ...,xm der Form

a11x1 +a12x2 +a13x3 + ...+a1mxm = b1,

a21x1 +a22x2 +a23x3 + ...+a2mxm = b2,

...

an1x1 +an2x2 +an3x3 + ...+anmxm = bn.

Die Koeffizientenai j undbi sind gegebene reelle oder komplexe Zahlen. Jede Variable kommt
nur linear vor und jeder Term auf der linken Seite enthält nureine Variable, daher der Name
“lineares Gleichungssystem”. Beispiel:

3x1 +3x2+9x3 = 36,

2x1 +3x2+7x3 = 29,

x2+4x3 = 14.
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Wir betrachten nun einen Algorithmus um ein Gleichungssystem mitn Gleichungen undm Un-
bekannten systematisch zu vereinfachen und zu lösen. Wir beginnen mit einer trivialen Beobach-
tung: Offensichtlich können Zeilen vertauscht werden, d.h. das Gleichungssystem

a11x1 +a12x2 +a13x3 + ...+a1mxm = b1,

a21x1 +a22x2 +a23x3 + ...+a2mxm = b2,

ist äquivalent zu dem Gleichungssystem

a21x1 +a22x2 +a23x3 + ...+a2mxm = b2,

a11x1 +a12x2 +a13x3 + ...+a1mxm = b1.

Desweiteren sei(x1,x2, ...,xm) ein m-Tupel, welches die Gleichung

a1x1 +a2x2 +a3x3 + ...+amxm = b,

erfüllt. Dann erfüllt es auch die Gleichung

(ca1)x1+(ca2)x2 +(ca3)x3+ ...+(cam)xm = cb,

Umgekehrt gilt, daß fürc 6= 0 jedesm-Tupel, welches die zweite Gleichung erfüllt, auch die
erste Gleichung erfüllt. Daraus folgt, daß man die linke undrechte Seite einer Gleichung mit
einer konstanten Zahlc ungleich Null multiplizieren darf.
Die dritte elementare Umformung ist die folgende: Man darf eine Zeile durch die Summe dieser
Zeile mit einer anderen Zeile ersetzen, d.h. die Gleichungssysteme

a11x1 +a12x2 +a13x3 + ...+a1mxm = b1,

a21x1 +a22x2 +a23x3 + ...+a2mxm = b2,

und

(a11+a21)x1 +(a12+a22)x2+(a13+a23)x3 + ...+(a1m+a2m)xm = b1,

a21x1 +a22x2+a23x3 + ...+a2mxm = b2,

haben die gleichen Lösungen.

Mit Hilfe dieser drei elementaren Umformungen läßt sich nunein Algorithmus zur systema-
tischen Vereinfachung von linearen Gleichungssystemen angeben:

1. Setzei = 1 (Zeilenindex),j = 1 (Spaltenindex).

2. Fallsai j = 0 suchek > i, so daßak j 6= 0 und vertausche Zeileni undk.

3. Falls ein solchesk aus Schritt 2 nicht gefunden werden kann, setzej → j + 1 und gehe
zurück zu Schritt 2.
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4. Falls man in Schritt 3 den Wertj = m+1 erreicht, beende den Algorithmus.

5. Multipliziere Zeilei mit 1/ai j .

6. Für alle Zeilenk 6= i addiere zur Zeilek das−ak j-fache deri-ten Zeile.

7. Setzei → i +1 und j → j +1 und gehe zurück zu Schritt 2.

8. Falls man in Schritt 6 den Werti = n+ 1 oder den Wertj = m+ 1 erreicht, beende den
Algorithmus.

Man nennt diesen Algorithmus den Gauß’schen Eliminationsalgorithmus. In der Praxis schreibt
man das lineare Gleichungssystem

a11x1 +a12x2 +a13x3 + ...+a1mxm = b1,

a21x1 +a22x2 +a23x3 + ...+a2mxm = b2,

...

an1x1 +an2x2 +an3x3 + ...+anmxm = bn.

wie folgt auf:

a11 a12 a13 ... a1m b1

a21 a22 a23 ... a2m b2

... ... ... ... ... ...
an1 an2 an3 ... anm b1

Dies ist ausreichend, da alle Umformungen nur auf die Koeffizientenai j undbi wirken.

Wir betrachten das obige Beispiel:

3x1 +3x2+9x3 = 36,

2x1 +3x2+7x3 = 29,

x2+4x3 = 14.

Aufgeschrieben ergibt dies:

3 3 9 36
2 3 7 29
0 1 4 14

Wir beginnen nun mit den Umformungen:

1 1 3 12
2 3 7 29
0 1 4 14

1 1 3 12
0 1 1 5
0 1 4 14
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1 0 2 7
0 1 1 5
0 0 3 9

1 0 2 7
0 1 1 5
0 0 1 3

1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 3

Das lineare Gleichungssystem ist somit äquivalent zu dem Gleichungssystem

x1 = 1,

x2 = 2,

x3 = 3.

Bemerkung: Durch Umbenennung der Variablenx1, ..., xm (dies ist gleichbedeutend mit Spal-
tenvertauschungen) lässt sich durch den Gauß’schen Eliminationsalgorithmus die folgende Form
erreichen:

1 0 ... 0 a1(r+1) ... a1m b1

0 1 ... 0 a2(r+1) ... a2m b2

... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 ... 1 ar(r+1) ... arm br

0 0 ... 0 0 ... 0 br+1

... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 ... 0 0 ... 0 bn

Man bezeichnetr als den Rank. Wir betrachten nun, unter welchen Bedingungenes eine eindeu-
tige Lösung, keine Lösung oder mehrere Lösungen gibt:

• Ist r = m, so gibt es eine eindeutige Lösung.

• Ist r < mund ist eine der Zahlenbr+1, ...,bn ungleich Null, so hat das lineare Gleichungs-
system keine Lösung.

• Ist r < m undbr+1 = ... = bn = 0, so gibt es mehrere Lösungen.

Anwendungen: Lineare Unabhängigkeit von Vektoren. Zur Erinnerung:mVektoren~v1,~v2, ...,~vm

nennt man linear unabhängig, falls die Gleichung

λ1~v1+λ2~v2+ ...+λm~vm = ~0

nur die Lösung(λ1,λ2, ...,λm) = (0,0, ...,0) hat. Andernfalls nennt man sie linear abhängig. Ist
der zugrundeliegende Vektorraumn-dimensional, so ergibt die obige Gleichung ausgeschrieben
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in Komponentenn lineare Gleichungen mitm Unbekanntenλ1,..., λm. Man kann nun mit Hilfe
des Gauß’schen Eliminationsalgorithmuses feststellen, ob die Vektoren linear abhängig sind.
Beispiel: Sei

~v1 =





1
1
1



 , ~v2 =





2
3
4



 , ~v3 =





−1
−4
−7



 .

Dies führt zu dem linearen Gleichungssystem

λ1+2λ2−λ3 = 0,

λ1+3λ2−4λ3 = 0,

λ1+4λ2−7λ3 = 0.

Wir formen dieses Gleichungssystem mit Hilfe des Gauß’schen Eliminationsalgorithmuses um:

1 2 -1 0
1 3 -4 0
1 4 -7 0

1 2 -1 0
0 1 -3 0
0 2 -6 0

1 0 5 0
0 1 -3 0
0 0 0 0

Somit gibt es mehrere Lösungen

λ1 = −5t, λ2 = 3t, λ3 = t, t ∈ R.

Die drei Vektoren sind linear abhängig.

4.6 Matrizen

Definition: Eine rechteckige Anordnung






a11 a12 ... a1m

a21 a22 ... a2m

... ... ... ...
an1 an2 ... anm







von Elementenai j aus einem Körper nennt man Matrix. Die Elementeai j nennt man die Kom-
ponenten der Matrix. Eine Matrix mitn Zeilen undm Spalten bezeichnet man alsn×m-Matrix.
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Eine Matrix bezeichnet man als quadratisch, fallsn = m.
Eine Matrix bezeichnet man als Diagonalmatrix, falls sie quadratisch ist undai j = 0 für allei 6= j.
Eine Matrix bezeichnet man als obere Dreiecksmatrix, fallssie quadratisch ist undai j = 0 für
alle i > j.

Eine Multiplikation zwischen einern× k-Matrix A und einerk×m-Matrix B ist wie folgt de-
finiert: Das Ergebnis ist einen×m-Matrix C







a11 a12 ... a1k

a21 a22 ... a2k

... ... ... ...
an1 an2 ... ank







·







b11 b12 ... b1m

b21 b22 ... b2m

... ... ... ...
bk1 bk2 ... bkm







=







c11 c12 ... c1m

c21 c22 ... c2m

... ... ... ...
cn1 cn2 ... cnm







,

wobei

ci j = ai1b1 j +ai2b2 j + ...+aikbk j.

Ein n-dimensionaler Spaltenvektor kann als einen×1-Matrix aufgefasst werden. Ebenso kann
ein n-dimensionaler Zeilenvektor als eine 1×n-Matrix betrachtet werden. Setzt man

A =







a11 a12 ... a1m

a21 a22 ... a2m

... ... ... ...
an1 an2 ... anm







, ~x =







x1

x2

...
xm







, ~b =







b1

b2

...
bn







,

so läßt sich das lineare Gleichungssystem

a11x1 +a12x2 +a13x3 + ...+a1mxm = b1,

a21x1 +a22x2 +a23x3 + ...+a2mxm = b2,

...

an1x1 +an2x2 +an3x3 + ...+anmxm = bn.

auch wie folgt schreiben:

A ·~x = ~b.

SeienA undB zwein×m-Matrizen. Eine Addition von zwei Matrizen mit gleicher Spalten- und
Zeilenanzahl ist definiert durch






a11 a12 ... a1m

a21 a22 ... a2m

... ... ... ...
an1 an2 ... anm







+







b11 b12 ... b1m

b21 b22 ... b2m

... ... ... ...
bn1 bn2 ... bnm







=







a11+b11 a12+b12 ... a1m+b1m

a21+b21 a22+b22 ... a2m+b2m

... ... ... ...
an1+bn1 an2 +bn2 ... anm+bnm






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Eine Multiplikation mit Skalaren ist definiert durch

λ ·







a11 a12 ... a1m

a21 a22 ... a2m

... ... ... ...
an1 an2 ... anm







=







λa11 λa12 ... λa1m

λa21 λa22 ... λa2m

... ... ... ...
λan1 λan2 ... λanm







.

Mit dieser Addition und dieser skalaren Multiplikation bilden dien×m-Matrizen einen Vektor-
raum. Die Dimension dieses Vektorraumes istn·m. Eine Basis ist gegegeben durch die Matrizen
ei j ,

ei j =













0 ... ... 0 ... ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... ... 0 ... ... 0
0 ... 0 1 0 ... 0
0 ... ... 0 ... ... 0
... ... ... ... ... ... ...
0 ... ... 0 ... ... 0













,

die nur in dem Eintrag in deri-ten Zeile undj-ten Spalte eine Eins haben, ansonsten nur Nullen.

4.7 Spuren und Determinanten von quadratischen Matrizen

Wir betrachten im folgenden die quadratischenn× n-Matrizen. SeienA und B zwei n× n-
Matrizen. In diesem Fall ist das Matrixprodukt

A ·B

wieder einen×n-Matrix. Fürn×n-Matrizen ist die Matrizenmultiplikation also abgeschlossen.
Das neutrale Element bezüglich der Matrizenmultiplikation ist offensichtlich die Einheitsmatrix

1 =









1 0 ... ... 0
0 1 0
... ... ...
0 1 0
0 ... ... 0 1









.

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen auchein inverses Element existiert.
Hierzu führen wir zunächst zwei Begriffe ein: SeiA einen×n-Matrix.

A =







a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann







.
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Unter der Spur (engl. “trace”) einer quadratischen Matrix versteht man die Summe der Diago-
nalelemente:

Tr A =
n

∑
i=1

aii = a11+a22+ ...+ann.

Einige Rechenregeln bezüglich der Spur von Matrizen (A, B seienn×n-Matrizen,λ ein Skalar):

Tr (A+B) = Tr A+Tr B,

Tr (λ ·A) = λ Tr A.

Als Determinante einer quadratischen Matrix definiert man

detA =
n

∑
i1=1

n

∑
i2=1

...
n

∑
in=1

εi1i2...ina1i1a2i2...anin,

wobeiεi1i2...in das total antisymmetrische Symbol inn Dimensionen ist

εi1i2...in =







+1 für (i1i2...in) eine gerade Permutation von(1,2, ...,n),
−1 für (i1i2...in) eine ungerade Permutation von(1,2, ...,n),

0 sonst.

Für die Determinante existiert auch die folgende Schreibweise

detA =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 a12 ... a1n

a21 a22 ... a2n

... ... ... ...
an1 an2 ... ann

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

SeiD = diag(λ1,λ2, ...,λn) eine Diagonalmatrix. Dann ist

detD = λ1 ·λ2 · ... ·λn.

Ein Verfahren zur Berechnung der Determinante ist der Laplace’sche Entwicklungssatz. Zu einer
n×n-Matrix A definieren wir zunächst eine(n−1)×(n−1)-Matrix Ai j , die dadurch ensteht, daß
man diei-te Zeile und diej-te Spalte der MatrixA entfernt. Der Laplace’sche Entwicklungssatz
für die Entwicklung nach deri-ten Zeile lautet:

detA =
n

∑
j=1

(−1)i+ jai j detAi j .

Natürlich kann äquivalent auch nach derj-ten Spalte entwickelt werden:

detA =
n

∑
i=1

(−1)i+ jai j detAi j .
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Dies erlaubt die rekursive Berechnung einer Determinante.Für eine 1×1-Matrix haben wir

|a11| = a11.

Rechenregeln für die Determinante:

det(A ·B) = (detA) · (detB) ,

det(λ ·A) = λn ·detA.

Wenden wir uns wieder der Existenz eines inversen Elements bezüglich der Matrizenmultiplika-
tion zu. Falls so ein Element existiert bezeichnen wir es mitA−1. Es soll also gelten

A ·A−1 = 1.

Nehmen wir auf beiden Seiten die Determinante, so erhalten wir

detA ·detA−1 = det1 = 1,

also falls detA 6= 0

detA−1 =
1

detA
.

detA 6= 0 ist eine notwendige Bedingung für die Existenz eines Inversen. Es läßt sich zeigen, daß
dies auch hinreichend ist.

Satz: A−1 existiert genau dann, wenn detA 6= 0.

Wir betrachten nun die Menge aller quadratischenn×n-Matrizen mit der Eigenschaft detA 6= 0.
Wegen det(AB) = detAdetB ist diese Menge abgeschlossen bezüglich der Matrizenmultiplikati-
on. Wie gerade diskutiert wurde, existiert zu jeder Matrix auch ein Inverses. Diese Menge bildet
daher bezüglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe, die man als

GL(n,R) , bzw. GL(n,C)

bezeichnet.

4.8 Berechnung der inversen Matrix

SeiA einen×n-Matrix mit detA 6= 0. Gesucht ist einen×n-Matrix X

X =







x11 x12 ... x1n

x21 x22 ... x2n

... ... ... ...
xn1 xn2 ... xnn







,
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so daß

A ·X = 1

gilt. Wir multiplizieren die linke Seite aus und betrachtendanach diej-te Spalte auf beiden
Seiten:

a11x1 j +a12x2 j + ...+a1nxn j = 0,

... = 0

a j1x1 j +a j2x2 j + ...+a jnxn j = 1,

... = 0

an1x1 j +an2x2 j + ...+annxn j = 0.

Diesen Gleichungen bilden eine lineares Gleichungssystem für dieUnbekanntenx1 j , x2 j , ...,
xn j, welches mit Hilfe des Gaußschen Algorithmus gelöst werdenkann. Da dies für jede Spalte
j gilt, kann man so allen2 Unbekanntenxi j bestimmen. Da die Koeffizienten der linken Seite
des linearen Gleichungssystems immer gleich sind, verfährt man in der Praxis wie folgt: Man
schreibt die Gleichungen wie folgt an

a11 a12 ... a1n 1 0 ... 0
a21 a22 ... a2n 0 1 ... 0
... ... ... ... ... ... ... ...
an1 an2 ... ann 0 0 ... 1

und bringt dieses Gleichungssystem mit Hilfe des Gauß’schen Algorithmus auf die Form

1 0 ... 0 x11 x12 ... x1n

0 1 ... 0 x21 x22 ... x2n

... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 ... 1 xn1 xn2 ... xnn

Die inverse Matrix ist dann gegeben durch

A−1 =







x11 x12 ... x1n

x21 x22 ... x2n

... ... ... ...
xn1 xn2 ... xnn







,

Beispiel: SeiA die Matrix

A =





1 1 3
2 3 7
0 1 4



 .

Wir bestimmen nun die inverse Matrix:
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1 1 3 1 0 0
2 3 7 0 1 0
0 1 4 0 0 1

1 1 3 1 0 0
0 1 1 -2 1 0
0 1 4 0 0 1

1 0 2 3 -1 0
0 1 1 -2 1 0
0 0 3 2 -1 1

1 0 2 3 -1 0
0 1 1 -2 1 0
0 0 1 2

3 −1
3

1
3

1 0 0 5
3 −1

3 −2
3

0 1 0 −8
3

4
3 −1

3
0 0 1 2

3 −1
3

1
3

Somit istA−1

A−1 =
1
3





5 −1 −2
−8 4 −1

2 −1 1



 .

4.9 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum undA eine n× n-Matrix. Die Matrix A definiert eine
Abbildung

V → V,

~x → ~x′ = A ·~x.

Diese Abbildung ist linear

A · (c1~x+c2~y) = c1A ·~x+c2A ·~y.

Lineare Abbildungen zwischen zwei Vektorräumen werden auch als Homomorphismen bezeich-
net. Da in unserem Fall die Abbildung vonV nachV geht, spricht man auch von einem Epimor-
phismus.

Wir interessieren uns nun für Vektoren~x∈V, die auf ein Vielfaches ihrer selbst abgebildet wer-
den.

A ·~x = λ~x.
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In diesem Fall bezeichnet manλ als Eigenwert und~x als Eigenvektor.

Beispiel: FallsA= diag(λ1,λ2, ...,λn) eine Diagonalmatrix ist, wobei alleλi paarweise verschie-
den sind, so sind die Basisvektoren~ej die Eigenvektoren. Der zu~ej zugehörige Eigenwert istλ j .

Sei nun einen×n-Matrix A gegeben. Wir suchen ein Verfahren zur Bestimmung der Eigenwer-
te und der Eigenvektoren. Hierzu definieren wir das charakteristische Polynom der Abbildung
durch

χA(λ) = det(A−λ1) .

Dies ist ein Polynom vom Gradn in λ.

Satz: Die Nullstellen vonχA sind die Eigenwerte vonA.

Beispiel: Wir betrachten wieder

A =





1 1 3
2 3 7
0 1 4



 .

Man findet

χA(λ) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1−λ 1 3
2 3−λ 7
0 1 4−λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −λ3+8λ2−10λ+3

= −(λ−1)

(

λ− 1
2
(7+

√
37)

)(

λ− 1
2
(7−

√
37)

)

Somit hat die MatrixA die Eigenwerte

1,
1
2
(7+

√
37),

1
2
(7−

√
37).

Sind die Eigenwerte bekannt, so bestimmt man im nächsten Schritt die zugehörigen Eigenvekto-
ren. Seiλ ein (bekannter) Eigenwert der MatrixA. Gesucht werden Vektoren~x, so daß

A ·~x = λ~x,

bzw.

(A−λ ·1)~x = ~0.

Dies ist wieder ein lineares Gleichungssystem, welches mitHilfe des Gauß’schen Algorithmus
gelöst werden kann.
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Beispiel: Wir bestimmen zu der MatrixA aus dem obigen Beispiel die Eigenvektoren zum Ei-
genwertλ = 1:

A−λ ·1 =





0 1 3
2 2 7
0 1 3



 .

Der Gauß’sche Algorithmus liefert:

0 1 3 0
2 2 7 0
0 1 3 0

1 1 7
2 0

0 1 3 0
0 0 0 0

1 0 1
2 0

0 1 3 0
0 0 0 0

Somit sind alle Vektoren der Form




−1
2t

−3t
t



 , t ∈ R

Eigenvektoren zum Eigenwertλ = 1. Man bezeichnet diesen Untervektorraum als Eigenraum.

Basiswechsel: SeiV ein n-dimensionaler Vektorraum mit einer Basis{~v1, ...,~vn}. Sei

Φ : V →V

eine Endomorphismus, gegeben in der Koordinatendarstellug der obigen Basis durch eine Matrix
A:





x1

...
xn



 → A ·





x1

...
xn



 .

Dieser Endomorphismus bildet also den Basisvektor~vi auf

~v j →
n
∑

i=1
~viai j

ab. (Das Bild von~v j ist die j-te Spalte vonA.) Sei nun{~w1, ...,~wn} eine weitere Basis des Vek-
torraumes. Wir können jeden Basisvektor~w j als Linearkombination der~vi ’s schreiben:

~w j =
n

∑
i=1

~vimi j .
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Dies definiert einen×n-Matrix M

M =
(
mi j
)
.

Die Koordinatendarstellungen eines beliebigen Vektors~zbezüglich der beiden Basen

~z = x1~v1 + ...xn~vn = y1~w1 + ...yn~wn

transformieren sich wie




x1

...
xn



 = M





y1

...
yn



 .

Da umgekehrt auch die Basisvektoren~vi durch die Basisvektoren~w j ausgedrückt werden können,
ist M invertierbar, also

M ∈ GL(n,K), K = R,C,

und

~v j =
n

∑
i=1

~wim
−1
i j .

In der Basis{~w1, ...,~wn} wird der EndomorphismusΦ durch eine MatrixB beschrieben

~w j →
n
∑

i=1
~wibi j .

Wir bestimmen nun den Zusammenhang vonA mit B: Es gilt

~w j =
n

∑
k=1

~vkmk j →
n

∑
k=1

n

∑
l=1

~vl alkmk j =
n

∑
i=1

n

∑
k=1

n

∑
l=1

~wim
−1
il alkmk j,

und somit ist

B = M−1AM.

Wir betrachten nun wieder den EndomorphismusΦ, der in der Basis{~v1, ...,~vn} durch die Matrix
A gegeben ist. Wir können nun die Frage stellen, ob es eine neueBasis{~w1, ...,~wn} gibt, so daß
der Endomorphismus in dieser neuen Basis durch eine besonders einfache MatrixB gegeben ist.
Eine besonders einfache Matrix ist eine Diagonalmatrix.

Definition: Einen Endomorphismus nennt mandiagonalisierbar, falls es eine Basis{~w1, ...,~wn}
gibt, so daß in dieser neuen Basis die Abbildung durch eine Diagonalmatrix gegeben ist. In die-
sem Fall ist es unmittelbar einsichtig, daß die~wi ’s Eigenvektoren sind. Da auch die Umkehrung
gilt, hat man folgenden Satz:
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Eine MatrixA läßt sich genau dann durch einen Basiswechsel auf Diagonalgestalt bringen

D = M−1AM, D Diagonalmatrix,M ∈ GL(n,K),

falls es eine Basis vonV aus Eigenvektoren vonA gibt.

Die Berechnung der Eigenwerte und der Eigenvektoren liefert ein konstruktives Verfahren zur
Diagonalisierung einer Matrix. Seien~w1, ...,~wn die Eigenvektoren. Dann ergeben diese Vektoren
als Spaltenvektoren betrachtet die MatrixM:

M = (~w1, ...,~wn) .

Beispiel: Die Matrix

A =





0 −1 1
−3 −2 3
−2 −2 3





hat hat charakteristische Polynom

χA(λ) = −(λ−1)2(λ+1) .

Der Eigenraum zum Eigenwertλ = 1 wird von den Vektoren




1
0
1



 ,





0
1
1





aufgespannt. Der Vektor




1
3
2





ist Eigenvektor zum Eigenwertλ = −1. Somit istM gegeben durch

M =





1 0 1
0 1 3
1 1 2



 , M−1 =
1
2





1 −1 1
−3 −1 3

1 1 −1



 ,

und

D = M−1AM = diag(1,1,−1).

Wir wollen noch genauer untersuchen, unter welchen Bedingungen eine Matrix diagonalisiert
werden kann. Bei der Bestimmung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms kann der Fall
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auftreten, daß das Polynom nicht vollständig in Linearfaktoren zerfällt. Dies ist zum Beispiel bei
der Matrix

A =

(
0 1
−1 0

)

, χA(λ) = λ2+1,

über dem Körper der reellen Zahlen der Fall, da

λ2 = −1

keine Lösung inR hat.
Bemerkung: Die komplexen ZahlenC sind algebraisch abgeschlossen, d.h. überC zerfällt jedes
Polynom in Linearfaktoren. Im obigen Beispiel findet man

λ2+1 = (λ− i)(λ+ i) .

Eine zweite Komplikation kann auftreten, falls das charakteristische Polynom Nullstellen mit
höherer Multiplizität hat. Ist die Multiplizität einer Nullstelle größer als die Dimension des zu-
gehörigen Eigenraumes, so ist die Matrix nicht diagonalsierbar. Beispiel: Die Matrix

A =

(
0 1
0 0

)

, χA(λ) = λ2,

hat den doppelten Eigenwertλ = 0. Der zugehörige Eigenraum ist aber nur ein-dimensional:
(

t
0

)

, t ∈ R.

A ist nicht diagonalisierbar. WäreA diagonalisierbar, so wäre die zugehörige Diagonalmatrix die
Nullmatrix, was zu einem Widerspruch führt.

Zusammenfassend erhalten wir die folgende Aussage:
Satz: Eine MatrixA mit Einträgen aus dem KörperK ist genau dann diagonalisierbar, falls das
charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfällt, und die Dimension des Eigenraumes zum
Eigenwertλi gleich der Multiplizität der Nullstelleλi des charakteristischen Polynoms ist.

Es läßt sich zeigen, daß die Dimension der Eigenräume stets grß̈er oder gleich Eins ist. Da-
her gilt im besonderen: Falls das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfällt und alle
Nullstellen paarweise verschieden sind, so ist die MatrixA diagonalisierbar.

4.10 Das Schmidt’sche Orthonormierungsverfahren

Wir betrachten einen euklidischen bzw. unitären Vektorraum V der Dimensionn, d.h einen Vek-
torraum über den reellen Zahlen mit einer positiv definiten symmetrischen Bilinearform (eu-
klidischer Vektorraum) bzw. einen Vektorraum über den komplexen Zahlen mit eine positive
definiten Hermitischen Form. Gegeben seienk lineare unabhängige Vektoren{~v1, ...,~vk}. Diese
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Vektoren spannen einen UntervektorraumW auf (und bilden eine Basis vonW). Gesucht ist nun
eine Orthonormalbasis{~n1, ...,~nk} vonW. Unter einer Orthonormalbasis versteht man

|~ni | = 1, ~ni ·~n j = 0, für i 6= j.

Hierzu geht man wie folgt vor: Man setzt am Anfang

~n1 =
1
|~v1|

~v1.

Seien nun~n1, ...,~n j−1 schon konstruiert. Dann erhält man~n j wie folgt: Man definiert zunächst

~w = ~v j −
j−1

∑
i=1

(
~v j ·~ni

)
~ni .

Durch diese Konstruktion steht~w senkrecht zu allen bisher konstruierten Vektoren:

~w·~ni = 0, für i ∈ {1,2, ..., j −1}.

Wir normieren~w und erhalten~n j :

~n j =
1
|~w|~w.

Eine typische Anwendung für das Schmidt’sche Orthonormierungsverfahren ist die Konstruktion
einer Orthonormalbasis für einen Eigenraum der DimensionD > 1.
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5 Analysis

5.1 Folgen

Unter einer Folge(an) reeller Zahlen versteht man eine AbbildungN → R. Jedemn ∈ N wird
also einan ∈ R zugeordnet.

Eine Folge(an) heißtkonvergent gegena ∈ R, falls es zu jedemε > 0 eine natürliche Zahl
N gibt, so daß

|an−a| < ε, ∀n≥ N.

In diesem Fall schreibt man

lim
n→∞

an = a.

In anderen Worten liegen für eine konvergente Folge ab einembestimmtenN alle Folgenglieder
im Intervall ]a− ε,a+ ε[.

Eine Folge nennt mandivergent, wenn sie gegen keine reelle Zahl konvergiert. Beispiele für
divergente Folgen sind

an = n,

bn =

{
1 n gerade

−1 n ungerade

Eine Folge heißt nach oben (bzw. unten) beschränkt, falls esein c∈ R gibt, so daßan ≤ c (bzw.
an ≥ c) für allen∈ N. Die Folge heißt beschränkt, wenn sie nach oben und unten beschränkt ist.
Jede konvergente Folge beschränkt.
Bemerkung: Die Umkehrung gilt nicht, eine beschränkte Folge ist nicht notwendiger Weise kon-
vergent, siehe obiges Beispiel mit der Folge(bn).

Seien(an) und(bn) zwei konvergente Folgen mit den Grenzwerten

lim
n→∞

an = a, lim
n→∞

bn = b.

Dann sind auch die Folgen(an+bn), (an−bn), (λan), (anbn) konvergent (λ ∈ R) und es gilt

lim
n→∞

(an +bn) = a+b,

lim
n→∞

(an−bn) = a−b,

lim
n→∞

(λan) = λa,

lim
n→∞

(an ·bn) = a ·b.
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Ist weiterb 6= 0, so gibt es einN ∈ N, so daßbn 6= 0 für allen≥ N und wir können die Folge
(

an

bn

)

n≥N

betrachten. Es gilt

lim
n→∞

(
an

bn

)

=
a
b
.

Seien(an) und(bn) zwei konvergente Folgen mitan ≤ bn für allen. Dann gilt auch

lim
n→∞

an ≤ lim
n→∞

bn.

Bemerkung: Ausan < bn folgt nicht liman < lim bn, wie das Beispielan = 0 undbn = 1/n zeigt.

5.2 Reihen

Sei(an) eine Folge reeller Zahlen. Man betrachtet nun die Folge der Partialsummen

n

∑
j=1

a j .

Als unendliche Reihe bezeichnet man nun die Folge dieser Partialsummen. Man schreibt

∞

∑
j=1

a j = lim
n→∞

n

∑
j=1

a j .

Eine unendliche Reihe heißt konvergent, wenn die Folge der Partialsummen konvergiert.

Eine unendliche Reihe heißtabsolut konvergent, falls die Reihe

∞

∑
j=1

∣
∣a j
∣
∣

konvergent ist. Wir interessieren uns nun für Kriterien, die eine Konvergenz einer unendlichen
Reihe garantieren.

Konvergenzkriterium von Cauchy: Die Reihe
∞
∑
j=1

a j konvergiert genau dann, wenn zu jedem

ε > 0 einN ∈ N existiert, so daß
∣
∣
∣
∣
∣

n

∑
j=m

a j

∣
∣
∣
∣
∣

< ε, ∀n≥ m≥ N.
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Satz: Eine notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung für die Konvergenz einer Reihe ist,
daß

lim
n→∞

an = 0.

Satz: Eine Reihe
∞
∑
j=1

a j mit a j ≥ 0 konvergiert genau dann, wenn die Folge der Partialsummen

beschränkt ist.

Konvergenzkriterium von Leibniz für alternierende Reihen: Sei (an) eine monoton fallen-
de Folge nicht-negativer Zahlen mit liman = 0. Dann konvergiert die Reihe

∞

∑
j=1

(−1) ja j .

Satz: Eine absolut konvergente Reihe konvergiert auch im gewöhnlichen Sinne.

Majorantenkriterium : Sei
∞
∑
j=1

c j eine konvergente Reihe mit lauter nicht-negativen Gliedern

und(an) eine Folge mit|an| ≤ cn. Dann konvergiert die Reihe
∞

∑
j=1

a j

absolut. Man nennt
∞
∑
j=1

c j eine Majorante von
∞
∑
j=1

a j .

Quotientenkriterium : Sei
∞
∑
j=1

a j eine Reihe mitan 6= 0 für allen undx eine reelle Zahl 0< x< 1,

so daß
∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣

≤ x, ∀n≥ N.

Dann konvergiert die Reihe absolut.

Cauchy-Produkt von Reihen: Seien
∞
∑
j=1

a j und
∞
∑
j=1

b j zwei absolut konvergente Reihen. Für

n∈ N setzen wir

cn =
n−1

∑
j=1

a jbn− j .

Dann ist auch die Reihe
∞
∑
j=1

c j absolut konvergent und es gilt

∞

∑
j=1

c j =

(
∞

∑
j=1

a j

)(
∞

∑
j=1

b j

)

.
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Bemerkung: Die absolute Konvergenz ist wesentlich für die Gültigkeit des Satzes ! Im Allge-
meinen gilt, daß Umordnungen innerhalb einer Reihe nur erlaubt sind, falls die Reihe absolut
konvergiert.

Wir geben noch einige wichtige Reihen an:

expx =
∞

∑
j=0

x j

j!
,

− ln(1−x) =
∞

∑
j=1

x j

j
, |x| < 1,

sinx =
∞

∑
j=0

(−1) j x2 j+1

(2 j +1)!
,

cosx =
∞

∑
j=0

(−1) j x2 j

(2 j)!
,

sinhx =
∞

∑
j=0

x2 j+1

(2 j +1)!
,

coshx =
∞

∑
j=0

x2 j

(2 j)!
,

sinh und cosh bezeichnet man als Sinus Hyperbolicus bzw. Kosinus Hyperbolicus. Mit Ausnah-
me der Reihe für ln(1−x) konvergieren alle Reihen absolut für alle Werte vonx. Man sagt die
Reihen haben einen unendlichenKonvergenzradius. Die Reihe für ln(1−x) konvergiert absolut
für |x| < 1. Somit hat diese Reihe den Konvergenzradius 1. Man sprichtvon einem Konver-
genzradius, da die obigen Reihen auch definiert sind, wenn man die reelle Variablex durch eine
komplexe Variablezersetzt.

Wir betrachten noch exp(ix):

exp(ix) =
∞

∑
j=0

i jx j

j!
=

∞

∑
j=0

i2 j x2 j

(2 j)!
+

∞

∑
j=1

i2 j+1 x2 j+1

(2 j +1)!

=
∞

∑
j=0

(−1) j x2 j

(2 j)!
+ i

∞

∑
j=1

(−1) j x2 j+1

(2 j +1)!
= cosx+ i sinx.

Die Reihendarstellung liefert also einen einfachen Beweisder Formel:

exp(ix) = cosx+ i sinx.

Ebenso findet man

expx = coshx+sinhx.
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Man beachte daß für die Umordnung der Reihen die absolute Konvergenz notwendig ist. Man
kann die trigometrischen und die hyperbolischen Funktionen auch durch die Exponentialfunktion
ausdrücken:

cosx =
1
2

(
eix +e−ix) , sinx =

1
2i

(
eix −e−ix) ,

coshx =
1
2

(
ex +e−x) , sinhx =

1
2

(
ex−e−x) .

5.3 Funktionen und Stetigkeit

SeienD undW Teilmengen vonR. Unter einer reellwertigen Funktion aufD versteht man eine
Abbildung

f : D →W,

x→ y = f (x).

Man nenntD den Definitionsbereich undW den Wertebereich der Funktion. Eine Funktionf
ordnet jedemx∈ D ein y∈W zu. Gibt es zu jedemy∈W genau einx∈ D mit y = f (x), so ist
die Funktionf umkehrbar. In diesem Fall bezeichnet man mitf−1 die Umkehrfunktion:

f−1 : W → D,

y→ x = f−1(y).

Man sagt eine Funktion hat im Punktea den Grenzwertc, falls es mindestens eine Folgexn ∈ D
mit lim xn = a gibt und es zu jedemε > 0 einδε > 0 gibt, so daß

| f (x)−c| < ε, ∀|x−a| < δε und x∈ D.

In diesem Fall schreibt man

lim
x→a

f (x) = c.

Bemerkung: Es wird nicht vorausgesetzt, daßa∈D liegt. Diese Definition macht auch Sinn, falls
D ein offenes Intervall ist und der Grenzwert an den Intervallgrenzen betrachtet wird.

Sei nuna∈ D. Man bezeichnet eine Funktion als stetig im Punktea, falls

lim
x→a

f (x) = f (a)

gilt.
Beispiel: Wir betrachten die Heaviside-Funktion, definiert durch

Θ(x) =

{
1, x > 0,
0, x≤ 0.
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Für diese Funktion giltΘ(0) = 0, aber

lim
x→0+

Θ(x) = 1.

Die Heaviside-Funktion ist im Punkte 0 nicht stetig.

Beispiele von Funktionen, die auf ganzR stetig sind, sind Polynomfunktionen, expx, sinx, cosx,
sinhx, coshx.

Satz: Seienf ,g : D → R Funktionen, die ina stetig sind und seiλ ∈ R. Dann sind auch die
Funktionen

f +g : D → R,

λ · f : D → R,

f ·g : D → R

im Punktea stetig. Ist fernerg(a) 6= 0, so ist auch die Funktion

f
g

: D′ → R

in a stetig, wobeiD′ = {x∈ D : g(x) 6= 0}.

Wir definieren noch den Begriff dergleichmäßigen Stetigkeit: Eine Funktionf : D → R heißt
in D gleichmäßig stetig, falls es zu jedemε > 0 einδ > 0 gibt, so daß

| f (x)− f (y)| < ε ∀ |x−y| < δ.

Jede Funktion, die aufD gleichmässig stetig ist, ist auch in jedem Punkte ausD stetig im her-
kömmlichen Sinne. Die Umkehrung gilt jedoch nicht. Ist eineFunktion in jedem Punktex∈ D
stetig im herkömmlichen Sinne, so genügt es für ein vorgegebenesε für jeden Punkt einδx zu
finden. Diesesδx darf mit x variieren. Für die gleichmäßige Stetigkeit wird dagegen gefordert,
daßδ vonx unabhängig ist.

5.3.1 Rationale Funktionen

Seien p(x) und q(x) Polynomfunktionen. Unter einer rationalen Funktion versteht man eine
Funktion

R(x) =
p(x)
q(x)

.

Der Definitionsbereich einer rationalen Funktion ist gegeben durchD = {x∈ R,q(x) 6= 0}. Auf-
grund des obigen Satzes ist eine rationale Funktion in ihremDefinitionsbereich stetig.
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Rationale Funktionen können inPartialbrüche zerlegt werden. Ist

p(x) = pnxn + pn−1xn−1 + ...+ p1x+ p0,

q(x) = qmxm+qm−1xm−1 + ...+q1x+q0,

und ist ausserdem die Faktorisierung des Nennerpolynoms bekannt

q(x) = c
r

∏
j=1

(
x−x j

)λ j ,

wobeiλ j die Multiziplität der Nullstellex j angibt (wobeiλ1 + ...+λr = m ist), so läßt sich die
rationale Funktion schreiben als

R(x) =
p(x)
q(x)

= P(x)+
r

∑
j=1

λ j

∑
k=1

a jk

(x−x j)k ,

wobeiP(x) ein Polynom vom Grad degp(x)−degq(x) ist unda jk ∈ R.

Berechnung vonP(x) und der Konstantena jk: P(x) bestimmt sich durch Polynomdivision mit
Rest. Wir betrachten als Beispiel die rationale Funktion

x4+3x3−12x2−3x+18
(x−2)2(x+2)

Für das Nennerpolynom haben wir

(x−2)2(x+2) = x3−2x2−4x+8.

Polynomdivision mit Rest liefert

(x4+3x3−12x2−3x+18) : (x3−2x2−4x+8) = x+5+(2x2 +9x−22)/(x3−2x2−4x+8)
−(x4−2x3−4x2 +8x)

−−−−−−−−−−−−−
5x3−8x2−11x+18

−(5x3−10x2−20x+40)
−−−−−−−−−−−−

2x2 +9x−22

Somit ist alsoP(x) = x+5. Für den Rest verwendet man den Ansatz

2x2 +9x−22
x3−2x2−4x+8

=
a12

(x−2)2 +
a11

x−2
+

a21

x+2
.
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Man bringt die rechte Seite auf den Hauptnenner

a12

(x−2)2 +
a11

x−2
+

a21

x+2
=

(a11+a21)x2 +(a12−4a21)x+(2a12−4a11+4a21)

x3−2x2−4x+8

Koeffizientenvergleich liefert ein lineares Gleichungssystem:

a11+a21 = 2,

a12−4a21 = 9,

2a12−4a11+4a21 = −22,

dessen Lösung durch

a12 = 1, a11 = 4, a21 = −2

gegeben ist. Somit erhalten wir das Ergebnis

x4 +3x3−12x2−3x+18
(x−2)2(x+2)

= x+5+
1

(x−2)2 +
4

x−2
− 2

x+2
.

Bemerkung: Die Koeffizienten der Partialbrüche mit der höchsten Potenz einer Nullstelle lassen
sich einfacher bestimmen, indem man im Ansatz mit(x− x j)

λ j multipliziert und dannx = x j

setzt. In unserem Beispiel lassen sich soa12 unda21 bestimmen:

a12 =
2x2+9x−22
(x−2)2(x+2)

(x−2)2
∣
∣
∣
∣
x=2

=
2x2 +9x−22

x+2

∣
∣
∣
∣
x=2

=
8+18−22

4
= 1,

a21 =
2x2+9x−22
(x−2)2(x+2)

(x+2)

∣
∣
∣
∣
x=−2

=
2x2+9x−22

(x−2)2

∣
∣
∣
∣
x=−2

=
8−18−22

16
= −2.

5.3.2 Trigonometrische Funktionen

Neben den Winkelfunktionen Sinus und Kosinus

cosx =
1
2

(
eix +e−ix) , sinx =

1
2i

(
eix −e−ix) ,

gibt es weitere trigonometrische Funktionen:

tanx =
sinx
cosx

, Tangens

cotx =
cosx
sinx

, Kotangens

secx =
1

cosx
, Sekans

cscx =
1

sinx
, Kosekans
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Die Umkehrfunktionen werden mit arcsin, arccos, arctan, etc. bezeichnet:

arcsin(x) = sin−1(x), Arkussinus

arccos(x) = cos−1(x), Arkuskosinus

arctan(x) = tan−1(x), Arkustangens

Diese Umkehrfunktionen lassen sich durch den Logarithmus ausdrücken:

arcsin(x) =
1
i

ln
(

ix+
√

1−x2
)

,

arccos(x) =
1
i

ln
(

x+ i
√

1−x2
)

,

arctan(x) =
1
2i

ln

(
1+ ix
1− ix

)

.

5.3.3 Hyperbolische Funktionen

Neben den bereits eingeführten hyperbolischen Funktionen

coshx =
1
2

(
ex +e−x) , sinhx =

1
2

(
ex−e−x) ,

definiert man auch

tanhx =
sinhx
coshx

.

Bemerkung: Für sinh und cosh gilt

cosh2x−sinh2x = 1.

Die inversen Funktionen werden als Areafunktionen bezeichnet:

arsinh(x) = sinh−1(x), Areasinus Hyperbolicus

arcosh(x) = cosh−1(x), Areakosinus Hyperbolicus

artanh(x) = tanh−1(x), Areatangens Hyperbolicus

Diese Umkehrfunktionen lassen sich ebenfalls durch den Logarithmus ausdrücken:

arsinh(x) = ln
(

x+
√

x2 +1
)

,

arcosh(x) = ln
(

x+
√

x2−1
)

,

artanh(x) =
1
2

ln

(
1+x
1−x

)

.
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Für den Zusammenhang zwischen den trigonometrischen Funktionen und den hyperbolischen
Funktionen gilt

sinx =
1
i

sinh(ix) ,

cosx = cosh(ix) ,

tanx =
1
i

tanh(ix) ,

arcsin(x) =
1
i
arsinh(ix) ,

arctan(x) =
1
i
artanh(ix) .

5.4 Differentialrechnung

SeiD ⊂ R und f : D → R eine Funktion.f nennt man im Punktex∈ D differenzierbar , falls es
mindestens eine Folge(ξn) ∈ D\x gibt, mit lim

n→∞
ξn = x und der Grenzwert

f ′(x) = lim
ξ→x

f (ξ)− f (x)
ξ−x

existiert. Man schreibt auch

f ′(x) =
d f(x)

dx
=

d
dx

f (x) = lim
h→0

f (x+h)− f (x)
(x+h)−x

.

Seien f ,g : D → R in x∈ D differenzierbare Funktionen undλ ∈ R. Dann sind auch die Funk-
tionen f +g, f ·g undλ f in x differenzierbar und es gilt

( f +g)′ (x) = f ′(x)+g′(x),

( f ·g)′ (x) = f ′(x)g(x)+ f (x)g′(x), (Produktregel)

(λ f )′ (x) = λ f ′(x).

Dies folgt unmittelbar aus den Rechenregeln für Grenzwertevon Folgen. So ist zum Beispiel

( f ·g)′ (x) = lim
h→0

f (x+h)g(x+h)− f (x)g(x)
h

= lim
h→0

1
h

[ f (x+h)g(x+h)− f (x+h)g(x)+ f (x+h)g(x)− f (x)g(x)]

= lim
h→0

f (x+h)
g(x+h)−g(x)

h
+ lim

h→0

f (x+h)− f (x)
h

g(x)

= f (x)g′(x)+ f ′(x)g(x).

Quotientenregel: Ist g(x) 6= 0 für allex ∈ D, so ist auch die Funktionf/g in x differenzierbar
und es gilt

(
f
g

)′
(x) =

f ′(x)g(x)− f (x)g′(x)
g(x)2 .
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Ableitung der Umkehrfunktion : Sei D ⊂ R ein abgeschlossenes Intervall,f : D → W eine
stetige, steng monotone Funktion undf−1 : W → D die Umkehrfunktion. Istf im Punktx∈ D
differenzierbar und istf ′(x) 6= 0, so ist f−1 im Punkty = f (x) differenzierbar und es gilt

(
f−1)′ (y) =

1
f ′ (x)

=
1

f ′ ( f−1(y))
.

Kettenregel: Seien f : D1 → W1 undg : D2 → W2 Funktionen mitW1 ⊂ D2. Falls f im Punkte
x ∈ D1 differenzierbar ist undg im Punktey = f (x) ∈ D2 differenzierbar ist, so ist die zusam-
mengesetzte Funktiong◦ f : D1 →W2 in x differenzierbar und es gilt

(g◦ f )′ (x) = g′ ( f (x)) f ′(x).

Ableitungen einiger Grundfunktionen:

f (x) = xn, f ′(x) = nxn−1,

f (x) = ex, f ′(x) = ex.

Die Ableitung des Logarithmus erhält man mit Hilfe der Regelüber die Umkehrfunktion:f (x) =
ex, f−1(y) = lny, ( f−1)′(y) = 1/ f ′( f−1(y)) = 1/exp(lny) = 1/y, also

f (x) = lnx, f ′(x) =
1
x
.

Die Ableitungen von Sinus und Kosinus erhält man aus der Darstellung sin(x)= (eix−e−ix)/(2i),
cos(x) = (eix +e−ix)/2 zu

f (x) = sin(x), f ′(x) = cos(x),

f (x) = cos(x), f ′(x) = −sin(x).

Die Ableitung aller weiteren trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen lassen sich eben-
falls mit den obigen Regeln bestimmen:

f (x) = tan(x), f ′(x) =
1

cos2(x)
,

f (x) = arcsin(x), f ′(x) =
1√

1−x2
,

f (x) = arctan(x), f ′(x) =
1

1+x2 ,

f (x) = sinh(x), f ′(x) = cosh(x),

f (x) = cosh(x), f ′(x) = sinh(x),

f (x) = tanh(x), f ′(x) =
1

cosh2(x)
,

f (x) = arsinh(x), f ′(x) =
1√

1+x2
,

f (x) = artanh(x), f ′(x) =
1

1−x2 .
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5.4.1 Die Regeln von l’Hospital

Seienf ,g : D→R zwei inx0∈D stetige Funktionen mitf (x0) = g(x0) = 0. Existiert lim
x→x0

f ′(x)/g′(x),

so gilt:

lim
x→x0

f (x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

.

Beispiel:

lim
x→0

1−cosx
x2 = lim

x→0

sinx
2x

=
1
2

lim
x→0

cosx
1

=
1
2
.

Ist lim
x→x0

| f (x)| = ∞ und lim
x→x0

|g(x)| = ∞ und exisitiert lim
x→x0

f ′(x)/g′(x), so gilt ebenfalls

lim
x→x0

f (x)
g(x)

= lim
x→x0

f ′(x)
g′(x)

.

Beispiel:

lim
x→0

lnx
1
x

= lim
x→0

1
x

− 1
x2

= lim
x→0

(−x) = 0.

Bemerkung: Die l’Hospitalschen Regeln gelten auch fürx0 →±∞.

5.5 Integralrechnung

Definition einer Treppenfunktion: Man nenntt : [a,b] → R Treppenfunktion , falls es eine Un-
terteilung

a = x0 < x1 < ... < xn = b

gibt, so daßt auf jedem offenen Intervall]x j−1,x j [ konstant ist. Der Wert auf diesem Intervall sei
mit c j bezeichnet.

DasIntegral einer Treppenfunktion wird definiert als

b
Z

a

t(x) dx =
n

∑
j=1

c j
(
x j −x j−1

)
.

Die Menge aller Treppenfunktionen auf dem Intervall[a,b] bilden einen Vektorraum. Wir be-
zeichnen diese Vektorraum mitT[a,b]. Sei f : [a,b] → R eine beliebige beschränkte Funktion
undt ∈ T[a,b]. Man schreibtf ≥ t falls f (x) ≥ t(x) für allex∈ [a,b] gilt.
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Wir definieren nun das Ober- und Unterintegral fürf :

b
Z

a

∗

f (x) dx = inf







b
Z

a

t(x) dx; t ∈ T[a,b], t ≥ f






,

b
Z

a ∗

f (x) dx = sup







b
Z

a

t(x) dx; t ∈ T[a,b], t ≤ f






,

Definition des Riemann-Integrals: Eine beschränkte Funktion f : [a,b] → R heißt Riemann-
integrierbar , falls

b
Z

a

∗

f (x) dx =

b
Z

a ∗

f (x) dx.

In diesem Fall setzt man

b
Z

a

f (x) dx =

b
Z

a

∗

f (x) dx.

Satz: Jede stetige Funktionf : [a,b] → R ist integrierbar.

Satz: Jede monotone Funktionf : [a,b] → R ist integrierbar.

Seienf ,g : [a,b]→ R integrierbare Funktionen undλ ∈ R. Dann sind auch die Funktionenf +g
undλ · f integrierbar und es gilt

b
Z

a

( f +g)(x) dx =

b
Z

a

f (x) dx+

b
Z

a

g(x) dx,

b
Z

a

(λ f )(x) dx = λ
b

Z

a

f (x) dx.

Desweiteren ist auch die Funktionf g integrierbar, im allgemeinen ist allerdings

b
Z

a

( f ·g)(x) dx 6=





b
Z

a

f (x) dx



 ·





b
Z

a

g(x) dx



 .

Eine differenzierbare FunktionF : I → R heißtStammfunktion einer Funktionf : I → R, falls
F ′(x) = f (x).
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Eine weitere FunktionG : I → R ist genau dann ebenfalls eine Stammfunktion, fallsF −G eine
Konstante ist.

Man schreibt auch

F(x) =

Z

f (x) dx.

Der Ausdruck auf der rechten Seite wird auch als unbestimmtes Integral bezeichnet.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

b
Z

a

f (x) dx = F(b)−F(a).

Man schreibt auch

F(x)|ba = F(b)−F(a).

Substitutionsregel: Sei f : [a,b] → W1 eine stetig differenzierbare Funktion undg : D2 → W2

eine stetige Funktion mitW1 ⊂ D2. Dann gilt

b
Z

a

g( f (x)) f ′(x) dx =

f (b)
Z

f (a)

g(x) dx.

Partielle Integration : Seienf ,g : [a,b]→ R zwei stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

b
Z

a

f (x)g′(x) dx = f (x)g(x)|ba−
b

Z

a

f ′(x)g(x) dx.

Stammfunktionen einiger Grundfunktionen:

f (x) = xn, F(x) =
xn+1

n+1
, n 6= −1,

f (x) = ex, F(x) = ex,

f (x) =
1
x
, F(x) = ln |x| ,

f (x) = sin(x), F(x) = −cos(x),

f (x) = cos(x), F(x) = sin(x),

f (x) =
1

1+x2 , F(x) = arctan(x).
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Integrale über rationale Funktionen: Wir betrachten als Beispiel

I =

1
Z

0

x4 +3x3−12x2−3x+18
(x−2)2(x+2)

dx.

Im ersten Schritt zerlegt man den Integranden mit Hilfe der Partialbruchzerlegung:

x4 +3x3−12x2−3x+18
(x−2)2(x+2)

= x+5+
1

(x−2)2 +
4

x−2
− 2

x+2
.

Somit ist

I =

1
Z

0

(x+5) dx+

1
Z

0

dx
(x−2)2 +4

1
Z

0

dx
x−2

−2

1
Z

0

dx
x+2

.

Wir berechnen nun die einzelnen Integrale:

1
Z

0

(x+5) dx = 5x+
1
2

x2
∣
∣
∣
∣

1

0
=

11
2

,

1
Z

0

dx
(x−2)2 = − 1

x−2

∣
∣
∣
∣

1

0
= 1− 1

2
=

1
2
,

1
Z

0

dx
x−2

= ln(|x−2|)|10 = ln1− ln2 = − ln2,

1
Z

0

dx
x+2

= ln(|x+2|)|10 = ln3− ln2,

Somit erhalten wir

I =
11
2

+
1
2

+4(− ln2)−2(ln3− ln2) = 6−2ln2−2ln3= 6−2ln6.

5.5.1 Uneigentliche Integrale

Unter einem uneigentlichen Integral versteht man ein Integral, bei dem eine Integrationsgrenze
unendlich ist oder bei dem der Integrand an einer Integrationsgrenze nicht definiert ist. Es kann
auch eine Kombination der beiden Fälle auftreten.

Wir betrachten zunächst den Fall, daß eine Integrationsgrenze unendlich ist. Seif : [a,∞[→ R
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eine Funktion, die über jedem Intervall[a,Λ] mit a < Λ < ∞ Riemann-integrierbar ist. Falls der
Grenzwert

lim
Λ→∞

Λ
Z

a

f (x) dx

existiert, nennt man das Integral vona bis Unendlich konvergent und man setzt

∞
Z

a

f (x) dx = lim
Λ→∞

Λ
Z

a

f (x) dx.

Analog definiert man das Integral für das Intervall]−∞,b].

Beispiel:

∞
Z

1

dx
x2 = lim

Λ→∞

Λ
Z

1

dx
x2 = − lim

Λ→∞

1
x

∣
∣
∣
∣

Λ

1
= 1− lim

Λ→∞

1
Λ

= 1.

Wir betrachten nun den Fall, daß der Integrand an einer Intervallgrenze nicht definiert ist. Sei
f :]a,b]→ R eine Funktion, die über jedem Teilintervall[a+ ε,b] mit 0 < ε < (b−a) Riemann-
integrierbar ist. Falls der Grenzwert

lim
ε→0+

b
Z

a+ε

f (x) dx

existiert, nennt man das Integral über[a,b] konvergent und man setzt

b
Z

a

f (x) dx = lim
ε→0+

b
Z

a+ε

f (x) dx

Analog definiert man das Integral für den Fall in der die Funktion an der oberen Intevallgrenze
nicht definiert ist.

Beispiel:

1
Z

0

dx√
x

= lim
ε→0+

1
Z

ε

dx√
x

= lim
ε→0+

1
Z

ε

dx√
x

= 2 lim
ε→0+

√
x
∣
∣1
ε = 2− lim

ε→0+

√
ε = 2.

Allgemeiner Fall: Seif :]a,b[→ R, a∈ R∪{−∞}, b∈ R∪{∞}, eine Funktion, die über jedem
Teilintervall [α,β] ⊂]a,b[ Riemann-integrierbar ist und seic ∈]a,b[ beliebig. Falls die beiden
uneigentlichen Integrale

c
Z

a

f (x) dx= lim
α→a+

c
Z

α

f (x) dx,

b
Z

c

f (x) dx= lim
β→b−

β
Z

c

f (x) dx
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existieren, nennt man das Integral über]a,b[ konvergent und man setzt

b
Z

a

f (x) dx =

c
Z

a

f (x) dx+

b
Z

c

f (x) dx.

5.6 Taylorreihen

Wir haben bereits die Reihendarstellung einiger Funktionen, wie zum Beispiel der Exponential-
funktion, Sinus oder Kosinus kennengelernt. In diesem Abschnitt geht es um die systematische
Entwicklung von Funktionen in Potenzreihen.

Taylorsche Formel: SeiI ⊂ R und f : I → R eine(n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion.
Dann gilt füra∈ I undx∈ I

f (x) = f (a)+
f ′(a)

1!
(x−a)+

f ′′(a)

2!
(x−a)2+

f ′′′(a)

3!
(x−a)3 + ...+

f (n)(a)

n!
(x−a)n+Rn+1(x).

Hierbei bezeichnetf (n) dien-te Ableitung. Für das Restglied gilt

Rn+1(x) =
1
n!

x
Z

a

(x− t)n f (n+1)(t)dt.

Eine alternative Form für das Restglied geht auf Lagrange zurück: Es gibt einξ ∈ [a,x], so daß

Rn+1(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+1)!
(x−a)n+1.

Bemerkung: Dies ist eine Existenzaussage,ξ ist im allgemeinen schwer zu bestimmen.

In der Praxis verwendet man die erstenn Terme der Taylorentwicklung, um eine Funktion zu
approximieren und vernachlässigt das Restglied. Das vernachlässigte Restglied liefert den Feh-
ler dieser Abschätzung.

Sei nun f : I → R eine beliebig of differenzierbare Funktion unda∈ I . Wir definieren die Tay-
lorreihe einer Funktionf um den Entwicklungspunkta:

Tf (x) =
∞

∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x−a)n.

Bemerkungen:
1. Der Konvergenzradius der Taylorreihe ist nicht notwendig > 0.
2. Falls die Taylorreihe vonf konvergiert, konvergiert sie nicht notwendigerweise gegen f .
3. Die Taylorreihe konvergiert genau für diejenigenx∈ I gegenf (x), für die das Restglied gegen
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Null konvergiert.

Wir geben ein Gegenbeispiel zu Punkt 2 an: Wir betrachten dieTaylorreihe der Funktion

f (x) =

{

exp
(

− 1
x2

)

, x 6= 0,

0 x = 0,

im Punktea = 0. f ist beliebig oft differenzierbar und es gilt

f (n)(0) = 0.

Die Taylorreihe vonf um den Nullpunkt ist also identisch Null.

5.7 Orthogonale Polynome

Wir betrachten Polynomfunktionen auf einem Intervall[a,b]. Die Menge aller Polynomfunk-
tionenP : [a,b] → R bilden einen (unendlich dimensionalen)R-Vektorraum. Eine Basis dieses
Vektorraumes ist zum Beispiel durch die Monome

1,x,x2,x3,x4, ...

gegeben. Ebenso bildet eine Sequenz von PolynomenP0(x), P1(x), ..., wobeiPj(x) vom Grad j
ist, eine Basis dieses Vektorraumes.

Wir wollen nun ein Skalarprodukt auf diesem Vektorraum definieren. Zunächst führen wir den
Begriff einerGewichtsfunktion ein. Man nennt eine Funktionw : [a,b]→R eine Gewichtsfunk-
tion, falls

1. w(x) ≥ 0 für allex∈ [a,b];

2.
b
R

a
dx w(x) > 0;

3.
b
R

a
dx w(x)x j < ∞ für alle j = 0,1,2, ....

Bemerkung: Es ist nicht gefordert, daß die Gewichtsfunktion ein Polynom sein muß.

Seien nunPi(x) undPj(x) zwei Polynome. Mit Hilfe einer Gewichtsfunktion definierenwir nun
ein Skalarprodukt wie folgt:

〈
Pi,Pj

〉
=

b
Z

a

dx w(x)Pi(x)Pj(x).
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Bemerkung: Diese Definition hängt von der Wahl der Gewichtsfunktion ab !

Man nennt zwei Polynome orthogonal, falls

〈
Pi ,Pj

〉
=

b
Z

a

dx w(x)Pi(x)Pj(x) = 0.

Gesucht ist nun zu einer gegebenen Gewichtsfunktion eine Basis des Vektorraumes der Polyno-
me über[a,b], die orthogonal bezüglich des Skalarproduktes ist. In anderen Worten, gesucht ist
eine Sequenz von PolynomenP0(x), P1(x), ..., wobeiPj(x) vom Grad j ist, so daß

b
Z

a

dx w(x)Pi(x)Pj(x) = 0 für i 6= j.

Die folgende Tabelle zeigt die Intervalle und die Gewichtsfunktionen der üblichen orthogonalen
Polynome:

Intervall Gewichtsfunktion Polynome Bemerkungen
[−1,1] 1 Legendre
[−1,1] 1/

√
1−x2 Tschebyscheff

[−1,1] (1−x2)µ−1/2 Gegenbauer µ> −1/2
[−1,1] (1−x)α(1+x)β Jacobi α,β > −1
[0,∞] xαe−x (verallgemeinerte) Laguerreα > −1

[−∞,∞] e−x2
Hermite

Die eigentlichen Laguerre-Polynome entsprechenα = 0.

Für die Nullstellen von orthogonalen Polynomen gilt: Die Nullstellen von orthogonalen Po-
lynomen sind reell, einfach und befinden sich im Intervall[a,b]. Seienx1 < x2 < ... < xn die
Nullstellen des PolynomsPn(x), dann liegt in jedem Intervall[a,x1], [x1,x2], ..., [xn−1,xn], [xn,b]
genau eine Nullstelle des PolynomsPn+1(x).

5.7.1 Legendre-Polynome

Die Legendre-PolynomePn(x) sind auf dem Intervall[−1,1] mit der Gewichtsfunktionw(x) = 1
definiert. Sie sind wie folgt normiert:

1
Z

−1

dxPn(x)Pm(x) =
2

2n+1
δnm.

Explizit sind die Polynome gegeben durch

Pn(x) =
1
2n

[n/2]

∑
m=0

(−1)m
(

n
m

)(
2n−2m

n

)

xn−2m,
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wobei[n/2] die größte ganze Zahl kleiner oder gleichn/2 bezeichnet. Rekursiv erhält man diese
Polynome durch

P0(x) = 1, P1(x) = x, (n+1)Pn+1(x) = (2n+1)xPn(x)−nPn−1(x).

Die erzeugende Funktion lautet:

1√
1−2xz+z2

=
∞

∑
n=0

Pn(x)z
n, −1≤ x≤ 1, |z| < 1.

Formel von Rodrigues:

Pn(x) =
1

2nn!
dn

dxn(x2−1)n.

Die Legendre-Polynome erfüllen die Differentialgleichung

(1−x2)P′′
n (x)−2xP′

n(x)+n(n+1)Pn(x) = 0.

5.7.2 Tschebyscheff-Polynome

Die Tschebyscheff-Polynome der ersten ArtTn(x) sind auf dem Intervall[−1,1] mit der Ge-
wichtsfunktionw(x) = 1/

√
1−x2 definiert. Sie sind wie folgt normiert:

1
Z

−1

dx
1√

1−x2
Tn(x)Tm(x) =

{ π
2δnm, n 6= 0,
πδnm, n = 0.

Explizit sind die Polynome gegeben durch

Tn(x) =
n
2

[n/2]

∑
m=0

(−1)m(n−m−1)!
m!(n−2m)!

(2x)n−2m.

Rekursiv erhält man diese Polynome durch

T0(x) = 1, T1(x) = x, Tn+1(x) = 2xTn(x)−Tn−1(x).

Die erzeugende Funktion lautet:

1−xz
1−2xz+z2 =

∞

∑
n=0

Tn(x)z
n, −1≤ x≤ 1, |z| < 1.

Formel von Rodrigues:

Tn(x) =
(−1)n(1−x2)1/2√π

2nΓ
(
n+ 1

2

)
dn

dxn

(
1−x2)n−1/2

.

Die Tschebyscheff-Polynome erfüllen die Differentialgleichung

(1−x2)T ′′
n (x)−xT′

n(x)+n2Tn(x) = 0.
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5.7.3 Laguerre-Polynome

Die Laguerre-PolynomeLn(x) sind auf dem Intervall[0,∞] mit der Gewichtsfunktionw(x) = e−x

definiert. Sie sind wie folgt normiert:

∞
Z

0

dxe−xLn(x)Lm(x) = δnm.

Explizit sind die Polynome gegeben durch

Ln =
n

∑
m=0

(−1)m

m!

(
n

n−m

)

xm

Rekursiv erhält man diese Polynome durch

L0(x) = 1, L1(x) = 1−x, (n+1)Ln+1(x) = ((2n+1)−x)Ln(x)−nLn−1(x).

Die erzeugende Funktion lautet:

(1−z)−1exp

(
xz

z−1

)

=
∞

∑
n=0

Ln(x)z
n, |z| < 1.

Formel von Rodrigues:

Ln(x) =
ex

n!
dn

dxn

(
xne−x)

Die Laguerre-Polynome erfüllen die Differentialgleichung

xL′′n(x)+(1−x)L′
n(x)+nLn(x) = 0.

5.7.4 Hermite-Polynome

Die Hermite-PolynomeHn(x) sind auf dem Intervall[−∞,∞] mit der Gewichtsfunktionw(x) =

e−x2
definiert. Sie sind wie folgt normiert:

∞
Z

−∞

dxe−x2
Hn(x)Hm(x) = 2n√πn!δnm.

Explizit sind die Polynome gegeben durch

Hn(x) = n!
[n/2]

∑
m=0

(−1)m (2x)n−2m

m!(n−2m)!
.

Rekursiv erhält man diese Polynome durch

H0(x) = 1, H1(x) = 2x, Hn+1(x) = 2xHn(x)−2nHn−1(x).
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Die erzeugende Funktion lautet:

e−t2+2xt =
∞

∑
n=0

1
n!

Hn(x)t
n

Formel von Rodrigues:

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxne−x2

Die Hermite-Polynome erfüllen die Differentialgleichung

H ′′
n (x)−2xH′

n(x)+2nHn(x) = 0.
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6 Differentialgleichungen

Wir wollen nun Gleichungen betrachten, die eine unbekannteFunktion und deren Ableitung
enthalten. Diese Gleichungen nennt manDifferentialgleichungen. Tritt nur die Ableitung nach
einer Variablen auf, spricht man von einergewöhnlichen Differentialgleichung. Hängt dagegen
die gesuchte Funktion von mehreren Variablen ab, und tretenAbleitungen nach verschiedenen
Variablen auf, so spricht man von einerpartiellen Differentialgleichung. Wir behandeln zu-
nächst gewöhnliche Differentialgleichungen. Ein Beispiel für eine Differentialgleichung ist

f ′′(x)+ω2 f (x) = 0.

Definition: SeiD eine Teilmenge vonR2 und

G : D → R,

(x,y) → G(x,y)

eine stetige Funktion. Dann nennt man

y′ = G(x,y)

eineDifferentialgleichung erster Ordnung. Unter einer Lösung versteht man eine auf einem
Intervall I ⊂ R definierte differenzierbare Funktion

f : I → R

mit folgenden Eigenschaften:

• Der Graph vonf ist in D enthalten, d.h.

Γ f = {(x,y) ∈ I ×R : y = f (x)} ⊂ D.

• Es gilt

f ′(x) = G(x, f (x)).

Beispiel:G(x,y) = −λy führt auf die Differentialgleichung

f ′(x) = −λ f (x).

Bemerkung: Hängt die FunktionG nur vonx, aber nicht vony ab, so hat man

f ′(x) = G(x)

und man erhält eine Lösung durch Integration:

f (x) = c+

x
Z

x0

G(x) dx.
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Wir definieren noch Differentialgleichungen höherer Ordnungen: Hierzu betrachten wir zunächst
Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung und zeigen dann, daß sich Differentialglei-
chungenn-ter Ordnung auf ein System vonn Differentialgleichungen erster Ordnung reduzieren
lassen.

SeiD eine Teilmenge vonR×Rn und

~G : D → Rn,

(x,~y) → ~G(x,~y)

eine stetige Funktion. Dann nennt man

~y ′ = ~G(x,~y)

ein System vonn Differentialgleichungen erster Ordnung. Unter einer Lösung versteht man
eine auf einem IntervallI ⊂ R definierte differenzierbare Funktion

~f : I → Rn

mit folgenden Eigenschaften:

• Der Graph von~f ist in D enthalten.

• Es gilt

~f ′(x) = ~G
(

x, ~f (x)
)

.

~G and~f sind Vektoren. Schreiben wir diese in Komponenten

~G =





G1

...
Gn



 , ~f =





f1
...
fn



 ,

so ergibt sich ein System vonn Differentialgleichungen erster Ordnung:

f ′1(x) = G1(x, f1(x), ..., fn(x)) ,

f ′2(x) = G2(x, f1(x), ..., fn(x)) ,

...

f ′n(x) = Gn(x, f1(x), ..., fn(x)) .

Beispiel: Fürn = 2 führt die Abbildung

~G(x,y0,y1) =

(
y1

−ω2y0

)
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auf das System

f ′0(x) = f1(x),

f ′1(x) = −ω2 f0(x).

SeiD eine Teilmenge vonR×Rn und

G̃ : D → R,

(x,~y) → G̃(x,~y)

eine stetige Funktion. Dann nennt man

y(n) = G̃
(

x,y,y′, ...,y(n−1)
)

eineDifferentialgleichungen n-ter Ordnung . Unter einer Lösung versteht man eine auf einem
Intervall I ⊂ R definierte differenzierbare Funktion

f : I → R

mit folgenden Eigenschaften:

• Die Menge
{

(x,y0,y1, ...,yn−1) ∈ I ×Rn : y j = f ( j)(x),0≤ j < n
}

ist in D enthalten.

• Es gilt

f (n)(x) = G̃
(

x, f (x), f ′(x), ..., f (n−1)(x)
)

.

Beispiel:G̃(x,y1,y2) = −ω2y1 führt auf die Differentialgleichung zweiter Ordnung

f ′′(x) = −ω2 f (x).

6.1 Reduktion einer Differentialgleichung höherer Ordnung auf ein Sy-
stem erster Ordnung

Sei nun eine Differentialgleichungn-ter Ordnung gegeben:

y(n) = G̃
(

x,y,y′, ...,y(n−1)
)

Für

~y =







y0

...
yn−2

yn−1







, ~G =







y1

...
yn−1

G̃(x,~y)







,
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betrachten wir das System vonn Differentialgleichungen erster Ordnung:

~y ′ = ~G(x,~y)

Ausgeschrieben in Komponenten haben wir

y′0 = y1,

y′1 = y2,

...

y′n−2 = yn−1,

y′n−1 = G̃
(
x,y0,y1, ...,y(n−1)

)
.

Wir betrachten nun dien-te Ableitung vony0:

y(n)
0 = y(n−1)

1 = yn−2)
2 = ... = y′n−1 = G̃

(
x,y0,y1, ...,y(n−1)

)

= G̃
(

x,y0,y
′
0, ...,y

(n−1)
0

)

.

Somit erhält man die Lösung der Differentialgleichungn-ter Ordnung, indem man zunächst das
zugehörige System vonn Differentialgleichungen erster Ordnung löst. Ist diese Lösung~f (x), so
ist die erste Komponente von~f Lösung der Differentialgleichungn-ter Ordnung. (Die weiteren
Komponenten von~f sind die Ableitungen der ersten Komponente.)

Beispiel: Zu der Differentialgleichung zweiter Ordnung

f ′′(x) = −ω2 f (x).

gehört das System von Differentialgleichungen erster Ordnung

f ′0(x) = f1(x),

f ′1(x) = −ω2 f0(x).

6.2 Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen eines
Systems von Differentialgleichungen erster Ordnung. Wie wir im obigen Abschnitt gesehen ha-
ben, lassen sich Differentialgleichungen höherer Ordnungimmer auf ein System erster Ordnung
zurückführen.

Definition: SeiD eine Teilmenge vonR×Rn und

~G : D → Rn,

(x,~y) → ~G(x,~y)
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eine Funktion. Man sagt,~Ggenügt inD einerLipschitz-Bedingungmit der Lipschitz-Konstanten
L ≥ 0, falls für alle(x,~y), (x,~z) ∈ D gilt

∣
∣
∣~G(x,~y)− ~G(x,~z)

∣
∣
∣ ≤ L |~y−~z| .

Man sagt,~G genügt inD lokal einer Lipschitz-Bedingung, falls jeder Punkt(x,~y) ∈ D eine Um-
gebungU besitzt, so daß~G in D∩U einer Lipschitz-Bedingung mit einer vonU abhängigen
KonstantenL genügt.

Satz: SeiD offen. Ist die Funktion~G(x,~y) bezüglich der Variablen~y = (y1, ...,yn) stetig par-
tiell differenzierbar, so genügt~G in D lokal einer Lipschitz-Bedingung.

Satz über dieEindeutigkeit von Lösungen: Wir setzen voraus, daß die Funktion~G in D lokal
einer Lipschitz-Bedingung genügt. Seien~f (x) und~g(x) zwei Lösungen der Differentialgleichung

~y ′ = ~G(x,~y)

über einem IntervallI ⊂ R. Gilt dann

~f (x0) = ~g(x0)

für ein x0 ∈ I , so folgt

~f (x) = ~g(x)

für allex∈ I .

Satz über dieExistenz von Lösungenvon Picard – Lindelöf: SeiD offen und~G : D → Rn eine
stetige Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung genügt. Dann gibt es zu jedem(x0,~y0)∈ D
ein ε > 0 und eine Lösung

~f : [x0− ε,x0+ ε] → Rn

der Differentialgleichung~y ′ = ~G(x,~y) mit der Anfangsbedinung

~f (x0) = ~y0.

Bemerkung: Überträgt man dies auf eine Differentialgleichungn-ter Ordnung, so wird eine Lö-
sung eindeutig durchn Anfangsbedingungenf (x0), f ′(x0), ..., f (n−1)(x0) bestimmt.

6.3 Elementare Lösungsmethoden

Differentialgleichung mit separierten Variablen: SeienI ,J ⊂ R offene Intervalle und

h : I → R, k : J → R,
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zwei stetige Funktionen. Es gelte ausserdemk(y) 6= 0 für alley∈ J. Wir betrachten eine Diffe-
renzialgleichung erster Ordnung

y′ = G(x,y)

Die FunktionG ist auf dem GebietD = I ×J definiert und wir nehmen an, daß die Variablen sich
trennen lassen:

G(x,y) = h(x)k(y).

Sei nun(x0,y0) ∈ I ×J. Wir setzen

H(x) =

x
Z

x0

h(t)dt, K(y) =

y
Z

y0

dt
k(t)

.

Es seiI ′ ⊂ I ein Intervall mit x0 ∈ I ′ und H(I ′) ⊂ K(J). Dann exisitiert genau eine Lösung
f : I ′ → R mit

f (x0) = y0.

Diese Lösung erfïllt die Beziehung

K ( f (x)) = H(x).

Beispiel: Wir betrachten die Differentialgleichung

y′ = 2xe−y

und suchen eine Lösung zu der Anfangsbedingungf (0) = c. Die Variablen sind klarerweise
getrennt. Für dieses Beispiel können wir

h(x) = 2x, k(y) = e−y

setzen. Wir erhalten

H(x) = 2

x
Z

0

t dt = x2,

K(y) =

y
Z

c

dt
e−t = ey−ec.

Somit

ef (x) −ec = x2.
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Umgeformt ergibt sich

f (x) = ln
(
x2 +ec) .

Als zweites Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung

y′ = y2.

Gesucht ist eine Lösung zu der Anfangsbedingungy(0) = 1. Wir haben

dy
y2 = dx,

und somit liefert die Integration

−1
y

= x+c.

Durch Auflösen nachy erhält man

y = − 1
x+c

.

Die Anfangsbedingungy(0) = 1 liefertc = −1, somit lautet die Lösung

y =
1

1−x
.

Diese Lösung hat einen Pol beix= 1. Dies veranschaulicht die Bedeutung des Satzes von Picard-
Lindelöf, der eine Lösung lokal um den Punktx0 = 0 garantiert: In diesem Fall erhält man eine
Lösung auf dem Intervall]−∞,1[ zu der Anfangsbedingungy(0) = 1. Die Lösung läßt sich nicht
stetig über den Punktx = 1 hinaus fortsetzen.

Wir betrachten einen weiteren Typ von Differentialgleichungen: SeiJ⊂R ein Intervall,g : J→R

eine stetige Funktion und

D =
{

(x,y) ∈ R∗×R,
y
x
∈ J
}

.

Wir betrachten die Differentialgleichung

y′ = g
(y

x

)

.

Diese Differentialgleichung kann auf eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen zu-
rückgeführt werden. Hierzu betrachten wir die Differenzialgleichung

z′ =
1
x

(g(z)−z) .
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SeiI ⊂ R∗ ein Intervall und(x0,y0) ∈ D ein Punkt mitx0 ∈ I . Eine Funktionf (x) ist genau dann
Lösung der ersten Differentialgleichung zum Anfangswertf (x0) = y0, falls die Funktion

f̃ (x) =
f (x)
x

Lösung der zweiten Differentialgleichung mit der Anfangsbedingungf̃ (x0) = y0/x0 ist.

Beweis: Setzen wirz= y/x, so ist

dz
dx

= − y
x2 +

y′

x
=

1
x

(

y′− y
x

)

=
1
x

[

g
(y

x

)

− y
x

]

=
1
x

(g(z)−z) .

Beispiel:

y′ = 1+
y
x

+
(y

x

)2
.

Die Substitutionz= y/x führt auf

z′ =
1
x

(
1+z2) ,

also

dz
1+z2 =

dx
x

.

Mit der Anfangsbedingungz(x0) = z0 = y0/x0 findet man

arctanz−arctanz0 = ln
x
x0

,

also

z = tan

(

ln
x
x0

+arctanz0

)

.

Die Rücksubstitutiony = xz liefert

y = x tan

(

ln
x
x0

+arctan
y0

x0

)

.

6.4 Lineare Differentialgleichungen

Wir betrachten nun einen wichtigen Typ von Differentialgleichungen. Ist die FunktionG(x,y)
linear in der Variableny, so spricht man von einerlinearen Differentialgleichung. Es sei ange-
merkt, daß nicht gefordert wird, daßG(x,y) auch linear inx ist. Ebenso spricht man bei einem
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System vonnDifferentialgleichungen erster Ordnung von einem linearen Differentialgleichungs-
system, falls~G(x,~y) linear in~y ist.

Wir betrachten zunächst eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung. DaG(x,y) linear
in y ist, lässt sich diese Funktion zweier Variablen aufgrund der Linearität mit Hilfe zweier
Funktionena(x) undb(x) wie folgt schreiben:

G(x,y) = a(x)y+b(x).

Sei I ein Intervall und seiena,b : I → R zwei stetige Funktionen. Die lineare Differentialglei-
chung erster Ordnung lautet

y′ = a(x)y+b(x).

Man spricht von einerhomogenenlinearen Differentialgleichung erster Ordnung, falls dieGlei-
chung von der Form

y′ = a(x)y

ist. Ist im ersten Fallb(x) 6= 0, so spricht man auch von einer inhomogenen Gleichung.

6.4.1 Lösung der homogenen Gleichung

Wir betrachten zunächst die homogene Gleichung. Wir werdenspäter sehen, daß die Lösungen
der homogenen Gleichung auch eine Rolle bei der Lösung der inhomogenen Gleichung spielen.
Die homogene Differentialgleichung ist eine Gleichung mitgetrennten Variablen und man erhält
als Lösung zmu Anfangswerty(x0) = c

y(x) = c exp





x
Z

x0

a(t) dt



 .

Beispiel: Die Differentialgleichung

y′ = 2xy

hat zum Anfangswerty(0) = 1 die Lösung

y(x) = exp



2

x
Z

0

t dt



= exp
(
x2) .

6.4.2 Lösung der inhomogenen Gleichung

Wir betrachten nun eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung.

y′ = a(x)y+b(x).
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Seiϕ : I → R eine Lösung der zugehörigen homogenen Differentialgleichung, d.h.

ϕ′(x) = a(x) ϕ(x).

Sei weiterϕ(x0) 6= 0. Dann ist auchϕ(x) 6= 0 für alle x ∈ I , da die Exponentialfunktion stets
positiv ist. Für die gesuchte Lösung der inhomogenen Gleichung machen wir daher den Ansatz

f (x) = ϕ(x) g(x).

Nun ist

f ′(x) = ϕ′(x) g(x)+ϕ(x) g′(x) = a(x) ϕ(x) g(x)+ϕ(x) g′(x).

Andererseits ist

a(x) f (x)+b(x) = a(x) ϕ(x) g(x)+b(x),

und somit

ϕ(x) g′(x) = b(x).

Da nach Voraussetzungϕ(x) 6= 0 ist, erhält man

g′(x) =
b(x)
ϕ(x)

,

und die Funktiong(x) ergibt sich zu

g(x) = c+

x
Z

x0

b(t)
ϕ(t)

dt.

Wir fassen zusammen: Die Lösung der inhomogenen Gleichungy′ = a(x)y+ b(x) mit der An-
fangsbedingungf (x0) = c ergibt sich zu

f (x) =



c+

x
Z

x0

b(t)
ϕ(t)

dt



ϕ(x),

wobei

ϕ(x) = exp





x
Z

x0

a(t) dt





eine Lösung der zugehörigen homogenen Differentialgleichung ist. Lösungen der homogenen
Gleichung haben die Formc′ϕ(x). Bei der Lösung der inhomogenen Gleichung spricht man von
der “Variation der Konstanten”, da die Konstantec′ durch die Funktiong(x) ersetzt wird.
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Beispiel: Wir betrachten die inhomogene Gleichung

y′ = 2xy+x3

und suchen die Lösung zur Anfangsbedinungf (0) = 1. Die Lösungen der homogenen Gleichung
haben die Form

ϕ(x) = cexp
(
x2) .

Wir machen nun den Ansatz

f (x) = g(x) ex2
.

Fürg(x) erhält man die Differentialgleichung

g′(x) = x3e−x2
,

und somit

g(x) = c+

x
Z

0

t3e−t2
dt.

Wir berechnen das Integral mit Hilfe der Substitutions= t2 und partieller Integration

x
Z

0

t3e−t2
dt =

1
2

x2
Z

0

se−s ds= −1
2

x2
Z

0

s

(
d
ds

e−s
)

ds= −1
2

se−s

∣
∣
∣
∣

x2

0
+

1
2

x2
Z

0

e−s ds

= −1
2

x2e−x2 − 1
2

e−x2
+

1
2

=
1
2
− 1

2

(
1+x2)e−x2

.

Man erhält als Lösung der inhomogenen Gleichung

f (x) =

[

c+
1
2
− 1

2

(
1+x2)e−x2

]

ex2
= −1

2

(
1+x2)+

(

c+
1
2

)

ex2
.

Wir bestimmen noch die Konstantec aus der Anfangsbedinungf (0) = 1:

−1
2

+

(

c+
1
2

)

= 1,

c = 1.

Somit lautet die vollständige Lösung

f (x) = −1
2

(
1+x2)+

3
2

ex2
.
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6.4.3 Systeme linearer Differentialgleichungen

Wir betrachten ein System vonn linearen Differentialgleichungen erster Ordnung. Es ist zweck-
mässig, nicht nur reellwertige Funktionen, sondern auch komplexwertige Funktionen zu betrach-
ten. Dies ist eine naheliegende Erweiterung. Ein System vonn komplexwertigen Differentialglei-
chungen ist äquivalent zu einem System von 2n reellwertigen Differentialgleichungen, da man
eine komplexwertige Funktion immer in zwei reellwertige Funktionen aufspalten kann, die den
Real- und Imagimärteil beschreiben. SeiK alsoR oderC. Weiter seiI ⊂R ein Intervall. Beachte
dasI immer eine Teilmenge vonR ist. Gegeben seienn2 Funktionen

ai j : I → K, 1≤ i, j ≤ n,

x→ ai j (x),

die wir in einer MatrixA(x) zusammenfassen:

A(x) =







a11(x) a12(x) ... a1n(x)
a21(x) a22(x) ... a2n(x)

... ... ... ...
an1(x) an2(x) ... ann(x)







Weiter seienn Funktionen

bi : I → K, 1≤ i ≤ n,

x→ bi(x),

gegeben, die wir in einem Vektor~b(x) zusammenfassen:

~b(x) =







b1(x)
b2(x)
...

bn(x)







.

Dann beschreibt die Gleichung

~y ′ = A(x)~y+~b(~x)

ein System vonn inhomogenen linearen Differentialgleichungen. Die zugehörige homogene
Gleichung lautet

~y ′ = A(x)~y.

Satz: SeiI ein offenes Intervall und seien alle Funktionenai j undbi stetig. Dann hat die inho-
mogene Differentialgleichung auf ganzI genau eine Lösung zu der Anfangsbedingung~y(x0) =~c.

Bemerkung: Der Satz von Picard-Lindelöf garantiert nur dieExistenz einer Lösung in der Um-
gebung eines Punktesx0. Die wesentliche Aussage dieses Satzes ist, daß eine Lösungauf ganzI
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existiert.

Wir betrachten zunächst wieder die homogene Gleichung. Wirbezeichnen mitL die Menge aller
Lösungen~ϕ : I → Kn der homogenen Gleichung

~ϕ ′(x) = A(x)~ϕ(x).

Satz: Die MengeL aller Lösungen ist ein Vektorraum überK. Der Beweis ist recht einfach:
Zunächst ist die MengeL nicht leer, da die Nullfunktion~0 offensichtlich eine (triviale) Lösung
der Differentialgleichung ist. Seien nun~ϕ,~ψ ∈ L undλ ∈ K. Nun ist

(~ϕ+~ψ)′ = ~ϕ ′ +~ψ′ = A~ϕ+A~ψ = A(~ϕ+~ψ) ,

(λ~ϕ)′ = λ~ϕ ′ = λA~ϕ = A(λ~ϕ) .

Satz: Der VektorraumL hat die Dimensionn. Seien~ϕ1(x), ...,~ϕn(x) Lösungen der homogenen
Gleichung. Dann sind die folgenden drei Aussagen äquivalent:

• ~ϕ1(x), ...,~ϕn(x) sind linear unabhängig und bilden somit eine Basis vonL.

• Es existiert einx0 ∈ I , so daß die Vektoren~ϕ1(x0), ...,~ϕn(x0) ∈ Kn linear unabhängig sind.

• Für allex0 ∈ I sind die Vektoren~ϕ1(x0), ...,~ϕn(x0) linear unabhängig.

Die wesentliche Aussage dieses Satzes besteht darin, daß esfür einen Satz von Lösungsfunktio-
nen~ϕ1(x), ...,~ϕn(x) genügt, für einen Punktx0 zu überprüfen, ob die Vektoren~ϕ1(x0), ...,~ϕn(x0)
linear unabhängig sind. Damit sind dann auch automatisch die Lösungsfunktionen linear unab-
hängig. Der Test, ob eine Menge von Lösungsfunktionen linear unabhängig ist, reduziert sich
also auf ein Problem der linearen Algebra.

Wir bezeichnen eine Basis des VektorraumesL als einLösungs-Fundamentalsystem. Wir kön-
nen die Lösungen~ϕ j(x) in Spaltenform schreiben:

~ϕ j(x) =





ϕ1 j(x)
...

ϕn j(x)



 , 1≤ j ≤ n.

Dies definiert eine Matrix

Φ(x) =





ϕ11(x) ... ϕ1n(x)
... ...

ϕn1(x) ... ϕnn(x)



 .

Mit Hilfe des vorherigen Satzes bilden die Lösungen~ϕ1(x), ...,~ϕn(x) eine Basis, falls für einen
Punktx0 ∈ I

det Φ(x0) 6= 0
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gilt. Die allgemeine Lösung des homogenen Systems läßt sichschreiben als

~ϕ(x) = c1~ϕ1(x)+ ...+cn~ϕn(x),

also

~ϕ(x) = Φ(x)~c, ~c =





c1

...
cn



 .

Wir betrachten nun die inhomogene Gleichung

~y ′ = A(x)~y+~b(~x),

und bezeichnen mit̃L die Menge aller Lösungen~f : I → Kn der inhomogenen Gleichung. Wie
zuvor bezeichneL die Menge der Lösungen der zugehörigen homogenen Gleichung.

Satz: Sei~f0 ∈ L̃ eine Lösung der inhomogenen Gleichung. Dann gilt

L̃ = ~f0+L.

Man erhält also die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung aus der Summe einer spe-
ziellen Lösung der inhomogenen Gleichung plus der allgemeinen Lösung der homogenen Glei-
chung.

Man bestimmt eine spezielle Lösung der inhomogenen Gleichung mit Hilfe der Variation der
Konstanten: BeschreibeΦ(x) das Fundamentalsystem der homogenen Gleichung. Für die Lö-
sung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz

~f (x) = Φ(x)~g(x).

Dies eingesetzt liefert

~f ′(x) = Φ′(x)~g(x)+Φ(x)~g ′(x) = A(x)Φ(x)~g(x)+Φ(x)~g ′(x)
!
= A(x)Φ(x)~g(x)+~b(x),

also

Φ(x)~g ′(x) = ~b(x).

Da detΦ(x) 6= 0 für allex∈ I ist, existiertΦ−1(x). Somit

~g ′(x) = Φ−1(x)~b(x)

und

~g(x) = ~c+

x
Z

x0

Φ−1(t)~b(t) dt.
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6.4.4 Lineare Differentialgleichungen höherer Ordnung

Wir hatten schon gezeigt, daß sich eine Differentialgleichungn-ter Ordnung immer auf ein Sy-
stem vonn Differentialgleichungen erster Ordnung reduzieren läßt.In diesem Abschnitt soll auf
speziellen Fall einer linearen Differentialgleichungn-ter Ordnung näher eingegangen werden.

Es seiI ⊂ R ein Intervall undak : I → K (0 ≤ k < n) und b : I → K stetige Funktionen. Wie
zuvor betrachten wir entweder reellwertige oder komplexwertige Funktionen. Man nennt

y(n) +an−1(x)y
(n−1) + ...+a1(x)y

′+a0(x)y = b(x)

lineare Differentialgleichungn-ter Ordnung. Istb(x) = 0, so spricht man von einer homogenen
Gleichung. Das zugehörige System vonn Differentialgleichungen erster Ordnung ist gegeben
durch

y′0 = y1,

y′1 = y2,

...

y′n−2 = yn−1,

y′n−1 = −an−1(x)yn−1− ...−a1(x)y1−a0(x)y0+b(x),

also

~y =









y0

y1

...
yn−2

yn−1









, A =









0 1 0 ... 0
0 0 1 0
... ...
0 0 0 ... 1

−a0(x) −a1(x) −a2(x) ... −an−1(x)









, ~b =









0
0
...
0

b(x)









.

Wir übersetzen nun die Aussagen über Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung
auf die lineare Differentialgleichungn-ter Ordnung:

Satz: SeiL die Menge aller Lösungen der homogenen linearen Differentialgleichungn-ter Ord-
nung undL̃ die Menge aller Lösungen der inhomogenen Gleichung. Dann gilt:

1. L ist ein Vektorraum der Dimensionn.

2. Für ein beliebigesf0(x) ∈ L̃ gilt

L̃ = f0+L.

3. Ein n-Tupel ϕ1(x), ..., ϕn(x) ∈ L von Lösungen der homogenen gleichung bildet genau
dann eine Basis vonL, falls für einx0 ∈ I (und damit für allex∈ I ) gilt:

W(x0) = det







ϕ1(x0) ... ϕn(x0)
ϕ′

1(x0) ... ϕ′
n(x0)

... ...

ϕ(n−1)
1 (x0) ... ϕ(n−1)

n (x0)







6= 0.
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Man bezeichnetW(x) alsWronski-Determinante.

Beispiel: Die Differentialgleichung

y′′− 1
2x

y′ +
1

2x2y = 0

besitzt auf dem IntervallI =]0,∞[ die Lösungen

ϕ1(x) = x, ϕ2(x) =
√

x,

wie man leicht durch Einsetzen überprüft. Die Wronski-Determinante ist

W(x) =

∣
∣
∣
∣
∣

x
√

x
1 1

2
√

x

∣
∣
∣
∣
∣
= −1

2

√
x.

Es istW(x) 6= 0 für allex∈ I , und somit spannenϕ1 undϕ2 den Lösungsraum auf.

6.5 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

6.5.1 Systeme von linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten das lineare Differentialgleichunbgssystem

~y ′ = A~y+~b(x),

wobei A eine n× n-Matrix ist. “Konstante Koeffizienten” bedeutet, daßA von x unabhängig
ist,~b(x) darf dagegen vonx abhängen. Wir suchen ein Fundamentalsystem für die homogene
Gleichung

~y ′ = A~y,

eine Lösung für die inhomogene Gleichung kann dann mittels der Technik der Variation der Kon-
stanten erhalten werden.

Satz: Sei~vλ ein Eigenvektor der MatrixA zum Eigenwertλ. Dann ist

~ϕ(x) = ~vλeλx

eine Lösung der homogenen Gleichung.

Beweis: Für einen Eigenvektor gilt per DefinitionA~vλ = λ~vλ. Wir berechnen~ϕ ′(x):

~ϕ ′(x) = ~vλ
d
dx

eλx = λ~vλeλx = A~vλeλx = A~ϕ(x).
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Satz: Besitzt die MatrixA eine Basis~vλ1
, ....,~vλn

von Eigenvektoren mit den Eigenwertenλ1, ...,
λn, so bilden die Funktionen

~ϕk(x) = ~vλk
eλkx, 1≤ k≤ n,

ein Fundamentalsystem von Lösungen der homogenen Differentialgleichung.

Beweis: Oben wurde bereits gezeigt, daß jede dieser Funktionen eine Lösung der homogenen
Gleichung ist. Es bleibt zu zeigen, daß diesen Lösungen den gesamten Lösungsraum aufspan-
nen. Hierzu genügt es zu zeigen, daß die Vektoren~ϕk(x= 0) =~vλk

, k= 1, ...,n, linear unabhängig
sind. Nach Voraussetzung bilden die~vλ1

, ...,~vλn
eine Basis desKn, sie sind daher linear unab-

hängig.

Fazit: Die Bestimmung eines Fundamentalsystems reduziertsich für ein System linearer Dif-
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten auf dieBestimmung von Eigenwerten und
Eigenvektoren einer Matrix.

Bemerkung: Nicht immer exisiert eine Basis aus Eigenvektoren der MatrixA. Eine solche Basis
existiert genau dann, wennA diagonalisierbar ist. Ein Matrix ist aber immer triagonalisierbar,
d.h. sie kann durch einen Basiswechsel auf eine obere Dreiecksgestalt gebracht werden. Hat man
ein lineares Differentialgleichungssystem mit einer nicht-diagonalisierbaren Matrix, so bringt
man das System zunächst auf eine obere Dreiecksform. Man löst dann die letzte Gleichung und
setzt diese Lösung dann in die vorletzte Gleichung ein. Diesergibt eine inhomogene Differenti-
algleichung (in einer Variablen) die man mit den bekannten Methoden lösen kann. Man iteriert
nun diese Prozedur, bis alle Gleichungen gelöst sind.

6.5.2 Die lineare Differentialgleichungn-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

In diesem Abschnitt betrachten wir eine lineare Differentialgleichungn-ter Ordnung mit konstan-
ten Koeffizienten. Dieser Fall kommt in der Anwendung oft vor. Für diesen Typ von Differen-
tialgleichungen gibt es eine gute Lösungstheorie über den komplexen Zahlen. Die Bestimmung
eines Fundamentalsystems ist wesentlich einfacher im Vergleich zum vorherigen Abschnitt. Da-
her betrachten wir in diesem Abschnitt nur die komplexen Zahlen.

Es seien(n+ 1) komplexe Zahlenai ∈ C, (0≤ i ≤ n) gegeben. Wir betrachten die homogene
Differentialgleichung

any(n) +an−1y(n−1) + ...+a1y′ +a0y = 0.

Zu dieser Differentialgleichung betrachten wir das Polynom

P(λ) = anλn+an−1λn−1+ ...+a1λ+a0 ∈ C[λ].

Satz: Istλ0 eine Nullstelle vonP(λ), so ist

ϕ(x) = eλ0x
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eine Lösung der homogenen Differentialgleichung.

Zum Beweis betrachten wir zunächst diej-te Ableitung vonϕ(x):

d j

dxj ϕ(x) = λ j
0 ϕ(x).

Eingesetzt in die linke Seite der Differentialgleichung erhält man

anϕ(n) +an−1ϕ(n−1) + ...+a1ϕ′ +a0ϕ = anλn
0ϕ+an−1λn−1

0 ϕ+ ...+a1λϕ+a0ϕ

=
(

anλn
0+an−1λn−1

0 + ...+a1λ+a0

)

ϕ = P(λ0)ϕ = 0.

Die Suche nach den Lösungen der homogenen Differentialgleichung reduziert sich daher auf die
Bestimmung der Nullstellen des PolynomsP(λ).

Satz: Falls die Nullstellenλ1, ..., λn des PolynomsP(λ) paarweise verschieden sind, so bilden
die Funktionen

ϕi(x) = eλix, 1≤ i ≤ n,

ein Fundamentalsystem für die Lösungen der homogenen Differentialgleichung.

Beweis: Wir müssen überprüfen, daß die Lösungen linear unabhängig sind. Hierzu betrachten
wir die Wronski-Determinante am Punktex0 = 0:

W(0) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 ... 1
λ1 λ2 ... λn

λ2
1 λ2

2 ... λ2
n

... ...

λn−1
1 λn−1

2 ... λn−1
n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Eine Determinante dieser Form bezeichnet man als Vandermondesche Determinante. Für die
Vandermondesche Determinante gilt

W(0) = ∏
i> j

(
λi −λ j

)
6= 0,

da nach Voraussetzung alle Nullstellen paarweise verschieden sind.

Wir müssen noch den Fall betrachten, daß einige Nullstellenmehrfach auftreten. Das Polynom
P(λ) habe also die paarweise verschiedenen Nullstellenλi mit Vielfachheitenνi , wobei 1≤ i ≤ r
undν1 + ...+νr = n gilt.

Satz: Die homogene lineare Differentialgleichung

P

(
d
dx

)

y = 0
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besitzt ein Lösungs-Fundamentalsystem aus folgenden Funktionen:

ϕi j (x) = x jeλix, 1≤ i ≤ r, 0≤ j ≤ νi −1.

Beispiel: Gesucht ist ein Lösungs-Fundamentalsystem der Differentialgleichung

y′′−2y′ +y = 0.

Das zugehörige Polynom lautet

P(λ) = λ2−2λ+1 = (λ−1)2 .

Also ist ein Fundamentalsystem gegeben durch

{ex,xex}

und die allgemeine Lösung lautet

y = (c1x+c0)ex.

Den obigen Satz sieht man leicht ein, wenn man
(

d
dx

−λ
)n

y = 0

betrachtet. Fürj ∈ N0 ist
(

d
dx

−λ
)

x jeλx = jx j−1eλx

und somit
(

d
dx

−λ
)n

x jeλx = j( j −1)...( j −n+1)x j−neλx

Für j < n ist einer der Vorfaktoren Null, und somit istx jeλx Lösung der homogenen Differenti-
algleichung für alle 0≤ j < n.

Die inhomogene Gleichung

any(n) +an−1y(n−1) + ...+a1y′+a0y = b(x).

löst man wie üblich, indem man zuerst die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung be-
stimmt. Man führt dann die Differentialgleichungn-ter Ordnung auf ein System vonn Gleichun-
gen erster Ordnung zurückführt und bestimmt hierfür eine spezielle Lösung. Die allgemeine
Lösung ist dann gegeben als die Summe einer speziellen Lösung der inhomogenen Gleichung
plus die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung.
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Für den speziellen Fall, daß der inhomogene Term von der Form

b(x) = ceκx

ist, wobeiκ keine Nullstelle des zur homogenen Gleichung assozierten PolynomsP(λ) ist, d.h.

P(κ) 6= 0,

gibt es ein vereinfachtes Verfahren: Die Funktion

f (x) =
c

P(κ)
eκx

ist einespezielle Lösung der inhomogenen Gleichung.

6.5.3 Der harmonische Oszillator

Gesucht ist eine reellwertige Funktionx(t) die folgende Differentialgleichung erfüllt:

d2

dt2
x+2µ

d
dt

x+ω2
0x = Acos(ωextt)

In der Physik ist es üblich, Ableitungen nach der Zeit mit einem Punkt zu kennzeichnen:

ẋ(t) =
d
dt

x(t).

Somit schreibt man die obige Gleichug auch oft als

ẍ+2µẋ+ω2
0x = Acos(ωextt)

ω0 ist die Eigenfrequenz des harmonischen Oszillators, der Term proportional zuµbeschreibt die
Dämpfung, die rechte Seite eine äußere treibende Kraft. Wirkönnenµ≥ 0 undω0 > 0 annehmen.

Es ist einfacher, zunächst eine komplexwertige Funktionz(t) zu suchen, die die Differential-
gleichung

z̈+2µż+ω2
0z = Aeiωextt

erfüllt, und dann den Realteil zu nehmen:

x(t) = Rez(t).

Wir betrachten zunächst die homogene Gleichung:

z̈+2µż+ω2
0z = 0.
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Das zugehörige Polynom lautet

P(λ) = λ2+2µλ+ω2
0.

Wir bestimmen die Nullstellen vonP. Hierzu betrachten wir die Fälleµ2 < ω2
0, µ2 = ω2

0 und
µ2 > ω2

0 getrennt.

1. Fall:µ2 < ω2
0. Dieser Fall beschreibt eine kleine Dämpfung.

λ = −µ± i
√

ω2
0−µ2 = −µ± iω,

wobei wir

ω =
√

ω2
0−µ2

gesetzt haben. Wir erhalten somit das Lösungsfundamentalsystem

ϕ1(t) = e−µteiωt , ϕ2(t) = e−µte−iωt ,

und die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung lautet indiesem Fall

ϕ(t) = c1e−µteiωt +c2e−µte−iωt .

2. Fall:µ2 = ω2
0. In diesem Fall erhalten wir eine doppelte Nullstelle

λ = −µ = −ω.

Das Lösungsfundamentalsystem lautet

ϕ1(t) = e−µt, ϕ2(t) = te−µt,

und die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung lautet indiesem Fall

ϕ(t) = c1e−µt +c2te−µt.

Den Fallµ2 = ω2
0 bezeichnet man als aperiodischen Grenzfall.

3. Fall:µ2 > ω2
0. In diesem Fall erhalten wir reelle Nullstellen

λ = −µ±
√

µ2−ω2
0.

Beide Nullstellen sind negativ. Wir setzen

µ1 = µ+
√

µ2−ω2
0, µ2 = µ−

√

µ2−ω2
0.
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Das Lösungsfundamentalsystem lautet

ϕ1(t) = e−µ1t , ϕ2(t) = e−µ2t ,

und die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung lautet indiesem Fall

ϕ(t) = c1e−µ1t +c2e−µ2t .

Den Fallµ2 > ω2
0 bezeichnet man als Kriechfall.

Wir betrachten nun den Fall einer schwachen Dämpfung mit einer äußeren treibenden Kraft,
d.h. fürµ2 < ω2

0 die inhomogene Differentialgleichung

z̈+2µż+ω2
0z = Aeiωextt .

Wir können annehmen, daßωext reell und positiv ist. Wie bereits oben gezeigt, ist das Funda-
mentalsystem der homogenen Gleichung gegeben durch

ϕ1(t) = e−µteiωt , ϕ2(t) = e−µte−iωt , ω =
√

ω2
0−µ2.

Fürµ> 0 haben wir immer

iωext 6= −µ± iω,

somit ist(iωext) keine Nullstelle vonP(λ) und eine spezielle Lösung der inhomogenen Differen-
tialgleichung ist

f0(t) =
A

P(iωext)
eiωextt =

A

ω2
0−ω2

ext+2iµωext
eiωextt = A

ω2
0−ω2

ext−2iµωext
(
ω2

0−ω2
ext

)2
+4µ2ω2

ext

eiωextt

Die allgemeine Lösung der inhomogenen Gleichung ist somit

z(t) = A
ω2

0−ω2
ext−2iµωext

(
ω2

0−ω2
ext
)2

+4µ2ω2
ext

eiωextt +c1e−µteiωt +c2e−µte−iωt .

Es bleibt noch der Spezialfallµ = 0 undω = ω0 = ωext zu diskutieren. Man bezeichnet diesen
Fall als Resonanzfall. Dies entspricht der Differentialgleichung

z̈+ω2z = Aeiωt .

Das Fundamentalsystem der homogenen Gleichung ist

ϕ1(t) = eiωt , ϕ2(t) = e−iωt .

Wir schreiben die Differentialgleichung zweiter Ordnung um auf ein System zweier Gleichungen
erster Ordnung:

(
ż0

ż1

)

=

(
0 1

−ω2 0

)(
z0

z1

)

+

(
0

Aeiωt

)

.
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Das Lösungsfundamentalsystem für dieses System lautet

Φ(t) =

(
eiωt e−iωt

iωeiωt −iωe−iωt

)

Das Inverse dieser Matrix lautet

Φ−1(t) =
i

2ω

(
−iωe−iωt −e−iωt

−iωeiωt eiωt

)

Wir berechnen nun
t

Z

0

Φ−1(t̃)~b(t̃)dt̃ =
i

2ω

t
Z

0

dt̃

(
−iωe−iωt̃ −e−iωt̃

−iωeiωt̃ eiωt̃

)(
0

Aeiωt̃

)

=
iA
2ω

t
Z

0

dt̃

(
−1
e2iωt̃

)

= A

(
− i

2ω t
− 1

4ω2

(
1−e2iωt

)

)

Damit ergibt sich eine spezielle Lösung zu

Φ(t)

t
Z

0

Φ−1(t̃)~b(t̃)dt̃ = A

(
− i

2ω teiωt − 1
4ω2 e−iωt + 1

4ω2eiωt

1
2teiωt + i

4ωe−iωt − i
4ωeiωt

)

Wir benötigen die erste Komponente dieses Vektors, außerdem können wir Terme, die nur Line-
arkombinationen der homogenen Lösungen sind, zur Bestimmung der speziellen L̈soung weg-
lassen. Wir erhalten also

f (t) = − i
2ω

Ateiωt

als eine spezielle Lösung der inhomogenen Differentialgleichung. Die allgemeine Lösung im
Resonanzfall ist somit

z(t) = − i
2ω

Ateiωt +c1eiωt +c2e−iωt .

Die Amplitude des ersten Terms wächst linear mitt an.

6.6 Exakte Differentialgleichungen und integrierende Faktoren

Eine gewöhnliche Differentialgleichung der Form

a(x,y)+b(x,y)y′ = 0

nennt manexakt, falls es eine stetig differenzierbare FunktionF(x,y) gibt, so daß

a(x,y) =
∂F(x,y)

∂x
,

b(x,y) =
∂F(x,y)

∂y

79



ist. Ist die FunktionF(x,y) bekannt, so erhält man eine Lösung der Differentialgleichung durch
Auflösen der impliziten Gelichung

F(x,y) = c

nachy, wobei c eine Integrationskonstante ist. Es läßt sich zeigen, daß eine FunktionF(x,y)
genau dann existiert, falls

∂
∂y

a(x,y) =
∂
∂x

b(x,y)

ist.

Beispiel: Wir betrachten die Differentialgleichung

3x2 tany+x3(1+ tan2y
)

y′ = 0.

Diese Differentialgleichung ist exakt, die FunktionF(x,y) lautet

F(x,y) = x3 tany,

wie man leicht durch Nachrechnen überprüft:

∂
∂x

F(x,y) = 3x2 tany,

∂
∂y

F(x,y) = x3(1+ tan2y
)
.

Somit müssen wir die Gleichung

x3 tany = c

lösen. Dies ergibt

y = arctan
( c

x3

)

.

Gilt für eine Differentialgleichung

a(x,y)+b(x,y)y′ = 0

∂
∂y

a(x,y) 6= ∂
∂x

b(x,y),

so ist sie nicht exakt. Findet man aber eine Funktionc(x,y) 6= 0, so daß

∂
∂y

(a(x,y)c(x,y)) =
∂
∂x

(b(x,y)c(x,y)) ,
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gilt, so ist die Differentialgleichung

a(x,y)c(x,y)+b(x,y)c(x,y)y′ = 0

exakt. Da nach Voraussetzungc(x,y) 6= 0 für allex undy ist, so ist eine Lösung dieser Differen-
tialgleichung auch eine Lösung der ursprünglichen Gleichung und umgekehrt. Man bezeichnet
die Funktionc(x,y) als integrierenden Faktor.

Beispiel: Wir betrachten fürx > 0 die Differentialgleichung

3tany+x
(
1+ tan2y

)
y′ = 0.

Diese Differentialgleiching ist nicht exakt, da

∂
∂y

(3tany) = 3
(
1+ tan2y

)
6=

(
1+ tan2y

)
=

∂
∂y

x
(
1+ tan2y

)
.

Allerdings ist die Funktion

c(x,y) = x2

ein integrierender Faktor (und ungleich Null fürx> 0). Multiplikation mit c(x,y) = x2 ergibt die
exakte Differentialgleichung

3x2 tany+x3(1+ tan2y
)

y′ = 0,

deren Lösung wir schon oben betrachtet haben.
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7 Die Eulersche Gamma-Funktion

In diesem Abschnitt behandeln wir die Eulersche Gamma-Funktion.

Definition: Seix > 0. Man definiert die Eulersche Gamma-Funktion durch das uneigentliche
Integral

Γ(x) =

∞
Z

0

tx−1e−tdt.

Diese Funktion hat die Eigenschaft, daß

Γ(n+1) = n! für alle n∈ N,

Γ(x+1) = xΓ(x) für allex > 0.

Die zweite Behauptung beweisen wir mit partieller Integration:

Γ(x+1) = lim
a→0,b→∞

b
Z

a

txe−tdt = lim
a→0,b→∞

−txe−t
∣
∣b
a+ lim

a→0,b→∞
x

b
Z

a

tx−1e−tdt = x

∞
Z

0

tx−1e−tdt

= xΓ(x).

Um Γ(n+1) = n! zu zeigen, genügt es nun, da die Funktionalgleichung bereits bewiesen wurde,
Γ(1) = 1 zu zeigen.

Γ(1) = lim
a→0,b→∞

b
Z

a

e−tdt = − lim
a→0,b→∞

e−t
∣
∣b
a = 1.

Die Eulersche Gamma-Funktion läßt sich auch axiomatisch definieren. Hierzu betrachten wir
zunächst den Begriff “logarithmisch konvex”. SeiI ⊂ R ein Intervall und bezeichneR∗

+ alle
Zahlenx ∈ R mit x > 0. Wir betrachten eine FunktionF : I → R∗

+. Die FunktionF nennt man
logarithmisch konvex, falls die Funktion lnF : I → R konvex ist. Übersetzt bedeutet dies, daß
für allex,y∈ I und 0< λ < 1 gilt:

F (λx+(1−λ)y) ≤ F(x)λF(y)1−λ.

Satz von H. Bohr: SeiF : R∗
+ → R∗

+ eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften:

1. F(1) = 1,

2. F(x+1) = xF(x) für allex∈ R∗
+,

3. F ist logarithmisch konvex.
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Dann giltF(x) = Γ(x) für allex∈ R∗
+.

Es läßt sich zeigen, daß sich die Eulersche Gamma-Funktion auf C fortsetzen läßt. Als Funk-
tion aufC hatΓ(z) Pole entlang der negativen reellen Achse beiz= 0,−1,−2,−3, ....

Oft benötigt man die Taylorentwicklung der Gamma-Funktionum einen ganzzahligen Wert.
Diese Entwicklung enthält man aus der FunktionalgleichungΓ(x+ 1) = xΓ(x) indem man die
Entwicklung umx = n, n∈ N auf eine Einwicklung umn = 1 zurückführt. Die Entwicklung um
x = 1 gewinnt man aus der Formel

Γ(1+x) = exp

(

−γEx+
∞

∑
n=2

(−1)n

n
ζnxn

)

.

Hierin ist γE die Eulersche Konstante definiert durch

γE = lim
n→∞

(
n

∑
j=1

1
j
− lnn

)

= 0.5772156649...

undζn der Wert der Riemannschen Zetafunktion an der Stelles= n.

ζn =
∞

∑
j=1

1
jn

.

Bemerkung: Die Riemannsche Zetafunktion ist fürs> 1 definiert durch

ζ(s) =
∞

∑
j=1

1
js

.

Diese Funktion läßt sich aufC fortsetzen. Die Lage der Nullstellen dieser Funktion ist ein unge-
löstes Problem der Mathematik.

Wir betrachten noch die Eulersche Beta-Funktion. Sie ist definiert für x > 0 undy > 0 durch

B(x,y) =

∞
Z

0

tx−1

(1+ t)x+ydt.

Durch Variablensubstitution läßt sich dieses Integral umschreiben auf

B(x,y) =

1
Z

0

tx−1(1− t)y−1dt.

Die Eulersche Beta-Funktion läßt sich durch Eulersche Gamma-Funktionen ausdrücken:

B(x,y) =
Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y)

.
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Wir betrachten noch eine Anwendung der Eulerschen Gamma-Funktion. Wir betrachten zwei
Fogen(an) und (bn) deren Folgenglieder alle ungleich Null sind. Wir bezeichnen diese Folgen
alsasymptotisch gleich, falls

lim
n→∞

an

bn
= 1

gilt. In diesem Fall schreiben wir

an ∼ bn.

Bemerkung: Es wird nicht vorausgesetzt, daß die Folgen konvergieren.

Satz (Stirling): Die Fakultät hat das asymptotische Verhalten

n! ∼
√

2πn
(n

e

)n
.
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8 Asymptotisches Verhalten

Im letzten Abschnitt hatten wir bereits asymptotisch gleiche Folgen betrachtet. In diesem Ab-
schnitt wollen wir dies noch etwas vertiefen. Wir betrachten das Verhalten zweier Funktionen
f (x) und g(x) in der Umgebung eines Punktesx = x0. Wir sind im wesentlichen an dem Fall
interessiert, in dem beide Funktionen an diesem Punkte divergieren. Wir betrachten daher den
Grenzwertx → x0. Der Fall x → ±∞ ist ein Spezialfall mitx0 = ±∞. Wir sagen, die beiden
Funktionen haben an diesem Punkte das gleiche asymptotische Verhalten, falls

lim
x→x0

f (x)
g(x)

= 1

gilt. Wir schreiben in diesem Fall

f (x) ∼ g(x) für x→ x0.

Bemerkung: Sind beide Funktionen an der Stellex= x0 endlich und haben sie den gleichen Wert
f (x0) = g(x0), so haben sie natürlich auch trivialerweise das gleiche asymptotische Verhalten an
dieser Stelle.

Wir führen noch die Notation mit einem großenO und einem kleineno ein. Falls

lim
x→x0

f (x)
g(x)

= 0

gilt, so schreibt man

f (x) = o(g(x)) für x→ x0.

Gibt es eine KonstanteK, so daß

lim
x→x0

| f (x)|
|g(x)| ≤ K

gilt, so schreibt man

f (x) = O (g(x)) für x→ x0.

Bemerkung: Die Relationen∼ undo implizieren die RelationO.

Die formale Reihe
∞

∑
j=0

f j(x)

nennt man eineasymptotische Entwicklungder Funktionf (x) um den Punktx0 falls für jedes
n für x→ x0

f (x)−
n

∑
j=0

f j(x) = o( fn(x))
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gilt. Dies bedeutet

lim
x→x0

f (x)−
n
∑
j=0

f j(x)

fn(x)
= 0, ∀ n.
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9 Fehlerrechnung

Wir betrachten den Fall, daß eine Person A eine bestimmte Größe experimentell mißt. Sie führt
diese Messung öfters durch. Aufgrund der experimentellen Meßungenauigkeit ergeben sich leicht
unterschiedliche Werte. Zum Beispiel:

Meßreihe 1:

Messung 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Ergebnis 2.6 2.3 2.5 2.3 2.6 2.4 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.8 2.7

Wir definieren den Mittelwert einer Meßreihe mitn Meßpunkten als

x̄ =
1
n

n

∑
j=1

x j .

Für die obige Meßreihe ergibt sich

x̄ = 2.48

Wir betrachten nun weiter den Fall, daß eine Person B die gleiche Größe experimentell bestimmt.
Person B verwendet allerdings eine schlechtere Meßapparatur und führt weniger Messungen
durch. Person B erhält die folgenden Meßwerte:

Meßreihe 2:

Messung 1 2 3 4

Ergebnis 0.3 5.2 3.1 1.4

Der Mittelwert ergibt sich zu

x̄ = 2.48

Im zweiten Fall streuen die einzelnen Messungen wesentlichstärker als im ersten Fall. Es ist
daher offensichtlich, daß das Ergebnis von Person A vertauenswürdiger als das Ergebnis von
Person B ist. Wir wollen nun diese Aussage quantitativ machen und suchen ein Maß für die
Streuung der Meßpunkte.

Wir beginnen mit einigen Definitionen:

Ω : Ergebnismenge eines Zufallsexperiments,

Zufallsfunktion : FunktionX : Ω → R,

Wahrscheinlichkeitsfunktion einer ZufallsgrößeX:

W : x → P(ω|X(ω) = x) .
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Erwartungswert einer Zufallsgröße: Nimmt die ZufallsgrößeX die Wertex1, x2, ...,xn an, so
bezeichnet man mit

µ(X) =
n

∑
j=1

x jW(x j)

den Erwartungswert vonX.

Satz: Entsprechen die einzelnen Messungen einzelnen unabhängigen Realisierungen eines Zu-
fallsexperiments, so ist der Mittelwert ¯x eine Schätzung fürµ(X).

Die Varianz einer Zufallsgröße ist definiert durch

Var(X) =
n

∑
j=1

(
x j −µ

)2
W(x j).

Die Standardabweichung einer Zufallsgröße ist definiert durch

σ(X) =
√

Var(X).

Kennen wir den Erwartungswertµ einer Zufallsgröße und machenn Messungenx j , so ist

1
n

n

∑
j=1

(
x j −µ

)2

eine Schätzfunktion für die Varianz.

Im allgemeinen istµ aber nicht bekannt und man verwendet ¯x als Schätzung fürµ. In diesem
Fall ist

S2 =
1

n−1

n

∑
j=1

(
x j − x̄

)2

eine Schätzfunktion für die Varianz der ZufallsgrößeX.

Sätze über die Varianz: Seic ∈ R und seienX1, X2, ..., Xn unabhängige Zufallsgrößen. Dann
gilt:

Var(cX) = c2 Var(X) ,

Var(X1+X2+ ...+Xn) = Var(X1)+Var(X2)+ ...+Var(Xn) .

Insbesondere gilt

Var




1
n

(X +X + ...+X)
︸ ︷︷ ︸

n mal



 =
1
n2 (Var(X)+Var(X)+ ...+Var(X)) =

1
n

Var(X) .
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Varianz des Mittelwertes: Es interessiert in erster Linie nicht die Varianz der einzelnen Mes-
sungen Var(X), sondern die Varianz des Mittelwertes Var(X̄). Bei n Messungen gilt:

Var(X̄) =
1
n

Var(X).

Somit erhält man als Schätzung für die Varianz des Mittelwertes

S2
X̄ =

1
n

S2 =
1

n(n−1)

n

∑
j=1

(
x j − x̄

)2
.

Für die Standardabweichung erhält man

σX̄ =

√

1
n(n−1)

n

∑
j=1

(
x j − x̄

)2
.

Somit findet man für die beiden oben aufgeführten Meßreihen:

Meßreihe 1 : σX̄ = 0.05,

Meßreihe 2 : σX̄ = 1.07.

Es ist üblich mit dem Mittelwert auch immer die Standardabweichung anzugeben, also

Meßreihe 1 : x = 2.48±0.05,

Meßreihe 2 : x = 2.48±1.07.

Zur Interpretation der Standardabweichung betrachten wirzunächst kontinuierliche Zufallsgrö-
ßen. Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionp(x) für eine kontinuierliche Zufallsgröße beschreibt

P(a < X ≤ b) =

b
Z

a

p(x) dx.

Definition: Man nennt eine kontinuierliche Zufallsgrößenormalverteilt , falls sie die Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion

p(x) =
1√
2π

1
σ

exp

(

−1
2

(x−µ)2

σ2

)

besitzt. Der Erwartungswert dieser normalverteilten Zufallsgröße istµ, die Standardabweichung
ist σ. Für eine normalverteilte Zufallsgröße gilt:

P(µ−σ < X ≤ µ+σ) ≈ 68.27%,

P(µ−2σ < X ≤ µ+2σ) ≈ 95.45%,

P(µ−3σ < X ≤ µ+3σ) ≈ 99.73%.
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9.1 Fehlerfortpflanzung

Problemstellung: Gesucht wird eine Größef = f (x,y) die von zwei weiteren Größenx und y
abhängt. Die Funktionf wird als bekannt vorausgesetzt, die Größenx undy werden durch eine
Messung mit Fehlernx±∆x undy±∆y bestimmt. Gesucht ist nun der Fehler für die Größef .

Für die Größef beginnen wir mit der Taylorentwicklung:

f (x+∆x,y+∆y) = f (x,y)+
∂ f (x,y)

∂x
∆x+

∂ f (x,y)
∂y

∆y+ ...

Wir nehmen an, daß wirn Messungen für die Größenx und y haben, die einzelnen Meßwerte
seien mitx j undy j bezeichnet. Somit haben wir auchn Ergebnisse fürf . Für die Abweichung
eines Einzelergebnisses vom Mittelwert gilt für kleine Abweichungen

f j − f̄ =
∂ f
∂x

·
(
x j − x̄

)
+

∂ f
∂y

·
(
y j − ȳ

)
+ ...

Somit gilt für die Varianz:

σ2
f = lim

n→∞

1
n

n

∑
j=1

(
f j − f̄

)2

= lim
n→∞

1
n

n

∑
j=1

[

(
x j − x̄

)2
(

∂ f
∂x

)2

+
(
y j − ȳ

)2
(

∂ f
∂y

)2

+2
(
x j − x̄

)(
y j − ȳ

)
(

∂ f
∂x

)(
∂ f
∂y

)]

Wir definieren dieKovarianz als

Cov(x,y) = σxy = lim
n→∞

1
n

n

∑
j=1

(
x j − x̄

)(
y j − ȳ

)

Somit haben wir

σ2
f =

(
∂ f
∂x

)2

σ2
x +

(
∂ f
∂y

)2

σ2
y +2

(
∂ f
∂x

)(
∂ f
∂y

)

σxy.

Fallsx undy unkorreliert sind, giltσxy = 0 und somit

σ2
f =

(
∂ f
∂x

)2

σ2
x +

(
∂ f
∂y

)2

σ2
y,

bzw.

σ f =

√
(

∂ f
∂x

)2

σ2
x +

(
∂ f
∂y

)2

σ2
y.

Wir betrachten nun einige Beispiele für diese Formel:
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1. f = x+y. In diesem Fall haben wir

σ f =
√

σ2
x +σ2

y,

man sagt, die (absoluten) Fehler addieren sich quadratisch. Fürx = 15±3 undy = 17±4
ergibt sich alsof = 32±5.

2. f = x·y. In diesem Fall findet man

σ f =
√

y2σ2
x +x2σ2

y,

oder anders geschrieben

σ f

f
=

√
(σx

x

)2
+

(
σy

y

)2

.

Bei einem Produkt addieren sich die relativen Fehler quadratisch.

3. f = x−y. Hier findet man wie bei einer Summe

σ f =
√

σ2
x +σ2

y.

4. f = x
y. In diesem Fall findet man

σ f =

√

1
y2σ2

x +
x2

y4σ2
y.

Schreibt man dies mit Hilfe der relativen Fehler erhält man wie beim Produkt

σ f

f
=

√
(σx

x

)2
+

(
σy

y

)2

.

5. Zum Abschluss betrachten wir nochf = xayb. Man erhält

σ f =

√
(
axa−1yb

)2σ2
x +
(
bxayb−1

)2 σ2
y

Auch hier empfiehlt es sich wieder, die Formel in relativen Fehler zu schreiben:

σ f

f
=

√

a2
(σx

x

)2
+b2

(
σy

y

)2

.
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Wir hatten zuvor den Fall betrachtet, daß eine Größe durch zwei Meßreihen experimentell be-
stimmt wird:

Meßreihe 1 : x = 2.48±0.05,

Meßreihe 2 : x = 2.48±1.07.

Es stellt sich nun die Frage, wie man diese Ergebnisse miteinander kombiniert. Etwas allgemei-
ner seien für eine Größex n Messungenx j mit Fehlernσ j gegeben. Dann setzt man

x =

1
σ2

1
x1 + 1

σ2
2
x2 + ...+ 1

σ2
n
xn

1
σ2

1
+ 1

σ2
2
+ ...+ 1

σ2
n

, σ =
1

√
1

σ2
1
+ 1

σ2
2
+ ...+ 1

σ2
n

.

Für das Beispiel hat man

x1 = 2.48, σ1 = 0.05,

x2 = 2.48, σ2 = 1.07.

Man findet somit

x = 2.48, σ = 0.04995.

Die zweite Meßreihe liefert keinen wesentlichen Beitrag zur Verbesserung des Fehlers.

9.2 Fitten von Parametern

Wir betrachten die Situation, in dem in einem Experiment eine Meßkurve bestimmt wird, d.h. zu
n bekannten Wertenx1,...,xn werden die Meßpunktey1±σ1,...,yn±σn mit den Fehlernσ1,...,σn

bestimmt. Wir nehmen an, daß diesenMessungen unabhängig sind. Man sucht nun eine Funktion
y = f (x), die diese Meßreihe möglichst gut beschreibt. Da diese Funktion nicht bekannt ist,
verwendet man einen Ansatz für diese Funktion mit freien Parameternα1, ...,αr :

y = f (x,α).

Nun bildet man die Größeχ2 wie folgt:

χ2(α) =
n

∑
j=1

(
y j − f (x j ,α)

)2

σ2
j

.

Offensichtlich nimmtχ2 Werte zwischen 0 und Unendlich an. Die Werte vonα, die die Größe
χ2 minimieren, bezeichnet man als den besten Fit.
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