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2 Schreibweisen

{a,b,c}: Menge der Elementa, b, undc.
Bemerkung: Die Ordnung spielt keine Rolfa, b,c} = {b,a, c}

Vereinigung:AU B enthélt alle Elemente sowohl aAsals auch auB.
{a,b,c}u{c,d,e} = {a,b,c,d,e}.

DurchschnittAN B enhalt alle Elemente die sowohlfals auch irB enthalten sind.
{a,b,c} n{c,d,e} = {c}.

ac A: aist ein Element der Menga.

A C B: Die MengeA ist eine Teilmenge der Mendg

[a,b]: Intervall, die Grenzen sind im Intervall enthaltenc [a,b], b € [a,b]

|a, b[: Intervall, die Grenzen sind im Intervall nicht enthalter [a,b], b ¢ [a,b]
Analog:[a,b[ und]a,b].

Logisch und:A

Logisch odery

Negation:—

3: Es existiert

V: Fur alle

oo Symbol fur Unendlich.

Y : Summenzeichen
n
Zaj = a+ar+ag+...+an_1+an.
=1

[: Produktzeichen

aj = qy-a-ag-...-an-1-dn.

71>

n!: Fakultat. Bemerkung 0= 1, 1!=1.



Binomialkoeffizient:

lim: Grenzwert fur den Fall, dafd sictdem Werta annahert.

X—a

Ableitung: Seif (x) eine Funktion vorx.

df(x) d . f(x+h)—f(x)

! = = — =

re) = dx dxf(x) h—0 (X+h)—x

Integral:
b n
/f(x)dx = rl][)noo Z f(&))AXj, DAXj=Xj—Xj—1, Xo=a, Xn=Db, &j € [Xj_1,X]].
a =1



3 Zahlen

3.1 Die naturlichen Zahlen

N: Die naturlichen Zahlet = {1,2,3.4,....}.

Die Axiome von Peandfir die natiirlichen Zahlen:
e (P1) 1ist eine naturliche Zahl.

¢ (P2) Fallsa eine naturliche Zahl, so ist die nachfolgende Zael ebenfalls eine natir-
liche Zahl.

e (P3) Die naturlichen Zahlen sind die minimale Menge, weldlgeersten beiden Axiome
erfllt.

No: Die naturlichen Zahlen mit der Nulp = {0,1,2,3,4,....}.

Der Induktionsbeweis Beispiel: Fir jede natlrliche Zahlist die Behauptung
n(n+1)

n .
J =
2 2

zu zeigen. Der Induktionsbeweis verlauft in zwei Schritfdian zeigt zunachst die Behauptung
fir n= 1 (Induktionsanfang):

n
linke Seite : j=1
2

1(1+1)

rechte Seite : =1.

Im zweiten Schritt darf man nun verwenden, daf3 die Behagpfiinm — 1 richtig ist, und zeigt
dann, daf3 sie auch firgilt (Induktionsschritt). In unserem Fall:

n - n-1 n—1)n n—n+2n n(n+1
Si= (ZJ>+n=( N g monen nin+d)
=

2 2 2

=

3.2 Die ganzen Zahlen
Z: Die ganzen Zahle# = {....,—3,—2,—-1,0,1,2,3,....}.

Die ganzen Zahlen bilden bezlglich der Addition eine Gruppe

Definition einer Gruppe: Eine nicht-leere Men@emit einer Verknipfung nennt man Gruppe
(G, 0), falls die folgenden Axioma gelten:



e (Gl)oistassoziativao (boc) = (ach)oc

e (G2) Es gibt ein links-neutrales Elemerdca=afiralleae G

e (G3) Zu jedena € G gibt es ein links-inverses Elemeat® : a~

Eine Grupp€ G, o) nennt man kommutativ oder Abelsch, falsb =boa.

Bemerkung: Fall§G, o) eine Gruppe ist, dann ist das links-neutrale Element idehtinit dem
recht-neutralen Element. Ebenso sind links- und rechsres Element identisch.

Ein Ring ist eine nicht-leere Mend® mit zwei Verknupfungen, die Ublicherweise alsund

- geschrieben werden, so dal3
e (R1) (R +) ist eine Abelsche Gruppe.
e (R2)(R,-) ist assoziativa- (b-c)=(a-b)-c
¢ (R3) Es gelten die Distributivgesetze:

a-(b+c) = (a-b)+(a-c)
(a+b)-c = (a-c)+(a-b)

Die ganzen Zahlefd bilden einen Ring.

3.3 Die rationalen Zahlen

P
Q = <= Z .
{q‘p7qe }

Q: Die rationalen Zahlen.

Die rationalen Zahlen sind bezuglich der Division abgese$én. Sie bilden einen Korper.

Eine nicht-leere MengK mit zwei Verkniipfungen und- nennt man Korper, falls gilt:

e (K1) (K,+) ist eine Abelsche Gruppe.
e (K2) (K\{0},) ist eine Abelsche Gruppe.

e (K3) Es gelten die Distributivgesetze:

a-(b+c) = (a-b)+(a-c)
(a+b)-c = (a-c)+(a-b)



Bruchrechnen:

Pr P2 _P1-P2 P1,P2_P1-G CP1_ P1 ﬂ+@:p1~Q2+p2'Q1
Q1 02 O1-C2 o' C2 Qi-P2’ COr O O O Q-2

Rechnen mit Potenzen:

a’ = a-a-a-..-a
n mal

a-p" = (a-b)",
a-am" = amm
(an)m — an~m

a" a\n

5~ (b

a_n — gmm

am

3.4 Die reellen Zahlen

R: Die reellen Zahlen.
Die reellen Zahlen bilden einen Korper.

Alle rationalen Zahlen sind in den reellen Zahlen enthal@artiberhinaus enthdR Zahlen,

die nicht rational sind. Diese nennt man irrational. So ishBeispiel/2 eine irrationale Zahl.

V2 ist Lésung der Gleichung? = 2. Zahlen, welche Lésungen einer algebraischen Gleichung
sind, nennt man algebraisch. Darliberhinaus enihéltationale Zahlen, die keine Losung einer
algebraischen Gleichung sind. Solche Zahlen nennt maszeadental. Die Kreiszammt oder

die Eulersche Konstanessind transzendental.

Eine Folge(an)nen reeller Zahlen nennt man Cauchy-Folge, falls es zu jeden® einN € N
gibt, so daf}

lan —am| <€, ¥Yn,m>N.
\ollstandigkeitsaxiom: Jede Cauchy-Folge konvergiert.

Dartberhinaus sind die reellen Zahlen angeordnet: Es sndsge Elemente als positiv aus-
gezeichnetx > 0), so dal die folgenden Axiome erfillt sind:

e (O1) Es gilt genau eine der Beziehungeg 0, x = 0 oderx > 0.
e (O2) Ausx > 0 undy > 0 folgtx+y > 0.
e (O3) Ausx > 0 undy > 0 folgtx-y > 0.



Man nennt eine Ordnung archimedisch, falls zu jedem 0 undy > 0 ein nattrliche Zahh
exisiert, so dai3

n-x>y.

Axiomatisch lassen sich die reellen Zahlen als ein Korper,aichimedisch angeordnet ist und
in dem jede Cauchy-Folge konvergiert, charakterisieren.

3.5 Die komplexen Zahlen

C: Die komplexen Zahlen.

Definition: Man definiert die imaginéare Einheials eine Losung der Gleichung

Die komplexen Zahle® sind die Menge
{x+iy|xy€eR}.
Wir fihren eine Addition und Multiplikation auf ein: Seiz; = x1 +iy1 undz, = X2 + iy>.

27+ = (Xp+iy1)+(Xe+iy2) = (Xe+X2) +i(y1+Y2),
z1: = (Xa+iy1) (X2 +1iy2) = (XaXo — y1Y2) +1 (X1y2 + Y1X2)

Mit dieser Addition und Multiplikation bilden die komplereZahlen einen Kérper. Dieser Kor-
per ist algebraisch abgeschlossen, d.h. die Nullstells@sgeden Polynoms liegen in dem Kor-
per. Der Korper ist allerdings nicht angeordnet. Das Vatigigkeitsaxiom gilt.

Seiz= x+iy eine komplexe Zahl. Man bezeichnedls Realteil ung als Imaginarteil.

Rez = x,
Imz = vy

Die zuz= x-+ iy konjugiert komplexe Zahl ist
Z = X-—liy.
Esist
2.7 = (X+iy)- (x—iy) =X +y2.

Als Betrag der komplexen Zahl bezeichnet man

4 = Vzz = /x+y2

10



Polardarstellung einer komplexen Zahl:

z = |Z]-(cosp+ising).
¢ nennt man das Argument oder die Phase der komplexen Zahl.
Die komplexe Zahlenebene

Im(z)

3

12

> Re(2)

X

Umrechnung: Normalform in Polarform:
4 = VP
tanp =
Qo = g furx=0,y>0,
Qo = %ﬂ firx=0, y<O0.
Polarform in Normalform:
X=|zlcosh, y=|zsind.
Rechenregeln:

z71—-2 = (Xa+iy1) — (Xe+iy2) = (X1 —X2) +i(y1—Va),
z _ oxatiyn  (atiyi) Oe—lys)  (XaXe+Yyiy2) +1(—X1y2 +Yyixe)
2 Xo+iy2  (Xo+iy2) (X2 —iy2) X3+ Y3

In der Polarform sind Multiplikation und Division besondesinfach:

21-2 = |a|lz|[cos(¢r+b2) +isin(d1+2)],
2 _ 1l og9y— 6) +isings— 62)).
Vi) |22|

11



Insbesondere:

Z' = |Z"(cosnd +isinng).

12



4 Lineare Algebra

4.1 \ektorraume

SeiK ein Korper und(V,+) eine Abelsche Gruppe. Weiter sei eine zusatzliche Verkmipf
gegeben, die man skalare Multiplikation nennt:

KxV — V
kV) — k-v

V ist einK-Vektorraum falls gilt:
e (V1) (K,+,-) ist ein Kdrper
e (V2) (V,+) ist eine Abelsche Gruppe

¢ (V3) Es gelten die Distributivgesetze:

K-(Vi4+V2) = (k-Vp)+(k-V2)
(kitko)-V = (ki-9)+ (ko-9)

e (V4) Es gilt das Assoziativgesetz:
ki-(k2-V) = (ki-ko)-V
Bemerkung: Beik; - ko) ist die Multiplikation im Koérper gemeint.
e (V5) Fur die Eins gilt:

1-v

I
<

fur alleve V.

Als Grundkoérper treten in der Physik fast imnieoderC auf. Beispiele fir Vektorraume sind
derR" (mit GrundkorpeiR) und derC" (mit GrundkdrperC).

R" = {(X1, X2, s Xn) X1, X2, .o, Xn € R}

Man schreibt die Elemente aus dem Vektorraum als Spaltéonezk so zum Beispiel:

X
y | eR3.
VA

Ebenso ist die Schreibweise als Zeilenvektor gebrauchlich
(xy,2) € R®".

13



V* bezeichnet den z2U dualen Vektorraum (fally alle Spaltenvektoren enthalt, so enth&it
die Zeilenvektoren). Bei der Summe zweier Vektoren werderivektoren komponentenweise
addiert:

WN -

4
+ls5 =7
6 9

Bei der skalaren Multiplikation wird jede Komponente mind&kalar multipliziert:

4 12
3-1 5 = 15
6 18

Schreibweise: Man bezeichnet mift den zuv transponierten Vektor (d.h. aus einem Spalten-
vektor wird ein Zeilenvektor, und aus einem Zeilenvektordagin Spaltenvektor):

X1
(X1, X2, ...,xn)T = %2
X
Definition: Vektoren, die in fast allen Komponenten eine INwalben, bis auf eine Komponente,

in der sie eine Eins haben, spielen eine wichtige Rolle. blairs \Vektor in dei-ten Komponente
eine Eins,

T
g = 0,0,...,0,1,0,....0| ,
%,—/
-1
so bezeichnet man diesen Vektor als déen Einheitsvektor.

Definition: Seiem Vektorenvs, Vs, ...,V gegeben. Folgt aus

Vi +agVo+...+aWnh = O
= apg=a=..=a,=0,

so nennt man die Vektoren linear unabhéngig. Anderfallsineran sie linear abhangig.

Definition: SeiV ein Vektorraum. Die maximale Anzahl linear unabhangiget®een inV nennt
man die Dimension des Vektorraumes. Eine Menge lineardohimagiger Vektoren, die maxi-
mal ist, nennt man eine Basis von

Beispiel:R" undC" haben die Dimension. Eine Basis vorR" undC" ist zum Beispiel

{&1,&,....6}.

Man nennt diese Basis die Standardbasis.

14



4.2 Skalarprodukte

Wir betrachten zunachst d&f'. SeienX,y € R". Die Komponentendarstellung der beiden Vek-
toren sei

X1 Y1
g— | X Y= Y2
Xn Yn

Wir definieren das Skalarprodukt zwischen zwei Vektorereals Abbildung

VxV — R,
XY = Xay1+XoY2+ ...+ XnYn.

Das Skalarprodukt ist eine positiv definite symmetriscHenBarform, es erfillt die folgenden
Bedingungen:

e Linear in der ersten Komponente:

X+Y)Z2 = X-2+Y-Z
A-%)-y = ARXY).

e Linear in der zweiten Komponente:

2(J+2) = X-Y+%-Z
X-(A-9) = AX-Y).

e Symmetrisch:
Xy = y-X
e Positiv definit:
XX > 0, falls x0.

Wir betrachten nu". Seienx,y € C". In diesem Fall definieren wir das Skalarprodukt als

VxV — C,
Xy = Xqy1+XY2+ ... + X5yn-

Dieses Skalarprodukt ist eine positiv definite HermitisEbem, es erfillt die folgenden Bedin-
gungen:

15



Semilinear in der ersten Komponente:

(X+Y)-2 = R-2+Y-2
A-X)-y = A(X-9).

Linear in der zweiten Komponente:

2(J+2) = X-Y+x-Z
X-A-y) = AXY).

Hermitisch:

Xy = (§%"

Positiv definit:

XX > 0, falls x0.

Definition: Man bezeichnet mit
X = vX-X
die Lange oder den Betrag v@n

SeiX,y € R". Der Winkel zwischen den beiden Vektoren ist gegeben durch

X-y = [X|[y|cosp,
also
.
¢ = arcco 7 |g|.

Zwei Vektoren stehen senkrecht aufeinange(90°), falls

%y = 0.

4.3 Das Kreuzprodukt

SeiV der VektorraumR3 oder C3. In einem dreidimensionalen Vektorraum ist zusatzlich das
Kreuzprodukt als eine Abbildung

VxV — V,

X1 Y1 X2Y3 — X3Y2
X2 | x| ¥z = X3y1—X1Y3
X3 Y3 X1Y2 — X2Y1

16



definiert.
Wichtig: Das Kreuzprodukt gibt es nur in drei Dimensionen !

Das Kreuzprodukt ist anti-symmetrisch:
Xxy = —yxX
Der VektorX x y steht senkrecht asundy:

X (Xx5) = 0,
y-(%x5) = 0,

Fir den Betrag voR x Y gilt:
X<y = [Xy|sing,
wobei¢ der Winkel zwischeX undy ist. Sei
Z = XxV.

Fur die Komponenten vonagilt:

3 3
Zo= 3 ) EijkXYk
=&

Hier wurde der antisymmetrische Tensor (oder Levi-Civiemsor);jx verwendet, der wie folgt
definiert ist:

+1 for(i,j,
€k = =1 for(i,j,
0 sonst

) eine gerade Permutation voh 2, 3),

k
k) eine ungerade Permutation vgh 2,3),

Eine Permutatioifos, 02, ..., 0n) nennt man gerade, wenn man sie durch eine gerade Anzahl von
paarweisen Vertauschungen &4s2, ...,n) erzeugen kann. Benoétigt man eine ungerade Anzahl
von Vertauschungen, so nennt man die Permutation ungerade.

Beispiel:

(3,2,1,5,4) isteine gerade Permutation (vertausche B und 4« 5),
(1,5,3,4,2) isteine ungerade Permutation (vertauschke 3).

An dieser Stelle definieren wir auch noch das Kroneckergé28itmbol:
5 +1 furi=j,
L 0 furi#j.

17



4.4 Vektoren in der Physik

Ein Punkt im Raum wird durch einen Ortsvektor

beschrieben. Der zugrundeliegende Vektorraum isRder

In der Physik (insbesondere in der speziellen Relatithatsrie) fast man oft die Zeit und die
drei Ortskoordinaten zu einem Vierervektor zusammen:

ct

N < X

Die Komponenten eines Vierervektors notiert manx|swvobeip = 0,1, 2,3. Fir die Kompo-
nenten eines Vierervektors verwendet man ublicherweigelgsche Indizes wie zum Beispiel
WV, p,0,..., fir die Komponenten eine Dreiervektors hingegen lateimedndizes, j,k, .... Der
zugrundeliegende Vektorraum ist def, allerdings nicht mit dem euklidischen Skalarprodukt,
sondern dem Minkowski-Skalarprodukt. Seieandy Vierervektoren, so setzt man

x-y = xO0 —xlyl 3y - 3yS.

Dieses Skalarprodukt ist nicht positiv definit !

4.5 Lineare Gleichungssysteme

Definition: Unter einem linearen Gleichungssystem vetsteéin n Gleichungen mitm Unbe-
kanntenxy, Xo, ..., Xm der Form

a11X1 +agoXe +a13Xa + ... +aim¥m = by,
ap1X1 +agoXo +axaXz + ... +@m¥m = by,

an1X1 +anXo +an3X3 + ... + 8nm¥m = bn.

Die Koeffizientena;; undb; sind gegebene reelle oder komplexe Zahlen. Jede Variabhenko
nur linear vor und jeder Term auf der linken Seite enthélt eine Variable, daher der Name
“lineares Gleichungssystem”. Beispiel:

X1 +3X+9%3 = 36,
2X1 + 3Xo + 7X3 29,
Xo+4x3 = 14

18



Wir betrachten nun einen Algorithmus um ein Gleichungsaystitn Gleichungen unan Un-
bekannten systematisch zu vereinfachen und zu I6sen. \glintben mit einer trivialen Beobach-
tung: Offensichtlich kénnen Zeilen vertauscht werden, dds Gleichungssystem

a11X1 +agoXe +a13Xz + ... +aim¥m = by,
ap1Xy +axXo +a3Xz + ... +amXm = by,

ist aquivalent zu dem Gleichungssystem

ap1X1 +agoXo + a3z + ... +am¥Xm = Dby,
au1X1 +agoXe +a13X3 + ... + aim¥Xm = by

Desweiteren seixy, X2, ..., Xm) €inm-Tupel, welches die Gleichung
aiXy +axXo +agXg+...+amXm = b,
erfullt. Dann erfillt es auch die Gleichung
(cag)x1+ (Cap)x2 + (Cag)X3 + ... + (Cam)Xm = Ccb,

Umgekehrt gilt, dal fic # 0 jedesm-Tupel, welches die zweite Gleichung erfullt, auch die
erste Gleichung erflllt. Daraus folgt, dal3 man die linke veachte Seite einer Gleichung mit
einer konstanten Zalslungleich Null multiplizieren darf.

Die dritte elementare Umformung ist die folgende: Man daré&eile durch die Summe dieser
Zeile mit einer anderen Zeile ersetzen, d.h. die Gleichsygjsme

arXy +aioXe +aixz+ ... +aimXm = by,
ap1X1 +agoXo + a3z + ... +am¥m = by,
und
(a11+a21) X1 + (a12+a2) X2 + (auz+ag3) X3 + ... + (aam+agm) Xm = by,
A1X1 + ApoXo +A3X3 + ... +8omXm = bo,

haben die gleichen Lésungen.

Mit Hilfe dieser drei elementaren Umformungen lait sich mim Algorithmus zur systema-
tischen Vereinfachung von linearen Gleichungssystemgalzn:

1. Setzd = 1 (Zeilenindex),] = 1 (Spaltenindex).
2. Fallsajj = 0 suchek > i, so dalg; # 0 und vertausche Zeild@rundk.

3. Falls ein solchek aus Schritt 2 nicht gefunden werden kann, sgtze j + 1 und gehe
zurlick zu Schritt 2.

19



Falls man in Schritt 3 den Wejt= m+ 1 erreicht, beende den Algorithmus.
Multipliziere Zeilei mit 1/a;;.
Fur alle Zeilerk # i addiere zur Zeild& das—aj-fache deii-ten Zeile.

Setzd — i+1 undj — j+1 und gehe zurlick zu Schritt 2.

© N o 0 &

Falls man in Schritt 6 den Werrt=n+ 1 oder den Werf = m+ 1 erreicht, beende den
Algorithmus.

Man nennt diesen Algorithmus den Gauld'schen Eliminatigesahmus. In der Praxis schreibt
man das lineare Gleichungssystem

aiiXy +apXe +a13Xa + ... +aimXm = by,
ap1X1 +agoXe +apaXz + ... + &m¥m = bo,

an1X1 +anpXo +an3Xa + ... + a8nm¥m = bn.

wie folgt auf:
a;n a2 a3 ... amm| b
a1 apy a3 ... am| b
anl1 a2 a3 ... am| b

Dies ist ausreichend, da alle Umformungen nur auf die Kaefftena;; undb; wirken.

Wir betrachten das obige Beispiel:

X1 +3X+9%3 = 36,
2X1+3Xo+Tx3 = 29,
Xo+4x3 = 14

Aufgeschrieben ergibt dies:

©

36
29

oON W
= W w
\‘

Wir beginnen nun mit den Umformungen:

=
=
w

12
29
14

o
= W
N

=
=
w

12

(@)
=
=
a1

o
=
D

14
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Das lineare Gleichungssystem ist somit aquivalent zu dezrclngssystem

X1 = 1,
X2 = 2,
X3 = 3.

Bemerkung: Durch Umbenennung der Variablen..., Xy, (dies ist gleichbedeutend mit Spal-
tenvertauschungen) lasst sich durch den Gaul3’'schen HBlilmnsalgorithmus die folgende Form
erreichen:

1 0 .. O al(r+1) .. Aum bl
0 1 0 az(r+1) .. aA2m b2
0 0 0 0 .. O0|bu
0O 0o .. O 0 . 0] by

Man bezeichnet als den Rank. Wir betrachten nun, unter welchen Bedinguag&ine eindeu-
tige LOsung, keine L6ésung oder mehrere Lésungen gibt:

e Istr =m, so gibt es eine eindeutige Losung.

e Istr < mund ist eine der Zahlely . 1, ..., b, ungleich Null, so hat das lineare Gleichungs-
system keine Losung.

e Istr <mundb,1=... = b, =0, so gibt es mehrere Loésungen.

Anwendungen: Lineare Unabhé&ngigkeit von Vektoren. Zuniggrungm Vektorenvy, Vo, ...,Vm
nennt man linear unabhangig, falls die Gleichung

AMVL+ Ao+ ...+ ApVm = 6

nur die LosungAq, A, ...,Am) = (0,0,...,0) hat. Andernfalls nennt man sie linear abhéangig. Ist
der zugrundeliegende Vektorrauwdimensional, so ergibt die obige Gleichung ausgeschmniebe
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in Komponentem lineare Gleichungen minh Unbekanntem\y,..., A;. Man kann nun mit Hilfe
des Gaul¥'schen Eliminationsalgorithmuses feststellenj® \ektoren linear abhangig sind.
Beispiel: Sei

1 2 ~1
Vi=| 1|, o=|( 3|, = -4
1 4 —7

Dies fuhrt zu dem linearen Gleichungssystem

AM+20—A3 = 0,
AM+3\2—4A3 = O,
AM+4N\o—TA3 = 0.

Wir formen dieses Gleichungssystem mit Hilfe des Gaul3is&Heninationsalgorithmuses um:

1 2 -1/0
1 3 40
1 4 -710
1 2 -1|/0
0 1 -3|0
0 2 -6/0
1 0 5|0
0 1 -3|0
0 0 0]0

Somit gibt es mehrere Losungen
A =5t Ar=3t, A\3=t, teR.

Die drei Vektoren sind linear abhangig.

4.6 Matrizen

Definition: Eine rechteckige Anordnung

a1 d12 ... A1m
dp1 dAz2 ... aAom

adn1 a2 ... Anm
von Elementera;; aus einem Korper nennt man Matrix. Die Elemeagenennt man die Kom-
ponenten der Matrix. Eine Matrix mit Zeilen undm Spalten bezeichnet man als m-Matrix.
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Eine Matrix bezeichnet man als quadratisch, falis m.

Eine Matrix bezeichnet man als Diagonalmatrix, falls siadpatisch ist und;j = O flr allei # j.
Eine Matrix bezeichnet man als obere Dreiecksmatrix, filsquadratisch ist una; = O fur
allei > j.

Eine Multiplikation zwischen einen x k-Matrix A und einerk x m-Matrix B ist wie folgt de-
finiert: Das Ergebnis ist einex m-Matrix C

a1 a2 ... A b1z bz ... bim Ci1 C12 ... Cim
1 az ... ax | | b2 b2 ... bom _ Co1 Cp2 ... Com
:
anl @n2 ... ank bki b ... bgm Chi Cn2 ... Cnm
wobei
Cij = aj1bj+apbyj + ... +aiby;.

Ein n-dimensionaler Spaltenvektor kann als eine 1-Matrix aufgefasst werden. Ebenso kann
einn-dimensionaler Zeilenvektor als einexn-Matrix betrachtet werden. Setzt man

a1 A12 ... AIm X1 b1

a1 ax ... a X - b
A— D1 ap2 om X= 2 b= 2 7

anl an2 ... amm Xm bn

so &Rt sich das lineare Gleichungssystem
11X + a1k + g+ ... +amXm = by,
ap1X1 +agoX2 + 23Xz + ... +@mXm = by,
anX1 +amnX2 +angX3 + ... + 8mXm = bn.
auch wie folgt schreiben:
A-X = b

SeienA undB zwein x m-Matrizen. Eine Addition von zwei Matrizen mit gleicher $jga- und
Zeilenanzahl ist definiert durch

a1 a2 ... aim b11 b2 ... bim ajn+bir app+biz ... aim+bim
1 82 .. m | bor boo ... bom _ ap1+bp1 app+byo ... asm+bom
anl a2 ... anm bri bn2 ... DBpm ant+bnt anp+bn2 ... @ym+bnm
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Eine Multiplikation mit Skalaren ist definiert durch

a1 A12 ... AIm )\all )\&17_ )\alm
2. dp1 A2 ... aAom _ )\&21 )\&27_ )\aZm
i a2 .. am Aant Aanz ... Aanm

Mit dieser Addition und dieser skalaren Multiplikationdb@n dien x m-Matrizen einen Vektor-
raum. Die Dimension dieses Vektorraumesiiain. Eine Basis ist gegegeben durch die Matrizen
€j,

0 0 . 0
0 0 . 0

e = | o 010 o |,
0 0 . 0
0O ... .0 .. ... 0

die nur in dem Eintrag in darten Zeile undj-ten Spalte eine Eins haben, ansonsten nur Nullen.

4.7 Spuren und Determinanten von quadratischen Matrizen

Wir betrachten im folgenden die quadratischer n-Matrizen. SeienA und B zwei n x n-
Matrizen. In diesem Fall ist das Matrixprodukt

A-B

wieder einen x n-Matrix. Flrn x n-Matrizen ist die Matrizenmultiplikation also abgescldes.
Das neutrale Element beztiglich der Matrizenmultiplikaist offensichtlich die Einheitsmatrix

1 0 ... .. O
0 1 0
1 =
0 1 0
o .. .. 01

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen a&ichnverses Element existiert.
Hierzu fihren wir zun&achst zwei Begriffe ein: Seeinen x n-Matrix.

a1 d12 ... din
a a ...oa
A — 21 22 2n

31 @2 ... ann
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Unter der Spur (engl. “trace”) einer quadratischen Matexsteht man die Summe der Diago-
nalelemente:

n
TrTA = Zan =aj1+az+...+ann
i=

Einige Rechenregeln bezuglich der Spur von MatriZerB(seienn x n-Matrizen,A ein Skalar):

Tr (A+B) = TrA+TrB,
Tr(A-A) = ATrA

Als Determinante einer quadratischen Matrix definiert man

n n n
detA = 5 5 . ) Eiip..ind1i1820;---8nin,
i1=li)=1 in=1
wobeig;,j,. i, das total antisymmetrische Symbolrirbimensionen ist

+1 fur (i1ip...in) eine gerade Permutation voh 2, ..., n),
€igin.in = —1 for (iqip...in) eine ungerade Permutation v@h 2, ..., n),
0 sonst

Fur die Determinante existiert auch die folgende Schreiksve

a1 12 ... An
a a ..oa
detA — 21 22 2n

anl @n2 ... ann
SeiD =diagA1,A2, ..., An) eine Diagonalmatrix. Dann ist
detD = )\1 ~)\2 ce ')\n-

Ein Verfahren zur Berechnung der Determinante ist der lcagdahe Entwicklungssatz. Zu einer
nx n-Matrix A definieren wir zunachst eirf@ — 1) x (n— 1)-Matrix Ajj, die dadurch ensteht, daf3
man diei-te Zeile und digj-te Spalte der MatriA entfernt. Der Laplace’sche Entwicklungssatz
fur die Entwicklung nach ddrten Zeile lautet:

n . .
detA = % (—1)"ajdeth.
=1

Naturlich kann &quivalent auch nach deten Spalte entwickelt werden:
n

detA = Z(—l>i+jaij detAy;.
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Dies erlaubt die rekursive Berechnung einer Determindiiteeine 1x 1-Matrix haben wir
la11] = an.
Rechenregeln fur die Determinante:

det(A-B) = (detA)-(detB),
detA-A) = A".detA

Wenden wir uns wieder der Existenz eines inversen Elemeazisgbich der Matrizenmultiplika-
tion zu. Falls so ein Element existiert bezeichnen wir esAnit Es soll also gelten

AA1T = 1
Nehmen wir auf beiden Seiten die Determinante, so erhalien w
detA-detA ! = detl=1,

also falls deA # 0

1

,1 .
detA = oA

detA # 0 ist eine notwendige Bedingung fur die Existenz eines baerEs laf3t sich zeigen, dal3
dies auch hinreichend ist.

Satz A1 existiert genau dann, wenn deg 0.

Wir betrachten nun die Menge aller quadratischemn-Matrizen mit der Eigenschaft dat~ 0.
Wegen defAB) = detAdetB ist diese Menge abgeschlossen bezuglich der Matrizerpfilétii-
on. Wie gerade diskutiert wurde, existiert zu jeder Matrglaein Inverses. Diese Menge bildet
daher bezlglich der Matrizenmultiplikation eine Gruppe,rdan als

GL(n,R), bzw. GL(n,C)

bezeichnet.

4.8 Berechnung der inversen Matrix

SeiA einen x n-Matrix mit detA # 0. Gesucht ist eina x n-Matrix X

X112 X12 ... Xin
X X e X

X = 21 22 2N ,
Xn]_ Xn2 e Xnn
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so dal}
AX =1

gilt. Wir multiplizieren die linke Seite aus und betrachté@anach diej-te Spalte auf beiden
Seiten:

a11X1j +a12Xej + ... +unXnj =

aj1X1j +aj2X2j + ... +AjnXnj =

O o0 r oo

an1X1j +an2X2j + ... +annXnj =

Diesen Gleichungen bilden eine lineares Gleichungssystem futkdieekannterx,, Xpj, ...,
Xnj, welches mit Hilfe des GaulRschen Algorithmus gelost wekdem. Da dies fur jede Spalte
j gilt, kann man so all@? Unbekannteng; bestimmen. Da die Koeffizienten der linken Seite
des linearen Gleichungssystems immer gleich sind, vdrfahan in der Praxis wie folgt: Man
schreibt die Gleichungen wie folgt an

aj1 a2 ... ayip| 1 0 ... O
a1 a» ... a0 1 ... O
an1 &2 ... @8n/ 0 0 ... 1

und bringt dieses Gleichungssystem mit Hilfe des Gaulisétigorithmus auf die Form

1 0 .. O X117 X12 ... X1n
0O 1 .. 0 Xo1 X22 ... Xon
O O 1 Xn]_ Xn2 Xnn

Die inverse Matrix ist dann gegeben durch

X112 X12 ... Xin
Al — X21 X2 ... Xon

Xn1 Xn2 ... Xnn

Beispiel: SeiA die Matrix

>
Il
ON -
P oW
AW

Wir bestimmen nun die inverse Matrix:
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113/ 1 0 0
2 37/, 0 1 O
014 0 0 1
113/ 1 0 0
011 2 1 o0
014 0 0 1
102 3 -1 0
011 2 1 o0
00 3/ 2 -1 1
102 3 -1 0
011 2 1 o0

2 1 1
001 5 -3 3
10 0/ 3 -1 -2
01 0/ 8 1 2
008 14

Somit istA—1

1 5 -1 -2
A*1:§—84—1

2 -1 1

4.9 Eigenwerte und Eigenvektoren

SeiV ein n-dimensionaler Vektorraum unél eine n x n-Matrix. Die Matrix A definiert eine
Abbildung

Diese Abbildung ist linear
A-(c1X+cy) = C1A-X+CA-Y.

Lineare Abbildungen zwischen zwei Vektorraumen werdemals Homomorphismen bezeich-
net. Da in unserem Fall die Abbildung vdhnachV geht, spricht man auch von einem Epimor-
phismus.

Wir interessieren uns nun fur Vektor&re V, die auf ein Vielfaches ihrer selbst abgebildet wer-
den.

A-X = AX
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In diesem Fall bezeichnet marals Eigenwert und als Eigenvektor.

Beispiel: FallsA = diagA1,A2, ..., An) eine Diagonalmatrix ist, wobei alkg paarweise verschie-
den sind, so sind die Basisvekto@rdie Eigenvektoren. Der zg zugehdrige Eigenwert igt;.

Sei nun einen x n-Matrix A gegeben. Wir suchen ein Verfahren zur Bestimmung der Eigenw
te und der Eigenvektoren. Hierzu definieren wir das charakigche Polynom der Abbildung
durch

Xa(A) = det(A—A1).
Dies ist ein Polynom vom Graalin A.

Satz Die Nullstellen vonya sind die Eigenwerte VoA.

Beispiel: Wir betrachten wieder

Man findet
Xa(A) = 2 3-A 7 |=-A4+8\2—-100+3
0 1 4-A
= —(A=-1) <}\—%(7—|—\/3_7)) <}\—%(7—\/3_7))

Somit hat die MatrixA die Eigenwerte
1 1
1, §(7+ Vv37), é(7— v 37).

Sind die Eigenwerte bekannt, so bestimmt man im nachstenitiStie zugehdrigen Eigenvekto-
ren. Seik ein (bekannter) Eigenwert der Matx Gesucht werden Vektoreq) so dal3

A-X = AX
bzw.
(A—A-1)X = 0.
Dies ist wieder ein lineares Gleichungssystem, welcheditfie des Gaul3’'schen Algorithmus

geldst werden kann.
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Beispiel: Wir bestimmen zu der Matrik aus dem obigen Beispiel die Eigenvektoren zum Ei-
genwertA = 1:

01 3
A—A-1 = 2 2 7
01 3
Der Gaul3'sche Algorithmus liefert:
0O 1 3|0
2 2 7|0
0O 1 3|0
11 %o
0O 1 3|0
0O 0 0|0
10 3|0
0O 1 3|0
0O 0 0|0
Somit sind alle VVektoren der Form
_ 1
2
-3t |, teR

Eigenvektoren zum Eigenwext= 1. Man bezeichnet diesen Untervektorraum als Eigenraum.

BasiswechselSeiV einn-dimensionaler Vektorraum mit einer Bagi, ...,V }. Sei
® V-V

eine Endomorphismus, gegeben in der Koordinatendargtgdiuobigen Basis durch eine Matrix
A

X1 X1
— A ...
Xn Xn

Dieser Endomorphismus bildet also den Basisvektauf
n
Vj — _zlviaij
1=

ab. (Das Bild vorv;j ist die j-te Spalte vorA.) Sei nun{wy, ..., W} eine weitere Basis des Vek-
torraumes. Wir konnen jeden Basisvekigrals Linearkombination dej;’s schreiben:

n
Wj = Zvimij.
i=
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Dies definiert einen x n-Matrix M
M = (mj).
Die Koordinatendarstellungen eines beliebigen Vek#drsziiglich der beiden Basen
Z - X]_Vl + ...XnVn - y1W1 + ...ann

transformieren sich wie

X1 Y1

= M| ..

Xn Yn
Da umgekehrt auch die Basisvektoigdurch die Basisvektoremj ausgedriickt werden kénnen,
ist M invertierbar, also

MeGL(n,K), K=R,C,

und
n
Vj = Zwi r‘rﬂl
i=
In der Basis{Wy, ...,Wn} wird der Endomorphismu® durch eine Matrix8 beschrieben
—, n —
W — _leibij.
1=

Wir bestimmen nun den Zusammenhang Yomit B: Es gilt
n

n n n n
W= Y Vmyg — Zvlalkmkj = Z Wiy aymj,
kzl kZu: = kZu

=

und somit ist
B = M lam.

Wir betrachten nun wieder den Endomorphisriysler in der BasigVvy, ...,V } durch die Matrix
A gegeben ist. Wir kdnnen nun die Frage stellen, ob es eineBesis{W;, ...,Wn} gibt, so dal}
der Endomorphismus in dieser neuen Basis durch eine besosidéache MatrixB gegeben ist.
Eine besonders einfache Matrix ist eine Diagonalmatrix.

Definition: Einen Endomorphismus nennt ndiagonalisierbar, falls es eine Basi§Wy, ..., Wn}
gibt, so daf3 in dieser neuen Basis die Abbildung durch eiag@ialmatrix gegeben ist. In die-
sem Fall ist es unmittelbar einsichtig, daf3 diés Eigenvektoren sind. Da auch die Umkehrung
gilt, hat man folgenden Satz:
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Eine Matrix A l&f3t sich genau dann durch einen Basiswechsel auf Diagestalgbringen
D = M !AM, D DiagonalmatrixM € GL(n,K),
falls es eine Basis vovi aus Eigenvektoren voa gibt.

Die Berechnung der Eigenwerte und der Eigenvektoren tieferkonstruktives Verfahren zur
Diagonalisierung einer Matrix. Seief, ..., W, die Eigenvektoren. Dann ergeben diese Vektoren
als Spaltenvektoren betrachtet die Matix

M — (W]_,...,Wn).
Beispiel: Die Matrix
0 -1 1
A = -3 -2 3
-2 -2 3

hat hat charakteristische Polynom
Xa) = —(A=1)*(A+1).

Der Eigenraum zum Eigenwext= 1 wird von den Vektoren

1 0
01, 1
1 1
aufgespannt. Der Vektor
1
3
2

ist Eigenvektor zum Eigenwekt= —1. Somit istM gegeben durch

101 1 1 -1 1
M=|01 3], |v|—1:E -3 -1 3],
11 2 1 1 -1

und
D = M !AM=diag1,1,—1).

Wir wollen noch genauer untersuchen, unter welchen Bediggun eine Matrix diagonalisiert
werden kann. Bei der Bestimmung der Nullstellen des charakischen Polynoms kann der Fall
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auftreten, daf’ das Polynom nicht vollstandig in Lineadeda zerfallt. Dies ist zum Beispiel bei
der Matrix

0 1
A = (_1 0)7 XA()\):)\2+17
Uber dem Koérper der reellen Zahlen der Fall, da
o= 1

keine Losung irR hat.
Bemerkung: Die komplexen Zahléhsind algebraisch abgeschlossen, d.h. iibeerfallt jedes
Polynom in Linearfaktoren. Im obigen Beispiel findet man

M+l = A=i)(A+i).

Eine zweite Komplikation kann auftreten, falls das chasaktische Polynom Nullstellen mit
hoherer Multiplizitat hat. Ist die Multiplizitéat einer Niskelle grof3er als die Dimension des zu-
gehdorigen Eigenraumes, so ist die Matrix nicht diagondisie Beispiel: Die Matrix

01

hat den doppelten Eigenwert= 0. Der zugehdrige Eigenraum ist aber nur ein-dimensional:

t
(1), ten

Alist nicht diagonalisierbar. Warediagonalisierbar, so ware die zugehorige Diagonalmatex d
Nullmatrix, was zu einem Widerspruch fihrt.

Zusammenfassend erhalten wir die folgende Aussage:

Satz Eine Matrix A mit Eintragen aus dem Korpé&t ist genau dann diagonalisierbar, falls das
charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfalltgl utile Dimension des Eigenraumes zum
EigenwertA; gleich der Multiplizitat der Nullstelld; des charakteristischen Polynoms ist.

Es laRt sich zeigen, daR die Dimension der Eigenraume stées gder gleich Eins ist. Da-
her gilt im besonderen: Falls das charakteristische PofymoLinearfaktoren zerféllt und alle
Nullstellen paarweise verschieden sind, so ist die Maridiagonalisierbar.

4.10 Das Schmidt'sche Orthonormierungsverfahren

Wir betrachten einen euklidischen bzw. unitaren Vektar&uder Dimensiom, d.h einen Vek-
torraum Uber den reellen Zahlen mit einer positiv definitgmmetrischen Bilinearform (eu-
klidischer Vektorraum) bzw. einen Vektorraum Uber den kiax@n Zahlen mit eine positive
definiten Hermitischen Form. Gegeben sdidmeare unabhangige Vektordy, ..., Vk}. Diese
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Vektoren spannen einen Untervektorradfrauf (und bilden eine Basis vft). Gesucht ist nun
eine Orthonormalbasigiy, ..., ik} vonW. Unter einer Orthonormalbasis versteht man

IMi|=1, m-nj=0, far i#j.

Hierzu geht man wie folgt vor: Man setzt am Anfang

1
M = Vi

Seien nurmy, ...,Aj_1 schon konstruiert. Dann erhalt mépwie folgt: Man definiert zunachst
j—1
W = Vj— Z (Vj - 1) Fi.
i=
Durch diese Konstruktion stefatsenkrecht zu allen bisher konstruierten Vektoren:
W-ri=0, fur ie{1,2,...,j—1}.
Wir normierenw und erhalter;:

1

W]
Eine typische Anwendung fir das Schmidt'sche Orthonomamigsverfahren ist die Konstruktion
einer Orthonormalbasis fur einen Eigenraum der DimenBion1l.
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5 Analysis

5.1 Folgen

Unter einer Folg€a,) reeller Zahlen versteht man eine AbbilduNg— R. Jederm € N wird
also eina, € R zugeordnet.

Eine Folge(a,) heitkonvergent gegena € R, falls es zu jedent > O eine naturliche Zahl
N gibt, so dal3

lan—al < g Vn>N.
In diesem Fall schreibt man

ima, = a

Nn—oo

In anderen Worten liegen fir eine konvergente Folge ab elmestimmterN alle Folgenglieder
im Intervall]a—¢€,a+¢€].

Eine Folge nennt madivergent, wenn sie gegen keine reelle Zahl konvergiert. Beispiete fi
divergente Folgen sind

an = N

b — 1 ngerade
no —1 nungerade

Eine Folge heil3t nach oben (bzw. unten) beschrankt, faksnase R gibt, so daff, < ¢ (bzw.
a, > c¢) fur allen € N. Die Folge heil3t beschrankt, wenn sie nach oben und untehidest ist.
Jede konvergente Folge beschrénkt.

Bemerkung: Die Umkehrung gilt nicht, eine beschrankte Eagnicht notwendiger Weise kon-
vergent, siehe obiges Beispiel mit der Folbg).

Seien(a,) und(by) zwei konvergente Folgen mit den Grenzwerten
lim a, = a, rI]im b, =h.

n—oo

Dann sind auch die Folg€ia, +bn), (an —bn), (Aan), (anbn) konvergentX € R) und es gilt

I|m (an+by) = a+b,
rll'_rgo(an b,) = a-b,
lim (\an) = Aa,
lim (an-b,) = a-b

n—oo
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Ist weiterb # 0, so gibt es eilN € N, so dafld, # 0 fur allen > N und wir kdnnen die Folge

bn n>N
: an
| hiaLi)
nmnoo<bn)

Seien(a,) und(byn) zwei konvergente Folgen mat, < by, fur allen. Dann gilt auch

betrachten. Es gilt

ol o

lima, < lim bp.

Nn—oo n—oo

Bemerkung: Ausy, < by folgt nicht lima, < lim by, wie das Beispied, = 0 undb, = 1/n zeigt.

5.2 Reihen
Sei(an) eine Folge reeller Zahlen. Man betrachtet nun die Folge ddidlsummen

n
j=1

Als unendliche Reihe bezeichnet man nun die Folge dieséaRRammen. Man schreibt
(<] n
aj = lim Y a;j.
gl n—e gl
Eine unendliche Reihe heil3t konvergent, wenn die Folge aeiaBsummen konvergiert.
Eine unendliche Reihe heiBbsolut konvergent falls die Reihe
> lajl
j=1

konvergent ist. Wir interessieren uns nun fur Kriteriere dine Konvergenz einer unendlichen
Reihe garantieren.

Konvergenzkriterium von Cauchy: Die Reihe 3 a; konvergiert genau dann, wenn zu jedem
j=1
€ >0einN € N existiert, so dal}

n
28
j=m

< €& VYn>m>N.
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Satz Eine notwendige (aber nicht hinreichende) Bedingung féobnvergenz einer Reihe ist,
dafid
lima, = 0.

n—oo

Satz Eine Reihe y aj mit a; > 0 konvergiert genau dann, wenn die Folge der Partialsummen
j=1
beschréankt ist.

Konvergenzkriterium von Leibniz fur alternierende Reihen: Sei(a,) eine monoton fallen-
de Folge nicht-negativer Zahlen mit ey = 0. Dann konvergiert die Reihe
S (—-1)a;.

=1

Satz Eine absolut konvergente Reihe konvergiert auch im gelidien Sinne.

Majorantenkriterium : Sei 5 c; eine konvergente Reihe mit lauter nicht-negativen Glieder
=1
und(a,) eine Folge mitay| < c,. Dann konvergiert die Reihe

(o]
ai
&

absolut. Man nennfy cj eine Majorante vony a.
j=1 j=1
Quotientenkriterium : Sei 5 a; eine Reihe mig, # O fiir allenundx eine reelle Zahl @< x < 1,
j=1
so dai3

an+1
an
Dann konvergiert die Reihe absolut.

< X, Vn>N.

Cauchy-Produkt von Reihen Seien y aj und Y bj zwei absolut konvergente Reihen. Fir
j=1 j=1

n € N setzen wir
n—-1
Cn = Z aJ bn_j.
=1

(o]

Dann ist auch die Reihg c; absolut konvergent und es gilt
j=1
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Bemerkung: Die absolute Konvergenz ist wesentlich fur didtiGkeit des Satzes ! Im Allge-
meinen gilt, dal3 Umordnungen innerhalb einer Reihe nuubtlaind, falls die Reihe absolut
konvergiert.

Wir geben noch einige wichtige Reihen an:
0 Xj
expx = ZOF’
J:
n@-x - 3 K<1
—In(1—-x) = —, ¥ <1,
’

oo( y 2+l

sinx = 1) —+,

J.ZO (2 +1)!
00 1 J X2j

COSX = jZo(_ ) 2

_ o 2)+1

sinhx = J-Zoi(Zj—i—l)!’

I i

coshx = s

jZo(ZJ)!

sinh und cosh bezeichnet man als Sinus Hyperbolicus bzwnie$lyperbolicus. Mit Ausnah-
me der Reihe fur IfiL — x) konvergieren alle Reihen absolut fur alle Werte woMan sagt die
Reihen haben einen unendlich€onvergenzradius Die Reihe fur If1— x) konvergiert absolut
fur |x| < 1. Somit hat diese Reihe den Konvergenzradius 1. Man spvimteinem Konver-
genzradius, da die obigen Reihen auch definiert sind, wemndieareelle Variablex durch eine
komplexe Variable ersetzt.

Wir betrachten noch exjx):

o o 1
exp(ix) = -—!Zgoimwfz T

N go(_l)jw +i j;(_l)jm = COSX+i sinx.
Die Reihendarstellung liefert also einen einfachen Beweird-ormel:
exp(ix) = cosx-+tisinx.
Ebenso findet man

expXx = COshx+ sinhx.
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Man beachte daf} fur die Umordnung der Reihen die absolutedfgenz notwendig ist. Man
kann die trigometrischen und die hyperbolischen Funktianech durch die Exponentialfunktion
ausdrucken:

| =

COSX = % (" +e ™), sinx= (¥—e™),

>
coshx = % (e+e7™), sinhx=

NI ==

(ef—e™).

5.3 Funktionen und Stetigkeit

SeienD undW Teilmengen vorR. Unter einer reellwertigen Funktion aDf versteht man eine
Abbildung

f : D—>W,
x—y=f(x).

Man nenntD den Definitionsbereich und/ den Wertebereich der Funktion. Eine Funktibn
ordnet jedenx € D einy € W zu. Gibt es zu jederg € W genau eirx € D mity = f(x), so ist
die Funktionf umkehrbar. In diesem Fall bezeichnet man mit die Umkehrfunktion:

f~1 . W—D,
y—x=f(y).

Man sagt eine Funktion hat im Punkdelen Grenzwert, falls es mindestens eine Folgee D
mit lim x, = a gibt und es zu jedera> 0 eind; > 0 gibt, so dal}

[f(X)—c| < €& V|x—a]<d und xeD.
In diesem Fall schreibt man

)I(ana f(x) = c

Bemerkung: Es wird nicht vorausgesetzt, @af3D liegt. Diese Definition macht auch Sinn, falls
D ein offenes Intervall ist und der Grenzwert an den Integrathzen betrachtet wird.

Sei nuna € D. Man bezeichnet eine Funktion als stetig im Purktalls

lim f(x) = f(a)

X—a

gilt.
Beispiel: Wir betrachten die Heaviside-Funktion, definderrch

1, x>0,
Ok = {O x<0.
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Fur diese Funktion gil®(0) = 0, aber

xILr&@(X) = 1

Die Heaviside-Funktion ist im Punkte O nicht stetig.

Beispiele von Funktionen, die auf gaRzstetig sind, sind Polynomfunktionen, exsinx, cosx,
sinhx, cosx.

Satz: Seienf,g: D — R Funktionen, die ima stetig sind und sek € R. Dann sind auch die
Funktionen

f+9g : D—R,
Af o D—R,
f-g: D—=R

im Punktea stetig. Ist ferneg(a) # 0, so ist auch die Funktion

I - DD—=R
g

in a stetig, wobeD’ = {x € D : g(x) # 0}.

Wir definieren noch den Begriff dgyleichmalligen Stetigkeit Eine Funktionf : D — R heil3t
in D gleichmaliig stetig, falls es zu jedem- 0 eind > 0 gibt, so dal

) - fyl<e Vx=y[<d

Jede Funktion, die aud gleichmassig stetig ist, ist auch in jedem Punkte Rustetig im her-
kdommlichen Sinne. Die Umkehrung gilt jedoch nicht. Ist efnktion in jedem Punktg € D
stetig im herkdmmlichen Sinne, so genugt es flr ein vorgegese fir jeden Punkt eidy zu
finden. Diese®y darf mit x variieren. Fur die gleichméaRige Stetigkeit wird dagegeioigiert,
dafRd vonx unabhangig ist.

5.3.1 Rationale Funktionen

Seienp(x) und q(x) Polynomfunktionen. Unter einer rationalen Funktion venstman eine
Funktion

R(x) = M

q(x)

Der Definitionsbereich einer rationalen Funktion ist gegreurchD = {x € R, q(x) # 0}. Auf-
grund des obigen Satzes ist eine rationale Funktion in ilDefmitionsbereich stetig.
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Rationale Funktionen kénnen Rartialbriiche zerlegt werden. Ist

P(X) = PX" + Pr1X" " 4.+ prx-+ o,
q(X) = GmX™ + Om-1X™ 1+ ... + GuX+ O,

und ist ausserdem die Faktorisierung des Nennerpolynokabée
r .
|_| (x—xj) M ,

wobeiA; die Multiziplitat der Nullstellex; angibt (wobeir; + ... + A, = mist), so lalt sich die
rationale Funktion schreiben als

N~

R(x) = p(_;(

N

|||\/|?

;
wobeiP(x) ein Polynom vom Grad deg(x) — degq(x) ist undajx € R.

Berechnung vorP(x) und der Konstantenjx: P(x) bestimmt sich durch Polynomdivision mit
Rest. Wir betrachten als Beispiel die rationale Funktion

x4+ 3x3 - 12x2 — 3x+18
(Xx—2)2(x+2)

Fiar das Nennerpolynom haben wir
(x—2)%(x+2) = xX®—2—4x+8.
Polynomdivision mit Rest liefert

(A3 —12%-3x+18) : (-2 —4x+8) = X+5+ (2% +9x—22)/(x3—2x% —4x+8)
—(x* — 233 — 4x% + 8x)
5x3 — 8x% — 11x+ 18

—(5x3 — 10x% — 20x + 40)

22 +9x—22
Somit ist alsdP(x) = x+ 5. Flr den Rest verwendet man den Ansatz

2X2 4+ 9x — 22 aro ary ary

— 22 —4x+8 (x—2)2+x—2+x+2'
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Man bringt die rechte Seite auf den Hauptnenner

a2 n an N a1 (a11+ @p1)X? + (@12 — 4ap1)X+ (2812 — 4ay1 + 4ap1)
(Xx—2)2 x—2 x+2 X3 —2x2 —4x+8

Koeffizientenvergleich liefert ein lineares Gleichunggsyn:

aiztag = 2,
ajp—4ax; = 9,
2a;0—4a11+4axy1 = —22

dessen Losung durch
aip=1 an=4, ag1=-2
gegeben ist. Somit erhalten wir das Ergebnis

X+ 33— 12x2 —3x+18 1 4 2
(X—2)%(x+2) (x—2)2 x—2 x+2

Bemerkung: Die Koeffizienten der Partialbriiche mit der tsbeh Potenz einer Nullstelle lassen
sich einfacher bestimmen, indem man im Ansatz (rit- x;)i multipliziert und danmx = x;
setzt. In unserem Beispiel lassen siclagpunday; bestimmen:

2x2 4+ 9x — 22 9 2x2 +9x — 22 841822
a1y = ——s—(X—2) == = =7 = ==_1
(X—=2)%(x+2) =2 X+2 |2 4
2x2 1 9x — 22 2x2 1 9x — 22 8—18-22
S ) R W o7 2 NPT

5.3.2 Trigonometrische Funktionen

Neben den Winkelfunktionen Sinus und Kosinus
1 iX —ix ; 1 iX —ix
cosx= = (¥ +e ), sinx=_ (¥—e ™),
2 2
gibt es weitere trigonometrische Funktionen:

sinx

tanx = ——, Tangens
COX
COX

cotx = ——, Kotangens
sinx
1

sex = ——, Sekans
COSX
1

csex = ——, Kosekans
sinx
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Die Umkehrfunktionen werden mit arcsin, arccos, arctam,l&zeichnet:

arcsinix) = sin 1(x), Arkussinus
arcco$x) = cos 1(x), Arkuskosinus
arctarfx) = tan 1(x), Arkustangens

Diese Umkehrfunktionen lassen sich durch den Logarithmadrdicken:
: 1 /.
arcsinx) = T In <|x+ 1- x2> ,
1 .
arccogx) = i—In <x+|\/1—x2>,

1 1+i
arctarfx) = §|n<1i—:§)

5.3.3 Hyperbolische Funktionen

Neben den bereits eingefiihrten hyperbolischen Funktionen

1 _ . 1 _
coshx = 5 (e+e™), sinhx= > (ef—e™),
definiert man auch
sinhx

tanhx =

an coshx
Bemerkung: Fir sinh und cosh gilt

cosifx—sintx = 1.

Die inversen Funktionen werden als Areafunktionen bezxsth

arsinfx) = sinh 1(x), Areasinus Hyperbolicus
arcostix) = cosh(x), Areakosinus Hyperbolicus
artanix) = tanh(x), Areatangens Hyperbolicus

Diese Umkehrfunktionen lassen sich ebenfalls durch demltitignus ausdriicken:

arsinix) = In(xjL x2+1),
arcoslix) = In <x+\/x2—1),

artani{x) = %In <ii;)
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Fur den Zusammenhang zwischen den trigonometrischen iBaekt und den hyperbolischen
Funktionen gilt

sinx = Tlsinh(ix),

cosx = coshix),

tanx = Tltanh(ix),
arcsinx) = Tlarsinh(ix),
arctar{x) = Tlartanl*(ix).

5.4 Differentialrechnung
SeiD C Rundf : D — R eine Funktionf nennt man im Punkte € D differenzierbar, falls es
mindestens eine Folgé,) € D\x gibt, mitr!irgoin = x und der Grenzwert
- FE) - (¥
f'(x) = lim
(X) EI—>X E—X

existiert. Man schreibt auch

df9 d .. f(x+h)—f(x)
dx _&f(x)_rl\@o (x+h)—x

Seienf,g: D — R in x € D differenzierbare Funktionen urdde R. Dann sind auch die Funk-
tionenf +g, f-gundAf in x differenzierbar und es gilt

(f+9)' (0 = f()+g(x),
(f-9)(x) = f'(xg(x) +f(x)d(x), (Produktregel)
A (x) = Af'(x).
Dies folgt unmittelbar aus den Rechenregeln flr GrenzwenteFolgen. So ist zum Beispiel

(f-9/(x = Iim f<x+h>9<X+hh> — £(x)g(x)

Lo e Mg+ by — F(x Mg + F (- hyg(x) — F(0g(0)]

f'(x) =

- r|1iLnoh
= lim f(x+h) g(”hr)]_ 9 + lim f<x+hr)]_ ) g0
= F()g'(x) + ' (x)9(x).

Quotientenregel Ist g(x) # 0 fur allex € D, so ist auch die Funktioffi/g in x differenzierbar
und es gilt

0 PRg - f0d (9
(6) ) oxZ
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Ableitung der Umkehrfunktion : SeiD C R ein abgeschlossenes Intervdil; D — W eine
stetige, steng monotone Funktion ufid! : W — D die Umkehrfunktion. Istf im Punktx € D
differenzierbar und ist’(x) # 0, so istf = im Punkty = f(x) differenzierbar und es gilt

-1 !/ . 1 . 1
SR A ()
Kettenregel Seienf : D1 — W undg: D> — W, Funktionen mitWy C Do. Falls f im Punkte

x € D1 differenzierbar ist und) im Punktey = f(x) € D, differenzierbar ist, so ist die zusam-
mengesetzte Funktiago f : D1 — Wb in x differenzierbar und es gilt

(@of)' (0 = dg(f(x)f(x).
Ableitungen einiger Grundfunktionen:

fx)=x",  f(x)=nx""1,
fx)=¢€, f'(x)=¢€

Die Ableitung des Logarithmus erhalt man mit Hilfe der Ragigdr die Umkehrfunktionf (x) =
& f7Hy) =Iny, (f71)'(y) = 1/F'(fX(y)) = 1/exp(iny) = 1/y, also

f(x)=Inx, f'(x)==.

Die Ableitungen von Sinus und Kosinus erhalt man aus dertBlwag sin(x) = (& —eX)/(20),
cogx) = (e*+e™)/2zu

f(x) =sin(x),  f'(x) = cogXx),

f(x) =cogx), f'(x)=—sin(x).

Die Ableitung aller weiteren trigonometrischen und hymdidchen Funktionen lassen sich eben-
falls mit den obigen Regeln bestimmen:

f(x) =tanx), f'(x)= co;?L(x)’
f(x) = arcsinx), f'(x)= 1l—x2’
f(x) = arctarix), f'(x)= Tlxz’

f(x) =sinh(x),  f’(x) = coshx),

f(x) = coshx),  f'(x) =sinh(x),

f(x) =tanh(x), f'(x) = cosfl?(x)
f(x) = arsini(x), f'(x)= \/%,
f(x) = artankx),  f'(x) = 1—1x2'

45



5.4.1 Die Regeln von I'Hospital
Seienf,g: D — R zweiinxg € D stetige Funktionen mit(Xp) = g(Xo) = O. ExistiertxlirpO f'(x)/d (x),

so gilt:
f f/
lim & = |im (x)
x=% g(X x=% ¢ (X)
Beispiel:
im l1-cosx i siﬂ<_ im COSX }
x—0 X2 X 201 2

: B . B L , :
Ist XIl_)rr)z0 |f(X)| = o0 undxlr)?o |9(X)| = o und eX|S|t|ertX£rX21f (x)/d'(x), so gilt ebenfalls

/
lim m = lim )
x=% g(X x=% g (X)
Beispiel:
. Inx 3 ,
nT = J(Eno_lz = Jim(=x) =0
X X

Bemerkung: Die I'Hospitalschen Regeln gelten auchxfii— +oo.

5.5 Integralrechnung

Definition einer Treppenfunktion: Man nennt [a,b] — R Treppenfunktion, falls es eine Un-
terteilung

a=Xg<X <..<Xs=Db

gibt, so daft auf jedem offenen Intervalk;_1,x;[ konstant ist. Der Wert auf diesem Intervall sei
mit ¢ bezeichnet.

Daslntegral einer Treppenfunktion wird definiert als

b

a

Die Menge aller Treppenfunktionen auf dem Interjallb] bilden einen Vektorraum. Wir be-
zeichnen diese Vektorraum niitja, b]. Sei f : [a,b] — R eine beliebige beschrankte Funktion
undt € T[a,b]. Man schreibtf >t falls f(x) > t(x) fur allex € [a, b] gilt.
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Wir definieren nun das Ober- und Unterintegral fiir

b b
/f(x)dx _ inf{/t(x)dx;teT[a,b],t>f},
ab ab
/f(x)dx = sup{/t(x)dx;teT[a,b],t<f},

*

Definition des Riemann-Integrals: Eine beschrankte Fonkfi: [a,b] — R heil3t Riemann-
integrierbar, falls

b* b
/ f(x)dx = / f(x) dx
a a %
In diesem Fall setzt man
b b*
/f(x) dx = / f(x) dx
a a

Satz: Jede stetige Funktidn [a,b] — R ist integrierbar.
Satz: Jede monotone Funktidn [a,b] — R ist integrierbar.

Seienf,g: [a,b] — R integrierbare Funktionen uridde R. Dann sind auch die Funktiondnt-g
undA - f integrierbar und es gilt

b b b
/(f+g>(x> dx = /f(x) dx+/g(x) dx
b

/b()\f)(x) dx — )\/f(x) dx

a

Desweiteren ist auch die Funktidig integrierbar, im allgemeinen ist allerdings

/b(f-g)(X)dx # (/bf(X>dX)-(/bg(x>dx>.

a

Eine differenzierbare Funktio : | — R heiftStammfunktion einer Funktionf : | — R, falls
F'(x) = f(x).
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Eine weitere Funktioi® : | — R ist genau dann ebenfalls eine Stammfunktion, falls G eine
Konstante ist.

Man schreibt auch

Der Ausdruck auf der rechten Seite wird auch als unbestimintegral bezeichnet.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

b
/f(x)dx — F(b)—F(a).

Man schreibt auch
F(X)l3 = F(b)—F(a).

Substitutionsregel Sei f : [a,b] — W eine stetig differenzierbare Funktion ugd D, — W,
eine stetige Funktion midy C D2. Dann gilt

f(b)
Jatton eodx = [ gedx
f(a)

a

Partielle Integration: Seienf,g: [a,b] — R zwei stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

b b
[ 100g0dx = 10908~ [ 1'(xg(x) dx

Stammfunktionen einiger Grundfunktionen:

1
f(x) =x", F(x):n+1, n#-—1,
f(x)=¢€, F(x)=¢€
(=1, Fo=Inx,
f(x) =sin(x), F(x)=—cogXx),
f(x) =cogx), F(x)=sin(x),
f(x) = 1jx2’ F (x) = arctar{x)



Integrale Uber rationale Funktionen: Wir betrachten alisjidel

dx

1
| /x4+3x3—12x2—3x+18
N (x=2)%(x+2)

Im ersten Schritt zerlegt man den Integranden mit Hilfe agati®bruchzerlegung:

X+ 33— 122 —3x+18 1 4 2
(X—2)%(x+2) (x—2)2 x—2 x+2

Somit ist

1 1
dx dx
0

Wir berechnen nun die einzelnen Integrale:

1 1
1 11
/x+5 dx = 5x4 =x? =—,
2 | 2
0
1 1
/ dx B 1 1 1 1
( Cox=2, = 2 2
0

= In(x=2))[3=In1—In2=—In2,

= In(|x+2|)|(1): IN3—1In2,

o —
><Q_ ><Q_
+
I\J>< I\J><

Somit erhalten wir

= 1?1+;+4( IN2) —2(In3—In2) =6—-2In2—2In3=6—-2In6.

5.5.1 Uneigentliche Integrale

Unter einem uneigentlichen Integral versteht man ein hategpei dem eine Integrationsgrenze
unendlich ist oder bei dem der Integrand an einer Integragjeenze nicht definiert ist. Es kann
auch eine Kombination der beiden Falle auftreten.

Wir betrachten zunéchst den Fall, daf? eine Integrationggranendlich ist. Sef : [a,c0[— R
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eine Funktion, die uber jedem Intervédl A| mit a < A < o Riemann-integrierbar ist. Falls der
Grenzwert
A

/lanoo f(x) dx
a

existiert, nennt man das Integral vaibis Unendlich konvergent und man setzt
% A

/ f)dx = lim [ f(x) dx

a

N—o00
a

Analog definiert man das Integral fiir das InteryaH oo, by.

Beispiel:

N

1
=1—Ilm—=1.
1 N\—0

0 N
dx . dx 1
- = lim o= lim —
X N—o0 X N—oo X
1 1

Wir betrachten nun den Fall, daf3 der Integrand an einervaligrenze nicht definiert ist. Sei
f :]a,b] — R eine Funktion, die Uber jedem Teilinterv@l+ €, b] mit 0 < € < (b—a) Riemann-
integrierbar ist. Falls der Grenzwert

b

lim / £(x) dx
£—0+
a+e
existiert, nennt man das Integral Gibayb] konvergent und man setzt
b b
/f(x) dx = lim [ 0 dx
a ate

Analog definiert man das Integral fur den Fall in der die Fiorkian der oberen Intevallgrenze
nicht definiert ist.

Beispiel:
1

1 1
dx : dx . dx . 1 :
N g [ I, [ 20, VAl -2 i Ve =2
€ €

Allgemeiner Fall: Seif :]Ja,b[— R, ac RU{—o}, be RU{}, eine Funktion, die Uber jedem
Teilintervall [a, B] Cla,b[ Riemann-integrierbar ist und seic]a, b| beliebig. Falls die beiden
uneigentlichen Integrale

c b

C
/f(x) dx= lim [ £(x) dx /f(x) = im [ 1) dx
a a C C
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existieren, nennt man das Integral Ubeb| konvergent und man setzt

c

b b
/f(x) dx = /f(x) dx+/f(x) dx
5.6 Taylorreihen

Wir haben bereits die Reihendarstellung einiger Funknomage zum Beispiel der Exponential-
funktion, Sinus oder Kosinus kennengelernt. In diesem Abgtgeht es um die systematische
Entwicklung von Funktionen in Potenzreihen.

Taylorsche Formel: Sdic Rund f : 1 — R eine(n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion.

Dann gilt frae | undx € |

f(a)
1!

f(”)(a)
n!

f(a)
2!

£ (a)
3!

f(x) = f(a)+ (x—a)+ (x—a)2+ (x—a)3+..+ (Xx—a)"+ Ry 1(X).

Hierbei bezeichnet (" die n-te Ableitung. Fiir das Restglied gilt
1 X

Ruia(X) = H/(x—t)”f(”“) (t)dt.
' a

Eine alternative Form fiir das Restglied geht auf Lagrangécku Es gibt eirg, € [a, x|, so dafl3

(n+1)
Rt = g -a

Bemerkung: Dies ist eine Existenzaussdgist im allgemeinen schwer zu bestimmen.

In der Praxis verwendet man die ersteiferme der Taylorentwicklung, um eine Funktion zu
approximieren und vernachlassigt das Restglied. Das gklssigte Restglied liefert den Feh-
ler dieser Abschatzung.

Sei nunf : 1 — R eine beliebig of differenzierbare Funktion uack |. Wir definieren die Tay-
lorreihe einer Funktiorf um den Entwicklungspunlet

o £
Ti(x) = Zof n!(a>(x—a)”.

Bemerkungen:

1. Der Konvergenzradius der Taylorreihe ist nicht notwgne.

2. Falls die Taylorreihe vor konvergiert, konvergiert sie nicht notwendigerweise gefje

3. Die Taylorreihe konvergiert genau fur diejenigen | gegenf (x), fur die das Restglied gegen

51



Null konvergiert.

Wir geben ein Gegenbeispiel zu Punkt 2 an: Wir betrachtefayéorreihe der Funktion

(9 = {gx"(‘x—lz>’ -

im Punktea = 0. f ist beliebig oft differenzierbar und es gilt
fMo) = o.

Die Taylorreihe vonf um den Nullpunkt ist also identisch Null.

5.7 Orthogonale Polynome

Wir betrachten Polynomfunktionen auf einem Intenjallb]. Die Menge aller Polynomfunk-
tionenP : [a,b] — R bilden einen (unendlich dimensionald®)Vektorraum. Eine Basis dieses
Vektorraumes ist zum Beispiel durch die Monome

1,323, x4 ...

gegeben. Ebenso bildet eine Sequenz von Polyndsen, Pi(x), ..., wobeiP;j(x) vom Gradj
ist, eine Basis dieses Vektorraumes.

Wir wollen nun ein Skalarprodukt auf diesem Vektorraum defen. Zunachst fuhren wir den

Begriff einerGewichtsfunktion ein. Man nennt eine Funktiom: [a,b] — R eine Gewichtsfunk-
tion, falls

1. w(x) > 0O fur allex € [a,b;

2. })dxw(x) > 0;

b .
3. fdxwX)x! <o flrallej=0,1,2,....
a
Bemerkung: Es ist nicht gefordert, daf? die Gewichtsfumkéim Polynom sein muf3.

Seien nurP, (x) undPj(x) zwei Polynome. Mit Hilfe einer Gewichtsfunktion definierar nun
ein Skalarprodukt wie folgt:

b
(RP) = [ dxWRIR(P; ().
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Bemerkung: Diese Definition hdngt von der Wahl der Gewicintkfion ab !

Man nennt zwei Polynome orthogonal, falls

b
(R.P) = /dxw(x)P.(x>P,-(x> =0.

Gesucht ist nun zu einer gegebenen Gewichtsfunktion eisesBas Vektorraumes der Polyno-
me Uber{a, b, die orthogonal beziiglich des Skalarproduktes ist. In samd&/orten, gesucht ist
eine Sequenz von Polynom@g(x), P1(X), ..., wobeiPj(x) vom Gradj ist, so daf3

b
/dx WX)P(X)P,(x) =0  furi # j.

Die folgende Tabelle zeigt die Intervalle und die Gewicltgtionen der tiblichen orthogonalen
Polynome:

Intervall Gewichtsfunktion Polynome Bemerkungen
1,1 1 Legendre

[-1,1] 1/V1-x? Tschebyscheff

[-1,1] (1—x3)w1/2 Gegenbauer u>—1/2

[-1,1] (1-x)%(1+x)®  Jacobi a,p> -1

[0, oo] xde % (verallgemeinerte) Laguerrea > —1

[~w,00] &% Hermite

Die eigentlichen Laguerre-Polynome entsprectien0.

Fir die Nullstellen von orthogonalen Polynomen gilt: Diellsiellen von orthogonalen Po-
lynomen sind reell, einfach und befinden sich im Interfalb]. Seienx; < x2 < ... < Xy die
Nullstellen des PolynomB,(x), dann liegt in jedem Intervall, x1], [X1,X2], ..., [Xn—1,%n], [Xn, b]
genau eine Nullstelle des Polynoig.1(X).

5.7.1 Legendre-Polynome

Die Legendre-Polynomi&,(x) sind auf dem Intervall-1, 1] mit der Gewichtsfunktiomv(x) = 1
definiert. Sie sind wie folgt normiert:

1
2
/ AXR(IPH(X) = 5 O
1

Explizit sind die Polynome gegeben durch

o - () (%)

m=0
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wobei[n/2] die grofRte ganze Zahl kleiner oder gleiti2 bezeichnet. Rekursiv erhalt man diese
Polynome durch

Po(x) =1, Pi(X)=%,  (N+1)Pyr1(X) = (2n+ 1)XPs(X) — nRy_1(X).

Die erzeugende Funktion lautet:

Pn 7', —1<x<1, |7 <1
1- 2xz—|—z
Formel von Rodrigues:
1 d" n
M) = e U

Die Legendre-Polynome erfillen die Differentialgleicigun

(1—x2)PY(X) —2xP4(X) +n(n+1)Py(x) = O.

5.7.2 Tschebyscheff-Polynome

Die Tschebyscheff-Polynome der ersten Agtx) sind auf dem Interval[—1,1] mit der Ge-
wichtsfunktionw(x) = 1/v/1 — x? definiert. Sie sind wie folgt normiert:

Eaan‘h n#07
[ - { Br i2d

Tf5nm,

Explizit sind die Polynome gegeben durch
nl/2 (n—m—1)!

W = 3 Z m' n—2m)! (297

Rekursiv erhalt man diese Polynome durch
ToX) =1, T1(X) =X,  Tpt1(X) = 2XTa(X) — Th—1(X).
Die erzeugende Funktion lautet:

1—xz

| —1<x< |7 7l < 1.
1-—2xz+ 22 ZO n 7 | |
Formel von ROdrigueS:

(—)"(1—x®)Y2/m dn
2T (n+3) d¥

Die Tschebyscheff-Polynome erfiillen die Differentialghaing
(1—X)TV(X) —XTh(X) +nPTa(x) = O.

Tn(X) (1—x )nfl/z.
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5.7.3 Laguerre-Polynome

Die Laguerre-Polynomky(x) sind auf dem Intervall0, o] mit der Gewichtsfunktiomv(x) = e™*
definiert. Sie sind wie folgt normiert:

/dxe_xl_n (X) Lm(X) - 6nm.
0
Explizit sind die Polynome gegeben durch

L= i(—é)”‘(nfm)xm

m=0

Rekursiv erhalt man diese Polynome durch
Lo(x) =1, Li(x)=1—X%, (n+21)Lnr1(X) = ((2n+1) —X)Ln(X) — nLp—1(X).

Die erzeugende Funktion lautet:

(1—2)_1exp<£) = nioLn(x)z”, |z < 1.

Formel von Rodrigues:

e d”  nx
———(X'e

g X¢)
Die Laguerre-Polynome erfiillen die Differentialgleiclgun

Lh(X) =

XLY(X) + (L =X)L (X) +nLa(x) = O.

5.7.4 Hermite-Polynome

Die Hermite-Polynoméis(x) sind auf dem Intervall—eo, o] mit der Gewichtsfunktiomv(x) =
e definiert. Sie sind wie folgt normiert:

/ dXeiszn(X)Hm(X) — Zn\/le 6nm.

Explizit sind die Polynome gegeben durch

(n/2] n—2m
m_(2X)
Ho(x) = n!ngo(—l) mi(n—2m)1"

Rekursiv erhalt man diese Polynome durch

Ho(X) =1, Hi(X) =2%,  Hp:1(X) = 2XHn(X) — 2nHp_1(X).
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Die erzeugende Funktion lautet:

—t2+2Xt o iiHn
L n!
Formel von Rodrigues:
d" 2
Ha(X) = (—1)"e¥— e

Die Hermite-Polynome erftllen die Differentialgleichung

H/ (X) — 2xH/ (X) +2nHn(X) =
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6 Differentialgleichungen

Wir wollen nun Gleichungen betrachten, die eine unbekafutektion und deren Ableitung
enthalten. Diese Gleichungen nennt niafferentialgleichungen. Tritt nur die Ableitung nach
einer Variablen auf, spricht man von eirggwdhnlichen Differentialgleichung Hangt dagegen
die gesuchte Funktion von mehreren Variablen ab, und trdkdeitungen nach verschiedenen
Variablen auf, so spricht man von eingartiellen Differentialgleichung. Wir behandeln zu-
nachst gewohnliche Differentialgleichungen. Ein Beikfiie eine Differentialgleichung ist

f/(x) +wW?f(x) = O.
Definition: SeiD eine Teilmenge voik? und
G : D—R,
(xy) = G(xy)
eine stetige Funktion. Dann nennt man
y = G(xy)

eine Differentialgleichung erster Ordnung. Unter einer Losung versteht man eine auf einem
Intervalll C R definierte differenzierbare Funktion

f @ 1-R
mit folgenden Eigenschaften:

e Der Graph vorf ist in D enthalten, d.h.
Ne={(xy elxR:y=f(x)} cD.
e Esqgilt
f'(x) = G(x,f(x)).
Beispiel:G(x,y) = —Ay fuhrt auf die Differentialgleichung
f'(x) = —Af(x).
Bemerkung: Hangt die Funktio@ nur vonx, aber nicht vory ab, so hat man
f'(x) = G(x)

und man erhéalt eine Lésung durch Integration:
X
f(x) = c+/G(x) dx
%o
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Wir definieren noch Differentialgleichungen hoherer Ondgen: Hierzu betrachten wir zunachst
Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung umgeredann, daf3 sich Differentialglei-
chungem-ter Ordnung auf ein System varDifferentialgleichungen erster Ordnung reduzieren
lassen.

SeiD eine Teilmenge voiR x R" und
G : D—R"
(%,¥) = G(xy)
eine stetige Funktion. Dann nennt man
y' = G(xY)

ein System vonn Differentialgleichungen erster Ordnung. Unter einer Losung versteht man
eine auf einem Intervall C R definierte differenzierbare Funktion

f:1=R"
mit folgenden Eigenschaften:
e Der Graph vonf istin D enthalten.

e Esqilt
fiix) = é(x, F(x)).

G andf sind Vektoren. Schreiben wir diese in Komponenten

G1 f1
G=| ... |, f=1 ..1],
Gn fn
so ergibt sich ein System vanDifferentialgleichungen erster Ordnung:

f1(xX) = Gi1(x f1(X),..., fn(X)),

fax) = én(x, f1(x), ..., fa(X)).

Beispiel: Fim = 2 fiihrt die Abbildung
G(X,yo,)ﬁ) = ( _wzyl )
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auf das System

fox) = fu(x),
f1(x) = —wfo(X).

SeiD eine Teilmenge voiR x R" und
G : D—>R,
x¥) — G(xY)

eine stetige Funktion. Dann nennt man

v = G (x,y,y’, ...,y(”’1)>

eineDifferentialgleichungen n-ter Ordnung. Unter einer L6sung versteht man eine auf einem
Intervalll C R definierte differenzierbare Funktion

f : 1 =R

mit folgenden Eigenschaften:

e Die Menge
{(x,yo,yl,...,yn_l) el xR":yj= f(x),0< j < n}
istin D enthalten.
e Esgilt
fx) = G (x, £(x), F/(X), ..., f(“*l)(x)> .

Beispiel:é(x, y1,Y¥2) = —w?Py; fiihrt auf die Differentialgleichung zweiter Ordnung
f7(x) = —w?f(x).

6.1 Reduktion einer Differentialgleichung héherer Ordnung auf ein Sy-
stem erster Ordnung

Sei nun eine Differentialgleichungter Ordnung gegeben:

yn = G <x,y,y’, ...,y(”*l))

Far
Yo Y1
y Yn-2 |’ Yn-1 7
Yn-1 G (X7 y)
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betrachten wir das System varDifferentialgleichungen erster Ordnung:
y' = G

Ausgeschrieben in Komponenten haben wir

}/O = VY1,
y,l = y27
)/an = Yn-1,

y,nfl = é (X7y07y17 "'7y(n71)) .

Wir betrachten nun die-te Ableitung vonyp:

y(()n) = y:(Ln_l) = yg—Z) =..= YI,’]—l - é (X7 Yo, Y1, "'7y(n—1))
(n-1)

= é(x,yo,yf),...,yo )

Somit erhalt man die L6sung der Differentialgleichunter Ordnung, indem man zunachst das
zugehorige System vamDifferentialgleichungen erster Ordnung l0st. Ist diessuuiy F(x), SO

ist die erste Komponente vohLdsung der Differentialgleichung-ter Ordnung. (Die weiteren
Komponenten vorf sind die Ableitungen der ersten Komponente.)

Beispiel: Zu der Differentialgleichung zweiter Ordnung
f7(x) = —w?f(x).
gehort das System von Differentialgleichungen erster Gmgdn

fox) = fu(x),
f1(x) = —w?fo(X).

6.2 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Existenz unaldgéutigkeit von Losungen eines
Systems von Differentialgleichungen erster Ordnung. Widmw obigen Abschnitt gesehen ha-
ben, lassen sich Differentialgleichungen hoherer Ordnonmger auf ein System erster Ordnung
zurlUckfihren.

Definition: SeiD eine Teilmenge voiR x R" und

G : D—R"
(x.y) = G(x.Y)
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eine Funktion. Man sag® gentigt inD einerLipschitz-Bedingung mit der Lipschitz-Konstanten
L > 0, falls fur alle(x,y), (x,2) € D gilt

Man sagtG gentigt inD lokal einer Lipschitz-Bedingung, falls jeder Purikty) € D eine Um-
gebungU besitzt, so daf&s in DN U einer Lipschitz-Bedingung mit einer vds abhangigen

KonstanterL genugt.

Satz: SeiD offen. Ist die Funﬂktiorf;(x,y) bezuglich der Variable§ = (y1,...,yn) Stetig par-
tiell differenzierbar, so gent@s in D lokal einer Lipschitz-Bedingung.

Satz Uber di€indeutigkeit von Losungen Wir setzen voraus, daR die FunktiGhin D lokal
einer Lipschitz-Bedingung genugt. Seigfx) undg(x) zwei Lésungen der Differentialgleichung

y' = G(xY)
Uber einem Intervall C R. Gilt dann

fxo) = d(xo)
fur einxp € 1, so folgt

fo = d

fur allex e l.

Satz Uber di€xistenz von Losungenvon Picard — Lindelof: SeD offen undG : D — R" eine
stetige Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung dgh Dann gibt es zu jede(®o, o) € D
eine > 0 und eine LOsung

f: [xo—g&x+g—R"

der Differentialgleichung’ = é(x,y) mit der Anfangsbedinung

-

f(xo) = Yo

Bemerkung: Ubertragt man dies auf eine Differentialglaiwgn-ter Ordnung, so wird eine Lo-
sung eindeutig durch Anfangsbedingungef(xo), (o), ..., (" (xo) bestimmt.

6.3 Elementare Losungsmethoden

Differentialgleichung mit separierten Variablen: Seleh C R offene Intervalle und

h:l - R, k:J—R,
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zwei stetige Funktionen. Es gelte ausserdeéwm = O fur alley € J. Wir betrachten eine Diffe-
renzialgleichung erster Ordnung

y = G(xy)

Die FunktionG ist auf dem Gebidb = | x J definiert und wir nehmen an, dal die Variablen sich
trennen lassen:

G(xy) = h(x)k(y).

Sei nun(Xp, Yo) € | x J. Wir setzen
X

H(x) = /h(t)dt, K(y) = /—
X0

Es seil’ C | ein Intervall mitxo € I’ und H(l") ¢ K(J). Dann exisitiert genau eine Lésung
f: 1! — R mit
f(x0) = Yo-

Diese Losung erfillt die Beziehung

Beispiel: Wir betrachten die Differentialgleichung
y = 2xe?¥

und suchen eine Losung zu der Anfangsbedingfif@ = c. Die Variablen sind klarerweise
getrennt. Fur dieses Beispiel kdnnen wir

setzen. Wir erhalten

0
y
dt
K(y) = /;:ey—ec.
C
Somit
ef® _ef — 2



Umgeformt ergibt sich
f(x) = In(x+€).
Als zweites Beispiel betrachten wir die Differentialgleing
Yy - ¥

Gesucht ist eine Losung zu der Anfangsbedingy(y = 1. Wir haben

dy
y -
und somit liefert die Integration
—= = X+¢c
Durch Auflésen nacly erhalt man
B 1
Y = e

Die Anfangsbedingung(0) = 1 liefertc = —1, somit lautet die Lésung

1

Y= 1

Diese LOsung hat einen Pol bet= 1. Dies veranschaulicht die Bedeutung des Satzes von Picard
Lindel6f, der eine Losung lokal um den Punit= 0 garantiert: In diesem Fall erhalt man eine
Losung auf dem Interva]l- o, 1] zu der AnfangsbedingungO) = 1. Die Losung laft sich nicht
stetig Uber den Punikt= 1 hinaus fortsetzen.

Wir betrachten einen weiteren Typ von Differentialgleinigen: Sed C R ein Intervall,g: J — R
eine stetige Funktion und

D — {(x,y)eR*xR,)—{eJ}.

Wir betrachten die Differentialgleichung

y = g(y)-

X

Diese Differentialgleichung kann auf eine Differenti@ghung mit getrennten Variablen zu-
ruckgefuhrt werden. Hierzu betrachten wir die Differetgli@chung

2 = Se@-2.
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Seil C R* ein Intervall und(xo, yo) € D ein Punkt mitx € I. Eine Funktionf (x) ist genau dann
Losung der ersten Differentialgleichung zum Anfangswi€xy) = yo, falls die Funktion

Lésung der zweiten Differentialgleichung mit der Anfangdimgungf (xo) = yo,/Xo ist.

Beweis: Setzen wiz =y/x, so ist

“ o Yy N ()Y =Lgg-a.

dx X2 X X

Beispiel:

Die Substitutiorz = y/x fuhrt auf

1
also
dz B d_x
1+22 X

Mit der Anfangsbedingung(xo) = 7o = Yo/Xo findet man
X
arctarg—arctargg = In—,
Xo
also
zZ = tan(ln X +arctarzo)
% )

Die Rucksubstitutioly = xzliefert

X
y = xtan(ln—+arctar&).
X0 X0

6.4 Lineare Differentialgleichungen

Wir betrachten nun einen wichtigen Typ von Differentialgheingen. Ist die Funktios(x,y)
linear in der Variablely, so spricht man von eindinearen Differentialgleichung. Es sei ange-
merkt, daf3 nicht gefordert wird, daB(x,y) auch linear inx ist. Ebenso spricht man bei einem
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System vom Differentialgleichungen erster Ordnung von einem linadddferentialgleichungs-
system, fall$3(x, ) linear iny ist.

Wir betrachten zunéchst eine lineare Differentialgleiaperster Ordnung. D&(x,y) linear
in y ist, lasst sich diese Funktion zweier Variablen aufgrund ldeearitat mit Hilfe zweier
Funktionena(x) undb(x) wie folgt schreiben:

G(xy) = a(x)y+Db(x).

Seil ein Intervall und seiea, b : 1 — R zwei stetige Funktionen. Die lineare Differentialglei-
chung erster Ordnung lautet

Yy = axy+bx).

Man spricht von einehomogenenlinearen Differentialgleichung erster Ordnung, falls Gikei-
chung von der Form

y = axy

ist. Ist im ersten Falb(x) # 0, so spricht man auch von einer inhomogenen Gleichung.

6.4.1 L6sung der homogenen Gleichung

Wir betrachten zunachst die homogene Gleichung. Wir wesgeiter sehen, dal’ die Lésungen
der homogenen Gleichung auch eine Rolle bei der L6sung Hemogenen Gleichung spielen.

Die homogene Differentialgleichung ist eine Gleichung getrennten Variablen und man erhalt
als Losung zmu Anfangsweytxg) = ¢

X

y(X) = cexp /a(t)dt
X0

Beispiel: Die Differentialgleichung

y = 2xy

hat zum Anfangswen(0) = 1 die Lésung
X
y(x) = exp Z/t dt | =exp(x?).
0

6.4.2 LOsung der inhomogenen Gleichung

Wir betrachten nun eine inhomogene lineare Differentetdiung erster Ordnung.
y = aXy+b(x).
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Seid : | — R eine L6sung der zugehoérigen homogenen Differentialgieighd.h.

o'(x) = a(x) ¢(x).

Sei weiterd(xpg) # 0. Dann ist auchp(x) # O fur allex € |, da die Exponentialfunktion stets
positiv ist. Fur die gesuchte Losung der inhomogenen Gleighmachen wir daher den Ansatz

fX) = o0 9(x).

Nun ist

() = 0'(x) g(x) +¢(x) g'(X) = a(x) §(x) g(x) + 6 (x) g'(x).

Andererseits ist

und somit

und die Funktiorg(x) ergibt sich zu

e[

Wir fassen zusammen: Die Lésung der inhomogenen Gleiclfuaga(x)y + b(x) mit der An-
fangsbedingund (xg) = c ergibt sich zu

7 bt)
f0 = [c+ [ 22dt] o)

O = exp ( / a(t) dt)

X0

wobei

eine LOsung der zugehdrigen homogenen Differentialgleighist. Losungen der homogenen
Gleichung haben die Forgi¢(x). Bei der Losung der inhomogenen Gleichung spricht man von
der “Variation der Konstanten”, da die Konstaoteurch die Funktiomg(x) ersetzt wird.
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Beispiel: Wir betrachten die inhomogene Gleichung
y = 2Xy+x°

und suchen die Losung zur Anfangsbedindii@) = 1. Die Losungen der homogenen Gleichung
haben die Form

0(x) = cexp(x¥).

Wir machen nun den Ansatz

Firg(x) erhalt man die Differentialgleichung
g = ¥,

und somit
X
gx) = c-|—/t3e‘t2 dt.

Wir berechnen das Integral mit Hilfe der Substitut®a t2 und partieller Integration

X x2 q
3 7t2 . s _ = - _ = —S
O/te dt = 2/se ds= S(ds )ds se 2/ ds

127)(2 lfxz 1 1 1 N 32
= —= —— —=—-——=(1 .
Sx‘e € +5=5 2( +x°) e

Man erhélt als Losung der inhomogenen Gleichung

1 1 2
-5 (1+x%) + <c—|—§) e’

Wir bestimmen noch die Konstanteaus der Anfangsbedinung0) = 1:

Liferl) =1
2 2) — 7

c = 1.

f(x) = {c+%—%(1+x) Xz}e" =

Somit lautet die vollstandige L6sung



6.4.3 Systeme linearer Differentialgleichungen

Wir betrachten ein System vanlinearen Differentialgleichungen erster Ordnung. Esugtak-
massig, nicht nur reellwertige Funktionen, sondern auchdexwertige Funktionen zu betrach-
ten. Dies ist eine naheliegende Erweiterung. Ein Systermkmmplexwertigen Differentialglei-
chungen ist &quivalent zu einem System vorr@ellwertigen Differentialgleichungen, da man
eine komplexwertige Funktion immer in zwei reellwertigenktionen aufspalten kann, die den
Real- und Imagimarteil beschreiben. 8ealsoR oderC. Weiter seil C R ein Intervall. Beachte
dasl immer eine Teilmenge VoR ist. Gegeben seienf Funktionen

ajj I =K, 1<i,j<n,
X — &;j(X),

die wir in einer MatrixA(x) zusammenfassen:

a]_]_(X) alz(X) aln(x)

AX) = a1(X) ag(X) ... ax(x)

an1(X) an2(X) ... amn(x)
Weiter seiem Funktionen

b : I =K, 1<i<n,
X — bi(x),

gegeben, die wir in einem Vektdx) zusammenfassen:

b1(x)

Dann beschreibt die Gleichung
y' = AXY+b(®)

ein System vom inhomogenen linearen Differentialgleichungen. Die zuiy&gfe homogene
Gleichung lautet

y' = AXY.

Satz: Sei ein offenes Intervall und seien alle Funktiorgpundb; stetig. Dann hat die inho-
mogene Differentialgleichung auf gahgenau eine Losung zu der Anfangsbedingyipg) = C.

Bemerkung: Der Satz von Picard-Lindelof garantiert nurkeikéstenz einer Losung in der Um-
gebung eines Punktes. Die wesentliche Aussage dieses Satzes ist, dal3 eine Lasfiggn
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existiert.

Wir betrachten zunéchst wieder die homogene Gleichungb®seichnen mit die Menge aller
Lésungen} : | — K" der homogenen Gleichung

$'(0) = AXF(x).

Satz: Die Mengd. aller Losungen ist ein Vektorraum Ubkr. Der Beweis ist recht einfach:
Zunéchst ist die Mengk nicht leer, da die Nullfunktio® offensichtlich eine (triviale) Losung
der Differentialgleichung ist. Seien ngn € L undA € K. Nun ist

@+0) = '+ =AP+AD=AF+7),
) = A’ =2AG =AN).

Satz: Der Vektorraunh hat die Dimensiom. Seien$1(X), ..., $n(x) LOsungen der homogenen
Gleichung. Dann sind die folgenden drei Aussagen aquivalen

e $1(X), ...,Hn(x) sind linear unabhangig und bilden somit eine Basislvon
e Es existiert eing € |, so dal die Vektorefi1(Xp), ..., {n(X0) € K" linear unabhéngig sind.
e Firallexg € | sind die Vektorer1(Xp), ..., §n(X0) linear unabhangig.

Die wesentliche Aussage dieses Satzes besteht darin, diaf}egsen Satz von Lésungsfunktio-
nendi(x), ..., n(X) genugt, fir einen Punkg zu Uberpriufen, ob die Vektordh (xg), ..., n(Xo)
linear unabhangig sind. Damit sind dann auch automatissh dsungsfunktionen linear unab-
hangig. Der Test, ob eine Menge von Losungsfunktionen timeabhangig ist, reduziert sich
also auf ein Problem der linearen Algebra.

Wir bezeichnen eine Basis des Vektorraurheds einLdésungs-FundamentalsystemWir kon-
nen die Losungefj(x) in Spaltenform schreiben:

1 ()
bj(x) = . ], 1<j<n
Pnj(X)
Dies definiert eine Matrix
$11(%) ... d1n(X)
d(x) = :
O (X) ... dnn(X)
Mit Hilfe des vorherigen Satzes bilden die Losundaix), ..., n(x) eine Basis, falls fur einen

Punktxg € |

detd(xg) # O
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gilt. Die allgemeine Losung des homogenen Systems lal3ssinteiben als

é]S(x) = clﬁl(x) “+...+ cniﬁn(x),

also

Wir betrachten nun die inhomogene Gleichung

y' = AXY+b(),

und bezeichnen mit die Menge aller Lésungefi : | — K" der inhomogenen Gleichung. Wie
zuvor bezeichné die Menge der Losungen der zugehdrigen homogenen Gleichung

Satz: Seify € L eine Lésung der inhomogenen Gleichung. Dann gilt
L = Fo—l— L.

Man erhéalt also die allgemeine Losung der inhomogenen Rleig aus der Summe einer spe-
ziellen Losung der inhomogenen Gleichung plus der allgeereL6sung der homogenen Glei-
chung.

Man bestimmt eine spezielle Losung der inhomogenen Gleghmit Hilfe der Variation der

Konstanten: Beschreib®(x) das Fundamentalsystem der homogenen Gleichung. Fur die L6-
sung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz

Dies eingesetzt liefert

F'(0 = @500 +P(x)7' () = AX)P(X)F(x) + ()" (x) = AX)P(X)F(X) +b(x),

®(x)g'(x) = b(x).
Da detd(x) # O fiir allex € | ist, existiertd~1(x). Somit
g'(x) = @ *(x)b(x)

und

g = ¢+ / o 1()b(t) dt.



6.4.4 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung

Wir hatten schon gezeigt, dal3 sich eine Differentialglerdn-ter Ordnung immer auf ein Sy-
stem vom Differentialgleichungen erster Ordnung reduzieren |Ef3tliesem Abschnitt soll auf
speziellen Fall einer linearen Differentialgleichum¢er Ordnung ndher eingegangen werden.

Es seil C R ein Intervall undak : 1 — K (0 <k < n)undb: | — K stetige Funktionen. Wie
zuvor betrachten wir entweder reellwertige oder kompletige Funktionen. Man nennt

Yyt a1 ()Y + L+ a (XY +aoX)y = b(x)

lineare Differentialgleichung-ter Ordnung. Isb(x) = 0, so spricht man von einer homogenen
Gleichung. Das zugehorige System womifferentialgleichungen erster Ordnung ist gegeben
durch

)/o = Y1
yll = y27
}/n—z = Yn-1,
Yno1 = —an-1(X)¥n-1—... —ar(X)y1 —ao(X)yo+b(x),
also
Yo 0 1 0 .. 0 0
Y1 0 0 1 0 . 0
y= , A= , b=
Yn_2 0 0 0 1 0
Yn-1 —a(X) —a1(X) —a(X) ... —an-1(x) b(x)

Wir Ubersetzen nun die Aussagen Uber Systeme linearer&iti@lgleichungen erster Ordnung
auf die lineare Differentialgleichungter Ordnung:

Satz: SeL die Menge aller Losungen der homogenen linearen Diffesgiéichungn-ter Ord-
nung undL die Menge aller Losungen der inhomogenen Gleichung. Ddiin gi
1. L ist ein Vektorraum der Dimensiam
2. Fir ein beliebigedo(x) € L gilt
L = fo+L.

3. Einn-Tupel ¢1(x), ..., dn(X) € L von Losungen der homogenen gleichung bildet genau
dann eine Basis voh, falls fur einxg € | (und damit fur allex € 1) gilt:

¢/1(Xo) ¢/n(><o)
W(x) = det ??(XO) ?.”(XO) £ 0.
o Y x0) o o (x0)
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Man bezeichnétV(x) alsWronski-Determinante.

Beispiel: Die Differentialgleichung

1 1
/— —_— —_— ey
y 2xy v 0
besitzt auf dem Intervall =]0, o[ die Losungen

b1 =% d2(x) = VX,

wie man leicht durch Einsetzen tberprift. Die Wronski-Detieante ist

1

X X
—_ZJX
1 2\/_

W) = |4 o
X

Es istW(x) # O fur allex € I, und somit spannep und¢, den Lésungsraum auf.

6.5 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffzienten
6.5.1 Systeme von linearen Differentialgleichungen mit kustanten Koeffizienten

Wir betrachten das lineare Differentialgleichunbgsayste
y' = Ay+b(x),

onei A eine n x n-Matrix ist. “Konstante Koeffizienten” bedeutet, d&3von x unabhéngig
ist, b(x) darf dagegen vom abhangen. Wir suchen ein Fundamentalsystem fur die horeogen
Gleichung

y' o= A

eine Losung fur die inhomogene Gleichung kann dann mitegdchnik der Variation der Kon-
stanten erhalten werden.

Satz: Sew), ein Eigenvektor der MatriA zum Eigenweri. Dann ist
() = He™
eine Losung der homogenen Gleichung.

Beweis: Fur einen Eigenvektor gilt per Definitid@), = AV). Wir berechner§ ' (x):

$'(x) = v;\%(e?‘x = A\ = AV M = A ().
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Satz: Besitzt die MatriA eine Basig), , ....,Vj,, von Eigenvektoren mit den Eigenwertgq ...,
An, SO bilden die Funktionen

d(x) = VAk@kX, 1<k<n,

ein Fundamentalsystem von Lésungen der homogenen Diffelgirichung.

Beweis: Oben wurde bereits gezeigt, dal’ jede dieser Fungttieine Losung der homogenen
Gleichung ist. Es bleibt zu zeigen, dal3 diesedsungen den gesamten Losungsraum aufspan-
nen. Hierzu genligt es zu zeigen, daB die Vektoigr= 0) =V, , k= 1,...,n, linear unabhangig
sind. Nach Voraussetzung bilden dig, ..., V), eine Basis de&", sie sind daher linear unab-
hangig.

Fazit: Die Bestimmung eines Fundamentalsystems redusrtfir ein System linearer Dif-
ferentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten auf Bestimmung von Eigenwerten und
Eigenvektoren einer Matrix.

Bemerkung: Nicht immer exisiert eine Basis aus Eigenvektaler MatrixA. Eine solche Basis
existiert genau dann, werfk diagonalisierbar ist. Ein Matrix ist aber immer triagosarbar,
d.h. sie kann durch einen Basiswechsel auf eine obere Begestalt gebracht werden. Hat man
ein lineares Differentialgleichungssystem mit einer tidiagonalisierbaren Matrix, so bringt
man das System zunachst auf eine obere Dreiecksform. Maddia die letzte Gleichung und
setzt diese Losung dann in die vorletzte Gleichung ein. Bigibt eine inhomogene Differenti-
algleichung (in einer Variablen) die man mit den bekanntestidden I6sen kann. Man iteriert
nun diese Prozedur, bis alle Gleichungen geldst sind.

6.5.2 Die lineare Differentialgleichungn-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

In diesem Abschnitt betrachten wir eine lineare Differalglieichungn-ter Ordnung mit konstan-

ten Koeffizienten. Dieser Fall kommt in der Anwendung oft.\&iir diesen Typ von Differen-

tialgleichungen gibt es eine gute Losungstheorie tber demplexen Zahlen. Die Bestimmung
eines Fundamentalsystems ist wesentlich einfacher imafergzum vorherigen Abschnitt. Da-
her betrachten wir in diesem Abschnitt nur die komplexenl&ah

Es seien(n+ 1) komplexe Zahlerg; € C, (0 < i < n) gegeben. Wir betrachten die homogene
Differentialgleichung

any™ +an 1y Y+ . +ay +ay = O
Zu dieser Differentialgleichung betrachten wir das Potyno
PA)=a\"+a, A" 1+, +ah+ay € CJAL.
Satz: IstAg eine Nullstelle vorP(A), so ist

o(x) = X
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eine Losung der homogenen Differentialgleichung.

Zum Beweis betrachten wir zunachst gige Ableitung vond(x):

Tt = Ao,

Eingesetzt in die linke Seite der Differentialgleichung&t man
and™ +an 10" Y 4.+ 2’ + a0 = aAJD +an_1A] 0 + ... + arhd + aod
= (anh8+an71>\8*1+ ot al +ao> b =P(Ao)$p=0.

Die Suche nach den Losungen der homogenen Differentielglag reduziert sich daher auf die
Bestimmung der Nullstellen des Polyno®@&\).

Satz: Falls die Nullstelleny, ..., A des Polynom#$(A) paarweise verschieden sind, so bilden
die Funktionen

di(x) = X 1<i<n,

ein Fundamentalsystem fir die Lé6sungen der homogenenr&iffielgleichung.

Beweis: Wir missen Uberpriufen, dafd die Losungen linearhirapg sind. Hierzu betrachten
wir die Wronski-Determinante am Punktg= O:

1 1 Lo

A Ao .. An
WO) = [A2 A2 . A2

gt

Eine Determinante dieser Form bezeichnet man als Vandaelesche Determinante. Fir die
Vandermondesche Determinante gilt

W(0) = (-2 #0

i>]
da nach Voraussetzung alle Nullstellen paarweise verdehisind.

Wir missen noch den Fall betrachten, dal3 einige Nullstetiehrfach auftreten. Das Polynom
P(M) habe also die paarweise verschiedenen Nullstallemt Vielfachheiterv;, wobei 1<i <r
undvi+ ...+ v, = nqilt.

Satz: Die homogene lineare Differentialgleichung

d
() - o
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besitzt ein L6sungs-Fundamentalsystem aus folgendentibuek:
Gij(x) = X 1<i<r 0<j<vi-1

Beispiel: Gesucht ist ein Losungs-Fundamentalsystem dfaréntialgleichung

y' -2y +y = 0.
Das zugehoérige Polynom lautet

PA) = M—2A+1=(A-1)>.
Also ist ein Fundamentalsystem gegeben durch
{e, xe}

und die allgemeine Lésung lautet

y = (Cix+¢co)€”.

Den obigen Satz sieht man leicht ein, wenn man
d n
el | —
() v = o

(83)ie = e

betrachtet. Fij € Ny ist

und somit

(dix_x) X = j(j—1)..(j - n+1)x e

Fiir j < nist einer der Vorfaktoren Null, und somit iste®* Lésung der homogenen Differenti-
algleichung fir alle & j < n.

Die inhomogene Gleichung
any™ +an 1y Y 4. +ay +aoy = b(X).

I6st man wie Ublich, indem man zuerst die allgemeine Lésusrghdmogenen Gleichung be-
stimmt. Man fuhrt dann die Differentialgleichumegter Ordnung auf ein System varGleichun-
gen erster Ordnung zurlckfuhrt und bestimmt hierfur einezigle Losung. Die allgemeine
Lésung ist dann gegeben als die Summe einer speziellen gaminhomogenen Gleichung
plus die allgemeine Losung der homogenen Gleichung.
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Fur den speziellen Fall, dal3 der inhomogene Term von der Form
b(x) = ce*
ist, wobeik keine Nullstelle des zur homogenen Gleichung assozierten PolgiRgA) ist, d.h.
P(k) # 0,
gibt es ein vereinfachtes Verfahren: Die Funktion
C X

f(x) = %e"

ist einespezielle Losung der inhomogenen Gleichung.

6.5.3 Der harmonische Oszillator
Gesucht ist eine reellwertige Funktigft) die folgende Differentialgleichung erfullt:

2

d d
gt Mgt WEX = ACOS(ext)

In der Physik ist es Ublich, Ableitungen nach der Zeit mieemPunkt zu kennzeichnen:

X(t) = %x(t).

Somit schreibt man die obige Gleichug auch oft als
%+ 20K+ wdX = ACOS(Wextt)

wy ist die Eigenfrequenz des harmonischen Oszillators, den peoportional zytbeschreibt die
Dampfung, die rechte Seite eine aul3ere treibende Kraftk§vinenu > 0 undwg > 0 annehmen.

Es ist einfacher, zunéachst eine komplexwertige Funk#@h zu suchen, die die Differential-
gleichung

74207+ Wiz = Ad¥ert
erfullt, und dann den Realteil zu nehmen:
X(t) = Rezt).
Wir betrachten zunéchst die homogene Gleichung:

242+ wiz = 0.
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Das zugehoérige Polynom lautet
PA) = MN4+2uA+uj.

Wir bestimmen die Nullstellen voR. Hierzu betrachten wir die Fallg? < w3, 2 = wg und
2 > wp getrennt.

1. Fall: 2 < 3. Dieser Fall beschreibt eine kleine Dampfung.

AN = —ptiy/p - =—ptio,
W = /-2

gesetzt haben. Wir erhalten somit das Losungsfundamgsteis

wobei wir

b1(t) =e MY ot) = e He W

und die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautéesem Fall
b(t) = cre MW e Hlei@
2. Fall: @2 = 3. In diesem Fall erhalten wir eine doppelte Nullstelle
A= —u=-w.
Das Loésungsfundamentalsystem lautet
brt) =M, g(t) =te M,
und die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautiesem Fall
o(t) = creM4cpte™™

Den Fallp? = 03(2) bezeichnet man als aperiodischen Grenzfall.

3. Fall:p2 > . In diesem Fall erhalten wir reelle Nullstellen

A= —pE /2wl

Beide Nullstellen sind negativ. Wir setzen
W=H+ /2 —f,  He=H—/ -
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Das Losungsfundamentalsystem lautet
0u(t) =e ™M, da(t) =&+,
und die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung lautiesem Fall
o(t) = cre M4 et

Den Fallp? > w? bezeichnet man als Kriechfall.

Wir betrachten nun den Fall einer schwachen Dampfung mérehil3eren treibenden Kratft,
d.h. fiirp? < w3 die inhomogene Differentialgleichung

F42uz+wiz = AdWed

Wir kdnnen annehmen, daBy; reell und positiv ist. Wie bereits oben gezeigt, ist das RAand
mentalsystem der homogenen Gleichung gegeben durch

du(t) = e HdE, g(t) e M, o= /wf— 42

Furu > 0 haben wir immer

somit ist(iwey) keine Nullstelle vorP(A) und eine spezielle Lésung der inhomogenen Differen-
tialgleichung ist

_ A et _ A ot _ 90— Woxt — 2H0ext g
fo(t) = . = . gt — A 5 e
P (i0dext) W§ — Wey + 2iM0ext (008 — Whyt) ” + AH20Ey
Die allgemeine L6sung der inhomogenen Gleichung ist somit
e, — 2i .
Z(t) _ (*)(2) ext — lHWext emoextt + Clefutemx 4+ Czefutefloot

(u% Br)” + AP0

Es bleibt noch der Spezialfgli= 0 undw = wy = wex ZU diskutieren. Man bezeichnet diesen
Fall als Resonanzfall. Dies entspricht der Differentiaigthung

7+w’z = Ad“
Das Fundamentalsystem der homogenen Gleichung ist
01(t) =€, Po(t) =7

Wir schreiben die Differentialgleichung zweiter Ordnumg auf ein System zweier Gleichungen

erster Ordnung:
Y _ (0 1\(2), (0
Z1 N —w? 0 21 Adwt |-
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Das Loésungsfundamentalsystem fur dieses System lautet

e = (if;‘*‘ _ie(;dm)

Das Inverse dieser Matrix lautet
o) = oo e gu

Wir berechnen nun

O/tcbl(t”)B(f)df = Zin/tdf< _—Ilcfe'_;f _S;iuf ) < Agﬂf)

- 2’2)/ (gt ) A gy o))

Damit ergibt sich eine spezielle Losung zu

zit'(.ot i1 :t i 1&1. )
—I
Qte' +—4“e ——4::6'

t
o(t) / o 1 HBE)df = A(
0

Wir bendtigen die erste Komponente dieses Vektors, auliekdanen wir Terme, die nur Line-
arkombinationen der homogenen Ldsungen sind, zur Bestilgrder speziellen $oung weg-
lassen. Wir erhalten also

f(t) = —%)Até‘*‘

als eine spezielle Lésung der inhomogenen Differentiagleng. Die allgemeine Lésung im
Resonanzfall ist somit

P . .
z(t) = —Z)Até‘*‘-i—cle"*‘-i—cze"‘*‘.

Die Amplitude des ersten Terms wachst linear inab.

6.6 Exakte Differentialgleichungen und integrierende Fakoren

Eine gewdhnliche Differentialgleichung der Form

a(x,y)—i—b(x,y))/ =0

nennt marexakt, falls es eine stetig differenzierbare Funkti(x,y) gibt, so daf

a(x7y) = W?
bixy) = T



ist. Ist die FunktiorF (x,y) bekannt, so erhélt man eine Losung der Differentialgleichdurch
Auflésen der impliziten Gelichung

F(xy) = ¢

nachy, wobeic eine Integrationskonstante ist. Es a3t sich zeigen, da® EunktionF (x,y)
genau dann existiert, falls

k) = 5 bicy)
ist.
Beispiel: Wir betrachten die Differentialgleichung
Htany+x3 (1 +tarfy)y = 0.
Diese Differentialgleichung ist exakt, die Funktibiix, y) lautet
F(xy) = xtany,

wie man leicht durch Nachrechnen Uberpruft:
EF(x ) = 3%°tan
ax 7y - y?

0
a/F(x,y) = x*(1+tarfy).

Somit mussen wir die Gleichung
xXCtany = ¢
I6sen. Dies ergibt
c
y = arctan(;).
Gilt fuir eine Differentialgleichung
a(xy)+b(xy)y = 0
0 0
@a(X,Y) 7é a_Xb<X,y),

so ist sie nicht exakt. Findet man aber eine Funképqy) # 0, so dal3

9 0
5 (@YX = 3 By,
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gilt, so ist die Differentialgleichung

a(x,y)c(x,y)—|—b(x,y)c(x,y)y’ =0

exakt. Da nach Voraussetzuog,y) # O fur allex undy ist, so ist eine Lésung dieser Differen-
tialgleichung auch eine Losung der urspringlichen Gleacghund umgekehrt. Man bezeichnet
die Funktionc(x,y) als integrierenden Faktor.

Beispiel: Wir betrachten fix > O die Differentialgleichung
3tany+x(1+tarfy)y = O.

Diese Differentialgleiching ist nicht exakt, da

0 0
a/(3tany):3(1+tanzy) £ (1+tanzy):®x(l+tanzy).

Allerdings ist die Funktion

cxy) = X

ein integrierender Faktor (und ungleich Null > 0). Multiplikation mitc(x,y) = x? ergibt die
exakte Differentialgleichung

3tany+x3 (1+tarfy)y = O,

deren Losung wir schon oben betrachtet haben.
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7 Die Eulersche Gamma-Funktion

In diesem Abschnitt behandeln wir die Eulersche Gamma-fiamk

Definition: Seix > 0. Man definiert die Eulersche Gamma-Funktion durch dasgemgiche
Integral

rx = / -l tdt,
0

Diese Funktion hat die Eigenschaft, daf3

N(n+1) = n! furalleneN,
Fx+1) = xr(x) farallex>0.

Die zweite Behauptung beweisen wir mit partieller Integmat

b b )
rx+1) = lim [tetdt= lim —te'®+ lim x / - letdt = x / - letdt
a—0,b—co a—0,b—e a  a-0b-w ,

a a

= xM(x).

UmT (n+1) =n! zu zeigen, genligt es nun, da die Funktionalgleichung tsdveiviesen wurde,
(1) =1 zu zeigen.
b
ry = lim [etdt=— Im e'°=1

a—0,b—c a—0,b—co
a

Die Eulersche Gamma-Funktion &3t sich auch axiomatis€imideen. Hierzu betrachten wir
zunachst den Begriff “logarithmisch konvex”. SeiC R ein Intervall und bezeichnR’ alle
Zahlenx € R mit x > 0. Wir betrachten eine Funktidf : | — R’ . Die FunktionF nennt man
logarithmisch konvex, falls die Funktion I : | — R konvex ist. Ubersetzt bedeutet dies, dafd
furallex,y el und 0< A < 1 gilt:

FWX+(1=Ny) < FOMFy)™,
Satz von H. Bohr: Sdf : R — R eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften:
1. F(1) =1,
2. F(x+1) =xF(x) fur allex € R%,

3. F ist logarithmisch konvex.

82



Dann giltF (x) = ' (x) fur allex € R7..

Es laRt sich zeigen, dal sich die Eulersche Gamma-Funktiio@ #ortsetzen lalt. Als Funk-
tion aufC hatl"(z) Pole entlang der negativen reellen AchsesdeiO, -1,-2, -3, ....

Oft bendtigt man die Taylorentwicklung der Gamma-Funktion einen ganzzahligen Wert.
Diese Entwicklung enthélt man aus der Funktionalgleichifpgt+ 1) = xI' (x) indem man die

Entwicklung umx = n, n € N auf eine Einwicklung unm = 1 zurickfihrt. Die Entwicklung um
x =1 gewinnt man aus der Formel

M14x) = exp(—yEx+ i(_nl)nlnx”>.

Hierin istye die Eulersche Konstante definiert durch

. n1
Ve = lim (Z —.—Inn) = 0.5772156649.

n—oo = J
und{, der Wert der Riemannschen Zetafunktion an der SgeHen.
=1
2
Bemerkung: Die Riemannsche Zetafunktion istgiir 1 definiert durch

-2

Diese Funktion laf3t sich add fortsetzen. Die Lage der Nullstellen dieser Funktion istuaige-
|6stes Problem der Mathematik.

m||_‘

Wir betrachten noch die Eulersche Beta-Funktion. Sie iBheet fir x > 0 undy > 0 durch

/ 1+t x+y
0

Durch Variablensubstitution I&R3t sich dieses Integralechmsiben auf

1
/tx 1 —t)y-1dt.
0

Die Eulersche Beta-Funktion 14t sich durch Eulersche Gashonktionen ausdricken:

rerey)

B(xY) F(x+y)’
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Wir betrachten noch eine Anwendung der Eulerschen Gammaétién. Wir betrachten zwei
Fogen(a,) und (by) deren Folgenglieder alle ungleich Null sind. Wir bezeiahdése Folgen
alsasymptotisch gleich falls

im2 — 1

n—oo n

gilt. In diesem Fall schreiben wir

an ~ bn.

Bemerkung: Es wird nicht vorausgesetzt, dal3 die Folgendwweren.

Satz (Stirling): Die Fakultat hat das asymptotische Vedmal

o~ m(g)
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8 Asymptotisches Verhalten

Im letzten Abschnitt hatten wir bereits asymptotisch diei¢-olgen betrachtet. In diesem Ab-
schnitt wollen wir dies noch etwas vertiefen. Wir betrachtias Verhalten zweier Funktionen
f(x) und g(x) in der Umgebung eines Punktrs= xo. Wir sind im wesentlichen an dem Fall
interessiert, in dem beide Funktionen an diesem Punktegiaren. Wir betrachten daher den
Grenzwertx — Xg. Der Fallx — 4o ist ein Spezialfall mitxg = 4. Wir sagen, die beiden

Funktionen haben an diesem Punkte das gleiche asymp®d&chalten, falls

gilt. Wir schreiben in diesem Fall
f(x) ~ g(x) furx— xo.

Bemerkung: Sind beide Funktionen an der Stelexy endlich und haben sie den gleichen Wert
f(Xo) = g(Xo0), so haben sie natlrlich auch trivialerweise das gleichmpasgytische Verhalten an
dieser Stelle.

Wir fihren noch die Notation mit einem grof3énund einem kleinew ein. Falls

gilt, so schreibt man
f(x) = o(g(x)) fur x— xo.
Gibt es eine Konstante€, so dal

09l _

lim
x=Xo |g(X)|

gilt, so schreibt man
f(x) =0(g(x)) furx— Xo.

Bemerkung: Die Relationer undo implizieren die Relatior.

Die formale Reihe

éofj (%)

nennt man einasymptotische Entwicklungder Funktionf (x) um den Punkkg falls fur jedes
n firx — Xo

n

fx)— S f(x) = o(fs
(%) ]ZQJ(X) 0(fn(x))
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gilt. Dies bedeutet
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9 Fehlerrechnung

Wir betrachten den Fall, dal3 eine Person A eine bestimmtBeése&perimentell mift. Sie fuhrt
diese Messung ofters durch. Aufgrund der experimentelleBlhgenauigkeit ergeben sich leicht
unterschiedliche Werte. Zum Beispiel:

MeRreihe 1:
Messungjl 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Ergebnis| 26 23 25 23 26 24 22 23 24 25 26 28 27

Wir definieren den Mittelwert einer Mel3reihe mitMel3punkten als

_ 12
X = = Xj.
93
Fir die obige Mel3reihe ergibt sich
X = 248

Wir betrachten nun weiter den Fall, daf eine Person B dieltggebrof3e experimentell bestimmit.
Person B verwendet allerdings eine schlechtere MeRapparad fihrt weniger Messungen
durch. Person B erhalt die folgenden Mel3werte:

MelRreihe 2:
Messungl 2 3 4

Ergebnis| 0.3 52 31 14
Der Mittelwert ergibt sich zu
X = 248

Im zweiten Fall streuen die einzelnen Messungen wesergtitker als im ersten Fall. Es ist
daher offensichtlich, dal3 das Ergebnis von Person A vemsauédiger als das Ergebnis von
Person B ist. Wir wollen nun diese Aussage quantitativ maaled suchen ein Malf3 fur die
Streuung der Mel3punkte.

Wir beginnen mit einigen Definitionen:

Q : Ergebnismenge eines Zufallsexperiments
Zufallsfunktion : FunktionX: Q — R,

Wahrscheinlichkeitsfunktion einer ZufallsgroRe

W:x — P(oX(w)=x).
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Erwartungswert einer Zufallsgréf3e: Nimmt die Zufallsgro3eX die Wertexy, X2, ..., X, @n, so
bezeichnet man mit

uX) = inW(Xj)
=

den Erwartungswert VoK.

Satz: Entsprechen die einzelnen Messungen einzelnen &mgiglen Realisierungen eines Zu-
fallsexperiments, so ist der Mittelwertkine Schéatzung fiu(X).

Die Varianz einer Zufallsgrol3e ist definiert durch
A 2
Var(X) = 5 (Xj—H) " W(x;).
=1

Die Standardabweichung einer Zufallsgrof3e ist definienttau

o(X) = +/Var(X).
Kennen wir den Erwartungswauteiner Zufallsgrof3e und macherMessungel;, so ist
n
2
> (xi—w
=1

eine Schatzfunktion fir die Varianz.

Im allgemeinen ispu aber nicht bekannt und man verwendedls Schatzung fip. In diesem
Fall ist

§ = L5 (4%’
- on-1 jZl J
eine Schatzfunktion fur die Varianz der Zufallsgroe

Satze Uber die Varianz: Seie R und seienXz, Xo, ..., Xy unabhangige ZufallsgréRen. Dann
gilt:
Var(cX) = c?Var(X),
Var(X1+Xo+...+Xn) = Var(Xp)+Var(Xz) + ... +Var(Xy) .
Insbesondere gilt

1 1 1
var H(X+X+'“+X) = F(Var(X)+Var(X)+...+Var(X)):ﬁVar(X).

~
nmal
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Varianz des Mittelwertes: Es interessiert in erster Linie nicht die Varianz der einge Mes-
sungen VaiX), sondern die Varianz des Mittelwertes Y&). Bei n Messungen gilt:

Var(X) = %Var(x).

Somit erhalt man als Schatzung fur die Varianz des Mitteteger

n

§ = 1= oy 2,009

=

Fur die Standardabweichung erhalt man

1 n
ox = \/n(n—l) j;(x,-_i)z.

Somit findet man fur die beiden oben aufgefuihrten Mel3reihen:

MeRreihe1l: oy = 0.05
Melreine2: oy =1.07.

Es ist Giblich mit dem Mittelwert auch immer die Standardaioiweng anzugeben, also

MelRreihe1: x=2.48+40.05,
MeRreihe2: x=2.4841.07.

Zur Interpretation der Standardabweichung betrachterzuigchst kontinuierliche Zufallsgro-

Ren. Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktip(x) fur eine kontinuierliche ZufallsgréRe beschreibt

Pla<X<b) = p(x) dx.

P ~—c

Definition: Man nennt eine kontinuierliche ZufallsgroBRermalverteilt, falls sie die Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion

11 1(x—p)?
p(x) = EEGXF{—Q%)

besitzt. Der Erwartungswert dieser normalverteilten Esdao3e isty, die Standardabweichung
ist . Fur eine normalverteilte Zufallsgré(3e gilt:

P(u—o<X<p+0) =~ 6827%
P(p—20 < X < p+20) 95.45%
P(U—30 <X <u+30) ~ 99.73%

Q
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9.1 Fehlerfortpflanzung

Problemstellung: Gesucht wird eine GrofRe- f(x,y) die von zwei weiteren GroReaundy
abhangt. Die Funktiori wird als bekannt vorausgesetzt, die GroRemdy werden durch eine
Messung mit Fehlerr+ Ax undy + Ay bestimmt. Gesucht ist nun der Fehler fir die GréRe

Fir die Gro3ef beginnen wir mit der Taylorentwicklung:

6f(x,y)AX+0f(x,y)Ay+w

f(x+Axy+4y) = f(xy)+ I 3y

Wir nehmen an, daf? wimn Messungen fur die GrolRenundy haben, die einzelnen MelR3werte
seien mitx; undy; bezeichnet. Somit haben wir auntErgebnisse furf. Flr die Abweichung
eines Einzelergebnisses vom Mittelwert gilt fur kleine Abghungen

~  of of
fi—f = &-(xj—@+a—y-(yj—>7)+...

Somit gilt fur die Varianz:

n —

ot = Jm o3 (-1’

ED 2(0f)* 2 (0f)? a1\ (of
- maj;[(xl'—@ (5) +0r-9°(55) +205-90:-9 (3) (a—y)]
Wir definieren digKovarianz als

1 n

COV(X7 y) = ny: r!moﬁ Z (X] _)Z) (y] _y)
=1

9f\?2 af\?2 af\ /of
2 v 2 v 2 i v
o = <0X) 0X+<0y) 0y+2<0><> <6y>cxy'

Fallsx undy unkorreliert sind, giloxy = 0 und somit

af\? af\?2
2 2 2
Of = (_aX) OX+(—ay) Oy,
af\? af\?
_ s 2 i 2
o \/<0X) OX+<6y) Gy'

Wir betrachten nun einige Beispiele fur diese Formel:

Somit haben wir

bzw.
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1. f =x+Yy. In diesem Fall haben wir

of = 4/0%+0%,

man sagt, die (absoluten) Fehler addieren sich quadraf$iclk = 15+ 3 undy =17+4
ergibt sich alsd = 32+ 5.

2. f =x-y. In diesem Fall findet man

o = 4/Y202+x202,
T ()

Bei einem Produkt addieren sich die relativen Fehler quedta

oder anders geschrieben

3. f =x—y. Hier findet man wie bei einer Summe

of = 4/0%+0%.

4. f = ;-‘, In diesem Fall findet man

o 102+X202
f = — — 0%.
VLRV

Schreibt man dies mit Hilfe der relativen Fehler erhalt mam beim Produkt
Of \/ Oy 2 <0y)2
T
f X y
5. Zum Abschluss betrachten wir noth= x2y?. Man erhalt

or = /(@) 03+ (bey1)?a3

Auch hier empfiehlt es sich wieder, die Formel in relativehlEezu schreiben:
or _ a2(0X>2+b2 o\ "
f o X y )
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Wir hatten zuvor den Fall betrachtet, dal3 eine GroRe dureh Edel3reihen experimentell be-
stimmt wird:

MelRreihe1: x=2.48+40.05,
MeRreihe2: x=2.4841.07.

Es stellt sich nun die Frage, wie man diese Ergebnisse raitder kombiniert. Etwas allgemei-
ner seien fur eine Gréfden Messungerx; mit Fehlerno; gegeben. Dann setzt man

1 1 1
2R+ Xt + 52X 1
1 2 n
S i i Y 1

Fir das Beispiel hat man
X1 =248 01 =0.05
Xo = 2.48, o, =1.07.
Man findet somit

Xx=248,  0=0.04995

Die zweite Mel3reihe liefert keinen wesentlichen Beitrag\&rbesserung des Fehlers.

9.2 Fitten von Parametern

Wir betrachten die Situation, in dem in einem Experimenedirel3kurve bestimmt wird, d.h. zu

n bekannten Wertery,... X, werden die Me3punktg, + 01,... yn = 0, mit den Fehlerroy,... 0y
bestimmt. Wir nehmen an, dal digslessungen unabhangig sind. Man sucht nun eine Funktion
y = f(x), die diese Melreihe moglichst gut beschreibt. Da diese ttamkicht bekannt ist,
verwendet man einen Ansatz fur diese Funktion mit freiemfaterm, ...,q;:

y = f(xa).
Nun bildet man die GroRg? wie folgt:
2
n .
2 (yj f(XJ,G))
a) =
X“(a) j; o?

Offensichtlich nimmty? Werte zwischen 0 und Unendlich an. Die Werte wordie die GroRe
X2 minimieren, bezeichnet man als den besten Fit.

92



