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2 Spezielle Relativititstheorie

2.1 Postulate

Inertialsystem: Bezugssystem, in dem sich ein Korper, der keinen dueren unterliegt, mit kon-
stanter Geschwindigkeit bewegt.

Verschiedene Inertialsysteme bewegen sich relativ zueinander mit geradlinig-gleichformiger Ge-
schwindigkeit.

Relativititsprinzip: Naturgesetze gelten in jedem Inertialsystem in gleicher Form.

Prinzip einer endlichen Signalgeschwindigkeit (Maximalgeschwindigkeit der Wirkungsausbrei-
tung).

Die Signalgeschwindigkeit ist in jedem Inertialsystem gleich, und gleich der Lichtgeschwin-
digkeit

c = 2.99792-10%m/s.

Grenzfall der klassischen Mechanik: ¢ — oo. In der klassischen Mechanik gilt das Galileische
Relativititsprinzip: Rdumliche Beziehungen hingen vom Bezugssystem ab. Die Zeit wird aller-
dings als absolut betrachtet.

In der speziellen Relativititstheorie ist die Zeit keine absolute Grofle mehr. Beispiel: Zwei Inter-
tialsysteme K und K’, wobei sich K relativ zu K’ nach rechts relativ der Achsen x und x’ bewege.
Von irgendeinem Punkt A aud der x-Achse werden Signale in zwei entgegengesetzte Richtungen
ausgesandt. Da die Signalgeschwindigkeit im System K in beiden Richtungen gleich c ist, wer-
den, gemessen im System K, die von A aus in gleicher Entfernung befindlichen Punkte B und C
von den Signalen in gleicher Zeit erreicht. Diese beiden Ereignisse der Ankunft der Signale ist
fiir einen Beobachter im System K’ aber keineswegs gleichzeitig.

2.2 Abstand, Metrik und Vierervektoren

Ereignis charakterisiert durch den Ort, an dem es stattfindet, und durch den Zeitpunkt, an dem
es geschieht. Ein Ereignis ist also durch drei Ortskoordinaten und einer Zeitkoordinate in einem
vier-dimensionalen Raum gegeben.

Betrachte wieder die Bezugssysteme K und K’: Betrachte ein erstes Ereignis, das darin besteht
daB vom Punkt (x1,y;,z1) zur Zeit t; ein Lichtsignal ausgesandt wird. Dieses Signal trifft zur Zeit
t, am Punkt (x2,y2,22) ein (Ereignis 2). Da sich das Signal mit Geschwindigkeit ¢ ausbreitet, hat
es die Entfernung

C(tz—ﬁ)

6



zuriickgelegt. Anderseits ist die Entfernung natiirlich

\/(xl —x2)?+ (1 —y2)?+ (21 —22)?
Daher gilt:
Flta—1)—(x1—x)? =1 —»n)—(z1—2)* = 0.

In K’ seien die Koordinaten des ersten Ereignisses x,y},2},#] und die des zweiten Ereignisses
Xh, 5,25, 15. Wegen der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit gilt auch in diesem System

At —17)° = () —x0)° = 0 —2h) = (1 =) = .

Definition: Sind x,y1,z1,#; und x,y2,22,t die Koordinaten von zwei beliebigen Ereignissen, so
heif3t die Grofie

sl = \/cz(tz —11)2 = (x1 —=x2)?2 = (y1 = »2)* — (21 — 22)?

der Abstand zwischen diesen beiden Ereignissen.

Aus der Invarianz der Lichtgeschwindigkeit folgt: Verschwindet der Abstand zwischen zwei Er-
eignissen in einem Bezugssystem, so auch in allen anderen.

Allgemeiner gilt: Der Abstand zwischen zwei Ereignissen ist in allen Bezugssytemen gleich.
Beweis: Sind zwei Ereignisse infinitessimal benachbart, so ist der Abstand

ds®* = c*di* —dx® —dy? —dZ*.

Gilt ds = 0 in einem Inertialsystem, so verschwindet ds’ in einem anderen System ebenfalls. ds
und ds’ sind infinitessimale GroRen gleicher Ordnung. Aus diesen beiden Umstiinden folgt, daB
sie zueinander proportional sein miissen:

ds* = ads*

Die Proportionalitdtskonstante a kann nicht von den Raum- und Zeitkoordinaten abhéingen, da
dies der Homogenitit von Raum und Zeit widersprechen wiirde. a kann auch nicht von der Rich-
tung der Relativgeschwindigkeit anhéngen, da dies im Widerspruch zur Isotropie des Raumes
stehen wiirde. Daher kann a nur vom Betrag der Relativgeschwindigkeit der beiden Inertialsy-
steme abhdngen. Betrache die Bezugsysteme K, K| und K. Sei V| die Geschwindigkeit von K
relativ zu K, v, die Geschwindigkeit von K relativ zu K und v, die Geschwindigkeit von K,
relativ zu K;. Dann gilt

ds®> =a(v1)ds?, ds*=a(vy)ds3, dsi=a(vi2)ds,

und daher




Nun hidngt vy auch vom Winkel zwischen V| und v, ab, die linke Seite dagegen nicht. Daher
mubB a(v) gleich einer Konstanten sein, die wie aus derselben Gleichung folg, gleich 1 sein muB.
Daher

ds* = ds'z,

und aus der Gleichheit infinitesimaler Abstdnde folgt auch die endlicher Abstinde:

52, >0 zeitartiger Abstand;
es gibt ein Bezugssystem, in dem die Ereignisse 1 und 2 am gleiche Ort stattfinden.

s%z < 0 raumartiger Abstand;
es gibt ein Bezugssystem, in dem die Ereignisse 1 und 2 gleichzeitig stattfinden.

52, =0 lichtartiger Abstand;
Lichtkegel

Zwei Ereignisse konnen miteinander nur dann kausal verbunden sein, wenn der Abstand zwi-
schen ihnen > 0 ist. Dies folgt unmittelbar daraus, daf sich keine Wirkung mit einer Geschwin-
digkeit ausbreiten kann, die groBer als die des Lichtes ist.

Vierervektoren: Die Koordinaten (ct,x,y,z) eines Ereignisses konnen als Komponenten eines
Vektors in einem vier-dimensionalen Raum betrachtet werden.

X =ct, x =x, X" =y, X =2z
M= (xo,xl,xz,x3),
= (%%).

Wir verwenden griechische Indices u,V, ..., die die Werte 0,1,2,3 annehmen, um die Kompo-
nenten eines Vierervektors zu bezeichnen. Lateinische Indizes i, j, ... werden verwendet, um die
Komponenten eines rdumlichen Dreiervektors zu bezeichnen. Sie nehmen die Werte 1,2, 3 an.

Der Abstand zweier Ereignisse x, und x;, ist:
0 0\2 1 1\2 2 2\2 3 .3\2
Sab = (xa_xb) - (xa_xb) - (xa_xb) - (xa_xb) :

Wir definieren den metrischen Tensor g,y durch

1 0 0 0
o -1 0 o
S = o 0 -1 o0
00 0 -1



Der Abstand 148t sich dann schreiben als:

3

3
s = X X & (Ko —xp) (v =)

u=0v=0

Einsteinsche Summenkonvention: Solche Summen werden iiblicherweise unter Fortlassung des
Summenzeichens geschrieben. Allgemein soll die Regel gelten, daf} iiber Indizes, die paarweise
auftreten, summiert wird, das Summationszeichen aber nicht aufgeschrieben wird. Dabei muf} in
jedem Paar der eine Index oben stehen, der andere unten stehen.
Also:
v

Sab = 8uv (xa _xb)'u (xa _xb) .
Wir nennen einen Vierervektor x* mit einem oberen Index einen kontravarianten Vektor, ein
Vierervektor x;, mit einem unteren Index wird kovarianter Vektor genannt. Der Zusammenhang
zwischen ko- und kontra-varianten Vektoren ist durch

Xy = &uX'
gegeben. Somit 146t sich der Abstand auch schreiben als
Sab = (Xa—xp), (Xa —xp)" = (xa —x)" (xa —xp),,.-

Bemerkung: Die durch die quadratische Form g,y = diag(1,—1,—1,—1) definierte Geometrie
ist keine euklidische Geometrie. Man nennt sie pseudoeuklidische Geometrie. Der spezielle Fall
eines vierdimensionalen Raumes mit der Metrik diag(1,—1,—1,—1) wird auch als Minkowski-
Raum bezeichnet.



Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Relativititsprinzip: Naturgesetze gelten in jedem Inertialsystem in gleicher Form.

Prinzip einer endlichen Signalgeschwindigkeit (Maximalgeschwindigkeit der Wirkungsausbrei-
tung).

Inertialsystem: Bezugssystem, in dem sich ein Korper, der keinen @ufleren Kriften unterliegt,
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt.

Kontravarianter Vierervektor:
o= (ct,x,,2)
Kovarianter Vierervektor:
Xy =guwX , g =diag(l,—1,—1,—1).
Abstand
Sab = Guv (Xa—xp)" (xa —xp)"

ist invariant.

2.3 Die Eigenzeit

Wir beobachten aus einem Inertialsystem K’ eine Uhr, die sich beliebig bewegt. Diese Bewe-
gung konnen wir ndherungsweise durch eine Sequenz geradliniger-gleichformiger Bewegungen
beschreiben. Man kann daher in jedem Zeitmoment der Uhr ein Inertialsystem K zuordnen, in
dem diese ruht. Im Koordinatensystem K’ legt die Uhr im infinitessimalen Zeitintervall dt’ die
Strecke

\/ dx* +dy” +d7”

zurueck. Gefragt wird, welches Zeitintervall dr sie danach anzeigt. Aus der Invarianz des Ab-
standes folgt:

2

Adi’”* —ax'* — aly'2 —d* = d?

und daher

d/2 d/2 d/2 2
dt = dt'\/l— L 1=
c2dt c

10



Integration liefert fiir eine beliebige Bewegung

t 3
/
Hh—t = /dt 1——2.
C
1

Bemerkung 1: Die Eigenzeit eines sich bewegenden Gegenstandes ist immer kleiner als das ent-
sprechende Zeitintervall im unbewegten System.

Bemerkung 2: Die ist kein Widerspruch zum Relativitétsprinzip, da zum Vergleich eine Uhr
im “bewegten” System, aber mehrere Uhren im “unbewegten” System notwendig sind.

Bemerkung 3: Auch eine Uhr, die auf einer geschlossenen Kurve bewegt wird, stellt keine Wi-
derspruch dar, da sie sich nicht dauernd in einem Inertialsystem befinden kann.

2.4 Die Lorentztransformation

Gesucht: Formel, die es uns gestatte, aus den Koordinaten x,y, z,# eines Ereignisses in einem Be-
zugssystem K die Koordinaten x’,y’,7’, ¢’ desselben Ereignisses in einem anderen Inertialsystem
K’ zu berechnen.

Zur Erinnerung: Galilei-Transformation:

/ /

x':x—i—vt, y =Yy, z/:z, r =t.

System K bewegt sich mit Geschwindigkeit v relativ zum System K’ entlang der x-Achse.

Die relativistische Verallgemeinerung mufl den Abstand invariant lassen. Daher kommen nur
Parallelverschiebungen und Drehungen in Frage. Parallelverschiebungen sind hier nicht so in-
teressant, da sie nur die Lage des Ursprungs dndern. Jede Drehung im vierdimensionalen Raum
kann in sechs Einzeldrehungen in den Ebenen xy, yz, zx, tx, ty und ¢z zerlegt werden. Drehungen
in den ersten drei Ebenen entsprechen gewohnlichen raumlichen Drehungen. Betrachte als Bei-
spiel fiir die letzten drei die Drehung in der tx-Ebene, die y- und z-Koordinaten @ndern sich hier
nicht. Diese Drehung muf} die Differenz

ct? — x*

invariant lassen. Aufgrund der pseudo-euklifischen Metrik mit negativen Vorzeichen erhalten wir
hier einen imaginédren Drehungswinkel und damit hyperbolische trigometrische Funktionen:

ct’ = xsinh¢+ ctcosho,
x = xcosh¢+ ctsinho,
oder in Viererschreibweise
o= A va,

11



mit
cosh¢ sinh¢ O
AL sinh¢ cosh¢ O
Vo 0 0 1
0 0 0

- o O O

Bestimmung von ¢: Betrachte hierzu den Koordinatenursprung des Systems K im System K':

ct' = ctcoshd, x' = ctsinh¢,

und daher
X v
tanhg = — =—.
0 ct’ ¢
Somit
Y 1
sinhp = ———, cosh¢= ——.
1-2 1-2

Im Grenzfall v < ¢ findet man die Galilei-Transformation.

Ubliche Abkiirzungen:

Lingenkontraktion: Ein Stab der Linge /, der im System K ruht und parallel zur x-Achse orien-
tiert ist, hat im System K’ die Linge

(Bestimme hierzu die x’-Koordinaten x| und x, des Anfangs- und des Endpunktes zu demselben
Zeitpunkt ¢’ im System K’.)

2.5 Transformation der Geschwindigkeit

Das System K bewege sich relativ zum System K’ mit der Geschwindigkeit V lings der x-Achse.
Die Geschwindigkeit eines Teilchens in K sei

dx dy dz

Vy=—, Vy=—, V;=—
Yooar Y ar Car
die entsprechenden GroBen in K’ seien

/ / /
p_dax o, _dy ,_dz
S YT g YT g

12



Die infinitessimalen Groflen stehen mittels der Lorentztransformation
1%
dx' = y(dx—l—th) , dyl =dy, d7 = dz, dt = 0% (dt + _2dx)
c

in Verbindung. Divison der ersten drei Gleichungen durch die vierte liefert:

o ve+V o Vy b — v,
- 9 - 9 z .
Cols T (1) ¥(1+57)

Spezialfall: v, = v, vy =v, =0:
/ v+V
v o
c2

Die nach dieser Formel berechnete Summe zweier Geschwindigkeiten ist immer kleiner als c.

2.6 Die Vierergeschwindigkeit
Die Vierergeschwindigkeit eines Teilchens ist der Vektor

ar
ds

W =

Um die Komponenten zu finden erinnern wir uns, daf

V2
?7

ds = cdty\/1—

wobei v die gewohnliche dreidimensionale Geschwindigkeit des Teilchens ist. Daher

I dx! dx

S canf1-% e f1-5

u

Ergebnis:

u!' =

1 Vv
J1-5 ef1-25
Die Komponenten von #* sind nicht unabhingig sondern erfiillen die Relation
u'u, = 1.

Die Vierergeschwindigkeit 146t sich daher geometrisch als Einheitsvektor auffassen, der die Welt-
linie des Teilchens tangiert.

13



Zusammenfassung der letzten Vorlesung
Lorentztransformation:

/

- o O O

ct’ = xsinh¢Q+ctcoshd,
X = xcosh¢+ctsinh¢,
v
sinhp = ———, cosh¢p = ———=
1
2
oder in Viererschreibweise
o= ALY,
mit
cosh¢ sinh¢ O
AL sinh¢ cosh¢ O
Vo 0 0 1
0 0 0
Zeitdilatation:
f
2
thh—t] = /dt’ 1—v—2.
c
n
Langenkontraktion:
2
v
' = L/1-=
c2
Addition von Geschwindigkeiten:
V= Ve t+V ) vy b —

- ) v T VW
L+27 0 (142

2.7 Die relativistische Mechanik

Y(1+ )

Die wichtigsten Elemente der klassische Mechanik: Im Lagrangeformalismus betrachtet man
verallgemeinerte Koordinaten ¢;(¢) und die zugehorigen Geschwindigkeiten ¢;(¢) = %qi(t).

Lagrangefunktion
L(qi,q:)

14



Wirkung:

Slgi(t)] = /dlL(qz',q}')

Prinzip der kleinsten Wirkung: Ein Teilchen bewegt sich so, da3 das Wirkungsintegral ein Extre-
mum annimmt.

Wirkungsintegral fiir freie Materieteilchen:
- muf invariant beziiglich Lorentztransformationen sein.
- nur Differentiale erster Ordnung.

Die Wirkung fiir ein freies Teilchen hat daher die Gestalt

b
S = —Oc/ds
a

Das Integral ist lings einer Weltlinie zwischen den Ereignissen a und b zu nehmen. Damit S ein
Minimum hat muf3 o > 0 gelten. Begriindung: Fiir eine ruhende Uhr ist ds = cdfr.
Wir schreiben auch

I

S = /Ldt,

tLl

wobei L als Lagrange-Funktion bezeichnet wird. Mit

2
%
ds = cdt - =
s c 2
erhalten wir
2
%
L = —odcy\/1——.
c2
Im klassischen Grenzfall muf3 gelten:
limL = const+ —mv?.
c—soo 2
Wir entwickeln L:
V2 on?
L = —oc I—EZ—QC-‘-?
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Daher o0 = mc und

2 v
S=—mc /dt cz’ —mc 1—C—2.

tLl
Der Impuls eines Teilchens ist der Vektor

oL __mi_ o . < . BL)
= =5 = ———— mit V=X, |zurErnnerung: p; =~ |.
oV -2 9gi

c

=

2
Die Energie eines Teilchens ist die Grofie

E =

a7l
<[
™~

(zur Erinnerung : E = p;g; —L),

2
mv % m
= ——V+mc’ 1———7(\;24_62_\;2) -

v2 c? V2 V2
1-7 1-7 1-7

Fiir kleine Geschwindigkeiten erhilt man
E =~ mc+
mc? bezeichnet man als Ruheenergie.

Herleitung der Bewegungsgleichung fiir ein freies Teilchen in Vierer-Schreibweise: Ausgangs-

punkt:
b
= —mc/ds
a

Variation der Koordinaten:

X — XM
Variationsprinzip:

o

)] = 0
ARI)
Nebenrechnung:
o ) 1 o
@ds = 6)0“ \ dxvdxv = mdev 8_)0“ dx = uvwdx

und somit



Weiter

b b b
dox’
dS = —mc/Sds: —mc/uVdeV = —mc/uv dx ds
a a a s
’ d
= —mc uv5xV|Z—|—mc/ <—uv> xVds
ds
a
Daraus folgt:
d
$MV = 0,

d.h. die kriftefreie Bewegung eines Teilchens erfolgt mit konstanter Vierergeschwindigkeit.

Definition des kontravarianten Impulsvierervektors:

P = (E/e,p)=

mc my
b
2 2
V V
Vi-5 yi-s

Bemerkung: p? ist invariant.

2.8 Die Lorentzgruppe

Gruppenaxiome: Sei G eine nicht-leere Menge mit einer Verkniipfung. G ist eine Gruppe, falls
die folgenden Axiome gelten:

e Assoziativgesetz: a-(b-c) = (a-b) -c.
e Es gibt ein neutrales Element: e-a = a.
e Es gibt zu jedem Element ein Inverses: a ' -a = e.
Beispiele: Matrixgruppen.
- GL(n,R), GL(n,C): Gruppe der nicht singulidren n X n Matrizen: det M # 1
-SL(n,R), SL(n,C): detM = 1;
-0(n) : MMT =1
-SO(n): MMT =1 und det M = 1.
-U(n): MM' = 1.

-SU(n): MM" =1 und det M = 1.

17



Definition der Lorentzgruppe: Matrixgruppe, welche den metrischen Tensor g,y = diag(1,—1,—1,
invariant 146t:

ATgh = g,
oder, etwas ausfiihrlicher mit Indizes:
ANsgwA’s = gor-
Diese Gruppe wird auch mit O(1,3) bezeichnet. Wie leicht zu sehen ist, gilt
(detA)? = 1,
und daher
detA = 41.

Gilt zusitzlich det A = 1 bezeichnet man die Gruppe mit SO(1,3) und spricht von der eigentli-
chen Lorentzgruppe.

Eine weitere Unterscheidung ergibt sich dadurch, ob die Zeitrichtung erhalten bleibt oder umge-
kehrt wird. Gilt

gen
0
A 0 S - 17
so wird die Zeitrichtung umgekehrt. Bemerkung:
A% > 1

folgt aus Ag A", = gor fiir6 =T=0:

(A"o)z—é(/\fo)z -1

Zusammenfassend laBt sich sagen, dal die Lorentzgruppe aus vier Komponenten besteht, jenach-
dem welche Werte

det A und A’
annehmen. Hiervon ist die “eigentliche orthochrone Lorentzgruppe”, definiert durch

AHGg,uVAVT = for, detAzl, /\00217

18
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am interessantesten. Die drei anderen Komponenten lassen sich durch ein Element der eigentli-
chen orthochronen Lorentzgruppe und den beiden diskreten Transformationen der Zeitumkehr

-1 00
0 10

I
Ay = 0 0 1
0 0O

und der Raumspiegelung
1 0 O
0 -1 0
Mmoo

Ay = 0 0 -1
0 0 O

darstellen.

—_ o O O

o O O

Die Poincarégruppe: Die Poincarégruppe besteht aus den Elementen der Lorentzgruppe und den
Translationen. Die Koordinaten transformieren sich wie folgt

o= A XY+

19



Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Relativistische Mechanik:

5= —me /dtr

Der kontravariante Impulsvierervektor:

- mc
P = (E/e,p)=

S
Die Lorentzgruppe: Invarianzgruppe von

A'LlcguvAVr = &ort-

Eigentliche orthochrone Lorentzgruppe: det A =1, AOO > 1.
Die volle Lorentzgruppe wird aus der eigentlichen orthochronen Lorentzgruppe durch Raum-
spiegelung und Zeitumkehr erhalten.

2.9 Tensoren

Sei V ein Vektorraum und G eine Gruppe. Man sagt, G wirkt auf V, falls eine Abbildung gegeben
ist,

GxV =V
die
g1(g2v) = (g182)v

erfiillt. In diesem Fall nennt man V' eine Darstellung von G.

Beispiel 1: Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und G = GL(n,R). Die Abbildung G xV —V
ist durch die Multiplikation einer Matrix mit einem Spaltenvektor gegeben:

n
Y M
j=1
Beispiel 2: Sei V der Minkowskiraum und G die Lorentzgruppe.

K" = Afx", (Einsteinsche Summenkonvention)

20



Beispiel 3: Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und G = GL(n,R). Elemente aus V schreiben
wir als v;; mit 1 < i, j < n. G wirkt auf V wie folgt:

n n

/

vij = ZZMiijlvkl
k=11=1

Man nennt v;; einen Tensor zweiter Stufe.

Beispiel 4: Sei V ein 16-dimensionaler Raum und G die Lorenzgruppe.
A%
T/,u — A:upAVGTPG
TH ist ein Tensor zweiter Stufe.
Beispiel 5: Sei V ein 64-dimensionaler Raum und G die Lorentzgruppe.
v A
TIIJ P A'u(;AVKAprGK
TP ist ein Tensor dritter Stufe.

Allgemein: Ein Tensor ist ein Element eines Vektorraums, auf den eine Gruppenwirkung ge-
geben ist. Die Anzahl der Kopien des Gruppenelements, die zur Definition der Gruppenwirkung
benotigt werden, bezeichnet man als Rang des Tensors.

Pseudotensoren verhalten sich bei allen Transformationen, die sich auf Drehungen zuriickfiihren
lassen, wie Tensoren. Sie verhalten sich allerdings anders bei Spiegelungen (Raumspiegelung,
Zeitumkehr), d.h. Transformationen, die sich nicht auf Drehungen zuriickfiihren lassen: Hier un-
terscheiden sie sich von den Tensoren um ein Minuszeichen.

Pseudotensoren nullter Stufe nennt man Pseudoskalare. Pseudotensoren erster Stufe nennt man
auch axiale Vektoren.

In der speziellen Relativitidtstheorie unterscheiden wir aulerdem zwischen oberen und unteren
Indizes (kontravariante und kovariante Komponenten). Der Zusammenhang ist wieder durch den
metrischen Tensor gegeben:

T‘L\l, = gva‘uP, T,uv = g‘upgchpc
Tensoren mit bestimmten Symmetrieeigenschaften: Ein Tensor heif3t symmetrisch falls gilt
SV —  §VH
Ein Tensor heiflt antisymmetrisch, falls

L ——
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gilt. Insbesondere gilt fiir einen antisymmetrischen Tensor zweiter Stufe A% = Al = A?2 =
A3 =0.

Beispiele fiir Tensoren in der speziellen Relativititstheorie:
Rang 1: Ortsvektor x*, Impulsvektor p*.
Rang 2: Metrischer Tensor g"".

Rang 4: Total antisymmetrischer Tensor (Levi-Civita-Tensor) €“VP°. Der total antisymmetri-
scher Tensor ist definiert durch

g3 = 1,
euvpes = 1 falls (u,Vv,p,o eine gerade Permutation von (0, 1,2,3) ist,
euvps = —1 falls (u,v,p,c eine ungerade Permutation von (0, 1,2,3) ist,
euvpo = 0 sonst.

Der total antisymmetrische Tensor ist ein Pseudotensor, er dndert bei Raumspiegelung und Zeit-
umkehr seine Komponenten nicht.

Das Produkt e#VPo¢®B¥ pildet einen Tensor achter Stufe, wobei dieser Tensor echt ist. Durch
Verjiingung beziiglich ein oder mehrerer Indexpaare erhalten wir Tensoren sechster, vierter oder
zweiter Stufe. Alle diese Tensoren haben dieselbe Gestalt in allen Koordinatensystemen. Daher
lassen sie sich durch &, ausdriicken, des einzigen echten Tensors, dessen Komponenten in allen
Koordinatensystemen dieselben sind.

s % %

&, &% oY oY
glVPOg 5§ = — o g Y ¥% 7

opy 5 8 & &

8 8 8 &

8 & o
e = | 8 88,

p p p

s o &

&y &
suvpcgaﬁpc = -2 Sg Sg ,
8'Ll\)pci'locvpcs = _66"&7
E'UVpcgluvpc - —24

Duale Tensoren: Sei F*¥ ein antisymmetrischer Tensor zweiter Stufe. Der Pseudotensor
) A - 1 eivVPo I
o) bo
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heiBt der zu F¥¥ duale Tensor.

Analog gilf fiir einen Vektor A*: Der Tensor dritter Stufe

AP ghvPo4

heiBt der zum Vektor A* duale Tensor.

3 Vektoranalysis und Integralsiitze

3.1 Vektoranalysis im dreidimensionaler Raum

Definition des Gradienten: Sei ¢(x) eine Funktion auf dem R3. Dann bezeichnet man als Gradi-

ententfeld

grado = Vo) =| $

Definition der Divergenz: Sei V ein Vektorfeld auf dem R3. Beziiglich der Standardbasis des R?

schreiben wir

‘7 = ZVi(x)éi.

i=1

Dann bezeichnet man als Divergenz des Vektorfelds den Ausdruck

I R
divV = ;EV(X)

Die Divergenz eines Gradientenfelds ist gleich

3 82
div grad 0(x) = Z q).(xQ) = Ad(x)
i=1 (ox')
Definition der Rotation:
0. ) 3
¥ = Vx| |y eV
ox3  ox! ) ox/
vz _ ov! Jk=1
ox! ox?

Bemerkung: Das Transformationsverhalten des Vektorfelds V und seiner Rotation rot V unter

=

Raumspiegelungen sind entgegengesetzt: Falls V sein Vorzeichen unter einer Raumspiegelung

23



dndert, dann bleibt rot V invariant.

Einige Eigenschaften: Die Divergenz der Rotation eines Vektorfeldes verschwindet (wegen der
Anti-Symmetrie von £/%):
itk 9 0 8

3
divrotV = V-(VxV) Z 8’81
x! Ox

i,j,k=1

Die Rotation eines Gradientenfeldes ist gleich Null (ebenfalls aufgrund der Anti-Symmetrie von
gliky:

3
rotgraddp = Vx (Vd)) = kZ: € @ﬁq):
Eine weitere hilfreiche Beziehung ist
V x (%x?) = %(%V) —AV.

Beweis:

=~ O O zka > klma
Vx(VxV) - 2 gl ) eln v,
JJ

k=1 aszm 1 ox
_ i Sz]kgklm Jd d —V,
jklm=1 0x; ox; "
3 . . .
= Y (8"m-sms) 2 9y,
Jil.m=1 dx;ox; "

0
- ox; (Zaxj ) — AV

3.2 Vektoranalysis im vierdimensionaler Raum

Gradientenfeld: Sei ¢(x) eine Funktion auf dem Minkowski-Raum.

0 10, =
dud = FyT (x):(;ngq)).

Bemerkung:

10 =
o = [-=0,—-Vo ).
o= (120 %)
Vierer-Divergenz: Sei V# ein Vektorfeld auf dem Minkowski-Raum.

0 - -
9V (x) — %v#(x):lalwv.



Die Divergenz eines Gradientenfelds ist

1 9

Antisymmetrische Ableitung eines Vierer-Vektors:

F,UV — alqu _avvlu
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Gradient einer Funktion:

grad 0 = W)(x).

Divergenz eines Vektorfeldes:

Rotation eines Vektorfeldes:

= = = 3 i1 aV
rotV = VxV= Z ghikZZk
= oxJ

Js
Laplace-Operator:

2 2 2

A = V.V= J 8_ J
oxz  dy? 972

Einige Eigenschaften:
divrotV = V(§x\7>20,
rotgrad 0 = V x 6(])) =0,
6><(§><\7> = %(%-V)—AV.
Im vierdimensionalen Minkowski-Raum: Gradientenfeld:

0 190 =
b = @‘P(x) = (;g‘?:v‘b)

Vierer-Divergenz:

0 awvo
d,V* = —V¥x)=—-——-+VV
WV () OxH (x) c dt
D’ Alembert-Operator:
1 92
O — auaﬂ — C—Z? —A
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3.3 Die Integralsitze im dreidimensionalen Raum

Gaul}’scher Satz: Es sei F eine glatte, orientierbare, geschlossene Fliche, die in den R3 eingebet-
tet ist und die daher ganz im Endlichen liegt. Es sei V(F') das von dieser Fliche eingeschlossene
Volumen und es sei U ein glattes Vektorfeld. Dann gilt

/ / /d%%ﬁ — //dcﬁ-ﬁ.
V(F) F
Hierbei ist 71 die nach auBlen gerichtete Flichennormale am Ort des Flachenelements dG.

Stoke’scher Satz: Es sei ¢ ein glatter, geschlossener Weg und es sei F(C) eine von ¢ begrenzte,
ebenfalls glatte (orientierbare) Flidche. Fiir ein glattes Vektorfeld V, das auf F inklusive seines

Randes definiert ist, gilt
/ / ds (Vx V) 7{ ds-V.

Hierbei ist 71 die orientierte Flaichennormale auf F (), ds ist das gerichtete Linienelement auf C.
Diese Orientierungen sind so korreliert, daf die geschlossene Kurve ¢ und 7 eine Rechtsschrau-
be bilden.

Erster Green’scher Satz: Es seien @ und W C2-Funktionen. Es sei V (F) ein endliches Volumen
und F = 9V seine Oberfliche wie im GauB’schen Satz. Dann gilt

///d3x (cpA\PJﬁcpﬁlp) - /
V(F) F

Dieser Satz ist eine direkte Anwendung des Gaulf3’schen Satzes wenn man dort das Vektorfeld

o

0 = o(v)
einsetzt und die Produktregel fiir die Differentiation verwendet,
Vo(oV¥) = Vo.V¥ioar.

Zweiter Green’scher Satz:
/ / /d3x (PAY — PAD) //d 0¥ _y®
F an
V(F)

In beiden Fillen ist mit %‘5 bzw. % die Normalableitung gemeint, das ist die Richtungsableitung

der jeweiligen Funktion in Richtung der Flichennormale 72 am betrachteten Punkt der Flache F:

9P
on

= 7-Vo.
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3.4 Integralsitze im vierdimensionalen Raum
Im vierdimensionalen Raum gibt es vier Arten von Integrationsbereichen:

1. Integration iiber eine Kurve im vierdimensionalen Raum. Das Integrationselement ist das
Lingenelement und wird vom Vierervektor dx* gebildet.

2. Integration iiber eine zweidimensionale Fliche des vierdimensionalen Raumes. Bekannt-
lich ist im dreidimensionalen Raum die Projektion eines von den beiden Vektoren d7
und d7 aufgespannten Parallelogramms auf die Koordinatenebenen x;x; durch dxidx;. —
dxjdx} gegeben. Analog wird im Vierdimensionalen das infinitessimale Oberflichenele-
ment durch den antisymmetrischen Tensor zweiter Stufe

df* = dxtdx’” —dx"dx'"

dargestellt. Im dreidimensionalen Raum kann man an Stelle des Tensors d f i/ den zu d f
dualen Vektor

1 .
dfi = ieijkdfjk

benutzen. Geometrisch gedeutet, ist d f; der Vektor, der normal zur Flédche steht und dessen
Linge gleich dem Inhalt des Flichenelements ist. Im Vierdimensionalen ist es nicht mog-
lich, einen derartigen Vektor zu konstruieren. Man kann jedoch den zu d f*¥ dualen Tensor
d f*V bilden:

. 1
A" = Se"P%dfy.

In geometrischer Hinsicht ist d f*¥ ein zu d f* orthogonales Flichenelement: Alle in d /¥
liegenden Richtungen stehen normal auf allen in d f*¥ liegenden Richtungen.

3. Integration iiber eine Hyperfliche, d.h. {iber eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit. Im
dreidimensionalen Raume ist das Volumen eines von drei Vektoren aufgespannten Parallel-
epipeds bekanntlich gleich der von den Komponenten der Vektoren gebildeten dreireihigen
Determinante. Analog hat man im vierdimensionalen Raum

dx" dx'" dx'™
ds?P = | dx¥ dx" ax'’"
dxP  dxX'® dx''?

Diese Determinanten bilden einen in allen drei Indizes antisymmetrischen Tensor dritter
Stufe. Es ist jedoch bequemer, als Integrationselement den zum Tensor dS**P dualen Vie-
rervektor dS* zu benutzen:

~ 1 ~
s = _gewpodsvpo, dSuvp = EuvpodS°.

Geometrisch gesehen ist dS* ein Vierervektor, dessen Linge gleich dem Inhalt des Hyper-
flachenelements ist und der senkrecht auf diesem steht.
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4. Integration iiber ein vierdimensionales Volumen. Das Integrationselement ist das Produkt
der Differentiale:

dQ = ddx'dx*dx® = cdidv.

Verallgemeinerung des GauB3’schen und des Stoke’schen Satzes: Allgemein gilt: Das Integral
iber die totale Ableitung einer Funktion iiber ein Gebiet ist gleich dem Integral der Funktion
iber den Rand.

/ dQ oA = ]f dS, A*,
/dguavF“V - %dfjuVF'uvv
%/dﬂ” (0uAy —vA,) = fdxﬂA,,.

Check the signs and the orientation !

4 Die Maxwell’schen Gleichungen in integraler Form

Vorbemerkung: Historisch begriindet sind die folgenden Bezeichnungen:

elektrische Feldstirke

magnetische Induktion (magnetische FluBdichte)
dielektrische Verschiebung

magnetische Feldstirke

T O o

—

D=¢E, B=yH.
Im Vakuum haben wir (im Gauf’schen MafB3system):

=E

o]l

Im SI-System gilt im Vakuum:

wobei

g0 =28.8542-107"2CVv'lm™!, w=4n-10""VsA 'm!
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4.1 Das Induktionsgesetz

Es sei ¢’ eine glatte Kurve endlicher Linge, ds das Linienelement entlang dieser Kurve und sei
E(t,X) ein elektrische Feld. Dann nennt man das Wegintegral

/ d5-E(1,3)
C/
die elektromotorische Kraft.

Sei nun ¢ eine glatte, geschlossene Kurve im R?, die eine glatte Fliche F berandet. Sei #(z,%)
die Flichennormale. Dann ist der magnetische FluB3 durch die Fliche F als das Flichenintegral

®(1) = //doé(t,z)-ﬁ(z,z)
F

definiert. Das Faraday’sche Induktionsgesetz (1831) verkniipft die zeitliche Anderung des ma-
gnetischen Flusses mit der entlang der Randkurve induzierten elektromotorischen Kraft:

fdi-ﬁ(r,f) — —fF%/F/dGE(t,)’c’)-ﬁ(t,)?)
C

Der Faktor fr ist dabei reell-positiv und hingt von der Wahl der physikalischen Einheiten ab. Im
SI-System ist er fr = 1, im Gaull’schen MafBsystem ist er fr = 1/c.

Bemerkung: Das negative Vorzeichen der rechten Seit enthélt eine physikalische Aussage: die
Richtung des in der Kurve ¢ induzierten Stroms ist derart, dass der von diesem Strom erzeugte
magnetische FluB der zeitlichen Anderung des Flusses der rechten Seite entgegen wirkt. Das ist
der Inhalt der Lenz’schen Regel.

4.2 Das Gaufl’sche Gesetz

Dielektrische Verschiebung D(z,%): Im Vakuum gilt
D(1,X) = E(t,%).
In polarisierbaren Medien sind die beiden Vektorfelder iiber die Relation
D(1,¥) = e(X)E(1,%)

verkniipft, wobei €(X) ein Tensor zweiter Stufe ist und die eigenschaften des Mediums — hier
seine elektrische Polarisierbarkeit — beschreibt.

Das Gaufy’sche Gesetz setzt den FluB3 der dielektrischen Verschiebung durch eine geschlosse-
ne Fliche in Beziehung zur gesamten, durch diese Fliche eingeschlossenen elektrischen Ladung.
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Es sei F eine geschlossene glatte Fliche, und V(F) das von F eingeschlossene rdumliche Volu-
men. Wenn p(z,X) eine vorgegebene elektrische Ladungsdichte beschreibt, so gilt

[ [aobesyi = o[ [ [dre.5=ro0r
F V(F)

Qy ist die im Volumen V (F) eingeschlossene Gesamtladung. Die Konstante fi hat den Wert
fc = 1 im SI-System und den Wert f; = 41 im Gaul3’schen MaB3system.

Anwendung des Gau3’schen Gesetzes auf magnetische Ladungen und die von ihnen erzeugte
magnetische Induktion: Das Experiment sagt uns, daf es keine freien magnetischen Ladungen

gibt. Deshalb hat man
//dcl?(t,z)-ﬁ = 0.
F

4.3 Das Gesetz von Biot und Savart

Biot-Savart’sches Gesetz (1822): Die Stromdichte j(z,X) liege ganz im Endlichen und sei ein
glattes Vektorfeld. Dann ist das durch diese Verteilung erzeugte Magnetfeld gegeben durch

i—5
Aun = B[ [ [exfusx 2
|55 x|

Dieser Ausdruck gilt im Auflen- ebenso wie im Innenraum der Quellverteilung f Hund B hingen
wie folgt zusammen

B(1,¥) = uH(t,%).

u nennt man die magnetische Permeabilitéit. Im Vakuum gilt y = 1 (im Gaul3’schen Maf3system).
Die Konstante fgg hat den Wert fgs = 1 im SI-System und den Wert fpg = 47/c im Gaul3’schen
Malsystem.

4.4 Die Lorentz-Kraft

Eine weitere wichtige, vom Experiment bestitigte Erfahrungstatsache steckt im Ausdruck fiir die
Kraftwirkung von beliebigen elektrischen Feldern E (¢,X) und Induktionsfeldern B(r,%) auf ein
Punktteilchen, das die elektrische Ladung ¢ triagt und sich mit der Geschwindigkeit v relativ zu
demjenigen Bezugssystem K bewegt, beziiglich dessen die Felder E und B definiert sind:

F.3) = ¢ (E(t,z) + i x E(t,)?)) .
Die Konstante fr ist wie im Faraday’schen Induktionsgesetz definiert.
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4.5 Die Kontinuititsgleichung

Eine weitere, fundamental wichtige Aussage ist die Erhaltung der Ladung: Die elektrische La-
dung ist unter allen Wechselwirkungen erhalten. In integraler Form 148t sich dieser Sachverhalt
wie folgt formulieren: Eine zeitabhingige Ladungsdichte p(z,X) , die ganz im Endlichen liegt,
und eine von den Bewegungen der in p enthaltenen Ladungen erzeugte Stromdichte f(t,)_c’) seien
votgegeben. Fiir jede glatte geschlossene Fliche F und dem von ihr eingeschlossenen Volumen
V(F) gilt die Bilanzgleichung

//dcf(t,)_c’)-ﬁ _ —%/ / /d3xp(t,)?).
F V(F)
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Faraday’sches Induktionsgesetz:
S = d = — A —
fds.E(t,x) _ —fFE//dGB(t,x)w(t,x)
c F

Gaul3’sche Gesetze:

[ [aobtusyi = o[ [ [dre.5=ro0r
F V(F)

Biot-Savart’sches Gesetz:

= IBs > X—Xx
H(I,X) = H///de,](t7£/>x|f—)?/‘3.

Kontinuititsgleichung:

//dcf(t,)_c’)-ﬁ _ —%/ / /d3xp(t,)?).
F

Lorentzkraft:

Fi.3) = g (E(t,z) 4 fri E(t,)?)) .

S Die Maxwell’schen Gleichungen in lokaler Form

5.1 Das Induktionsgesetz

Das Induktionsgesetz in integraler Form lautet:
> 2 — d = — A —
fds.E(t,x) = —frs //dc B(1,9)-4(1,%)
c F
Wir wenden nun den Stoke’schen Satz auf die linke Seite an:

fdz.ﬁa,z) _ //dc(WE(r,z)).ﬁ(t,z).
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Daher

//doﬁxﬁ(z,z)) A0 = —fre //dGth A(1,%)

Diese Gleichung gilt fiir jede Fldche F. Wir konnen die Flache auch auf eine Punkt zusammen-
ziehen, daher miissen die Integranden gleich sein:

= = a —
VXE(,X) = —fpr(t,)_c’)
Zur Erinnerung: Im SI-System ist fr = 1, im Gauf’schen MaBsystem ist fr = 1/c.

5.2 Das Gaufl’sche Gesetz

Das Gaul3’sche Gesetz fiir die dielektrische Verschiebung:
//dc D(t,%)-A = fG/ / /d3x p(t,%).
F V(F)

Wir wenden nun den Gaul3’schen Satz auf die linke Seite an:

//dGDtx ///d3xVDtx

Somit

///d3xVDtx = fgf//d3xptx

Da das Volumen beliebig ist und seine Oberflache stetig zusammengezogen werden kann, miis-
sen wieder die Integranden gleich sein.

65(2‘7)_6) = pr(t7)?)'

Zur Erinnerung: Die Konstante fg hat den Wert fg = 1 im SI-System und den Wert fg = 4% im
Gaul3’schen Maf3system.

Aus der Integralform des Gaul3’schen Gesetzes fiir das Magnetfeld

//dGE(t,)?)-ﬁ = 0.
F

folgt analog



5.3 Die Kontinuititsgleichung

Wir bestimmen zunichst die lokale Form der Kontinuitédtsgleichung und wenden uns erst danach
dem Gesetz von Biot und Savart zu. Die integrale Form der Kontinuitédtsgleichung lautete:

. d
//dc R _E/ / /a’3x 0(1,3).
F V(F)
Wir wenden wieder den Gauf3’schen Satz auf die linke Seite an:

//dcﬂt,x’).ﬁ _ ///d%%-f(t,z).
F V(F)

Es folgt dann

und

5.4 Das Gesetz von Biot und Savart

Die integrale Form des Gesetzes von Biot und Savart lautet:

Fus = [ [ [edTusx 25
“E-7]

Zur Erinnerung: Die Konstante fgg hat den Wert fpg = 1 im SI-System und den Wert fpg = 4m/c
im Gauf}’schen Maf3system. Wie man leicht nachrechnet, gilt

P¥ L/ . |
F— %[ x(lf—f’l) ”(If—f’l)

A3 = fBS///d3x’] v <| —155/|)
_ fBSV ///d%c’] ( |)

Der Vorzeichenwechsel kommt von der Vertauschung der Reihenfolge im Vektorprodukt. Nun
nimmt man auf beiden Seiten die Rotation und beniitzt

Somit

'_‘Rl

§>< (%x?) = %(%V) _AV.

35



Im zweiten Term benutzt man

A (ﬁ) — _4md(i-¥).

Bemerkung: Die Gleichung Al/r = —4nd(r) verifiziert man fiir » # 0 durch Differentiation.
Es handelt sich hier um zwei Distributionen. Das Verhalten am Ursprung iiberpriift man durch
Integration iiber eine Testfunktion. Man integriert iiber eine Kugel mit Radius € und verwendet
den zweiten Green’schen Satz.

/d%fAl _ /d3x1Af+ / P / 2oty
r r orr ror

|x|<e |x|<e |x|=¢ |x|=¢

Nun ist d26 = r2dQ = r*sin 0d46d @, daher verschwinden der erste und der dritte Term im Grenz-

fall e — 0.
/ Py AL = / Po 2L /a’Qf(s)- LR B
ro orr e) '
Einsetzen der Hilfgleichungen:

VxH(,E) = fBSV ///d%’f v <|4_14,|)+f35‘7(t,a?)

Mittels einer partiellen Integration erhélt man

V0 = 9, [ [ [ox (9.50.0) (e ) s

Bemerkung:

vx///d%’vx, (j(t,)_c”)‘_, ,) _ / do (j E 4,).;@
X—X| |X — |

=1

36



da f(t,)_c” ) ganz im Endlichen liegen soll, und daher (fiir ein grof genug gewéhltes Volumen) auf
dessen Oberflidche verschwindet.
Nun verwendet man die Kontinuititsgleichung

d 2 v
gp(t,x)—l—VJ(t,x) = 0.

S He = fBs 9 /// 3. P
VxH = B2
x H(t,%) iy d’x |4 H,|+fBSJ(f %)
Nun hat man mit p(¢,%) = V-D(t,%)/ fg
P

> t,xX > 1
[ [082 — [] formnsit
|X—X| |X—X|

und erhalt

4 —
= ——nD(t,)‘c’),
und somit
VALY = %—D(t %)+ fas ] (1,5)
G

5.5 Zusammenfassung der Maxwell’schen Gleichungen

Fassen wir die vier Maxwell’schen Gleichungen zusammen:

V-Bt,%) = 0,

%xé(t,szFgB(z,z) = 0,
V-Dt,®) = fop(t,3),

— — a—» -2

VD - B0D0R) = fusileR).

Die Lorentz-Kraft:
F,9) = ¢ (E@,z) 4 frv §(t,5€)> .
Fiir die Konstanten fFr, fg und fgs haben wir im SI-System, bzw. im Gaulf3’schen System:

fr fc fBs

SI I 1 1

GauB | 1 4n &



GauB3-System  SI-System Vergleich
Liénge I cm I m Im=1-10>cm
Masse lg 1 kg lkg=1-103¢g
Zeit ls ls
Kraft 1 dyn IN IN=1-10°dyn
Energie 1 erg 1] 17=1-10"erg
Leistung 1 erg/s 1W 1W=1-10"ergs™!
Ladung 1 esu 1C 1C=3-10%esu
Stromstirke 1 esc 1A 1 A=3-10esc
Potential 1 esv 1V 1V =1/300esv
Elektrisches Feld 1 esv/cm 1 V/m 1Vm~!=1/30000esvcem™!
Magnetisches Feld 1 Oersted (Oe) 1 A/m IAm~ ! =4rn-1073 Oe
Magnetische Induktion | 1 Gaul} (G) 1 Tesla 1 Tesla = 1-10* GauB

Bemerkung: In der Elementarteilchenphysik verwendet man oft die sogenannten natiirlichen Ein-
heiten, die so gewihlt sind, daf3

_h_
- =

Faktoren von 471 verschwinden, indem sie in die Felder und Quellen anbsorbiert werden:

c=1, 1.

= 1 =
E| =—F
nat /4nx |GauB’

Bemerkung: Die Kontinuititsgleichung kann aus der lokalen Form der Maxwell’schen Gleichun-
gen hergeleitet werden. Man betrachte hierzu die Zeitableitung der dritten Gleichung und die
Divergenz der vierten Gleichung:

Plnat = Van PlGaus -

%ﬁf)(t,z) = 4n%p(r,)?),
\%(%xﬁ(z,z))l_%%ﬁ@,z) - 47“%](;,55).
=0
Daher
9
gp(t,x)-i-V](t,x) =0

Historische Bemerkung: Das Ampere’sche Gesetz fiir stationére Strome:
VxHtZ = fssjt,%), V-jt,%)=0.

Die Verallgemeinerung dieser Gleichung auf nicht-stationédre Strome fiihrt zu einer nicht-konsistenten
Theorie. Es fehlt der Verschiebestrom, der die Ladungserhaltung bewirkt.
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Die Maxwell’schen Gleichungen im Gauf3’schen System:

V-B(t,¥) = 0,
%xﬁ(t*)—i—lal?(t*) 0
X)+—= X) =
) Cat ) Y
Vl_j(t7f) = 475p(l‘,)?),
VxH(t,X)——=D(t,X) = —j(t,X
< H(tH) - =BT = ()

Im Vakuum haben wir

D(1,%) E(1,%),
H(t,% B(1,%).

Die Lorentz-Kraft:

F(t,%) = q<E<r,z)+fxB’(r,z)>.
C

6 Elektromagnetische Potentiale und Eichinvarianz

6.1 Skalare Potentiale und Vektorpotentiale

Aus der Mathematik ist bekannt, dafl ein Vektorfeld, dessen Rotation verschwindet, sich als
Gradient einer skalaren Funktion darstellen 14t:

VxV =0 — V=Vo.

Ebenso ist bekannt, da} ein divergenzfreies Vektorfeld sich als die Rotation eines weiteren Vek-
torfeldes schreiben 14Bt:

6-\7:0 — VZ%XZ.

Bezogen auf die Maxwell’schen Gleichungen fithren wir nun zwei Hilfsfelder @ und A, so daB
die beiden homogenen Maxwell’schen Gleichungen identisch erfiillt sind. Aus

V-Bt,%) = 0
folgt
B(1,x) = VxA(3).

Das Hilfsfeld A(7,X) nennt man das Vektorpotential. Setzt man den Ausdruck fiir B in die zweite
Maxwell’sche Gleichung ein, so erhidlt man

o (=, 10- _\
Vx(E(t,x)—l—EEA(t,x)) =0
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Somit 148t sich der Ausdruck in der Klammer als Gradient eines skalaren Feldes darstellen:

10- -
E(t p— X) = —Vd(t,X).
(1,3) +—=A(1,9 (1, %)
Das Minuszeichen ist Konvention.
E(,%) V(t,3) : aA’(t %)
X = — X)— —— X).
) ) C at )

d(z,X) nennt man das skalare Potential. Setzt man diese Ausdriicke in die inhomogenen Max-
well’schen Gleichungen ein, so erhélt man

v(_%qa(t,z) %aiA( )) = 4mp(r,%),
S5 oo 10 10-, ., 4o
V xV x A(t X) ;g ( Vq)(t .X')—;a— (t )) = 7](I,X).

Umschreiben liefert:

1 — —
Ad)(t,)‘c’)—l—;%V‘A(I,f) = —4mp(t,%),
1?2 o eflo oo RELITP
?ﬁA(t,x)—AA(t,x)-l—V(;gcp(t»x)‘i‘VA(t»x)) = —Jt3).

6.2 Eichinvarianz

Die Zerlegung
Bt,%) = VxA(1,3),
E(t,X) = —V&(t,X)— —=—A(t,X)
c

ist nicht eindeutig. Setzt man

und gleichzeitig
10
' (1,%) = D(1,%)— —=x(t,%
(1) = O, - —=(t,5)

so dndern sich die physikalischen Felder nicht:

= =

VA3 = Vx (A3 + Va(n,9)) = V x A7) = B(1.9),
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cot

o o, 1., o 1o , _\ 10/, . =
_Vq)<t7x)__a_A <t7x) - _V(q)(t?x)_;EX(t?x) _;g( (t7x)+VX(t7x))

Eine Transformation des Typs

/ — _ — _li —
@(Z‘,X) - (I)(I,X) CatX(t,X)7

A% = AW +Vy(t,3),

heiflt Eichtransformation der Potentiale. Eine Eichtransformation 148t das elektrische Feld und
das Induktionsfeld unveriandert.

Man kann die Eichtransformationen benutzen, um zusitzliche Bedingungen an die Potentiale
® und A zu stellen. Eine iibliche Forderung ist zum Beispiel

190
cor
Erfiillt das skalare Potential und das Vektorpotential diese Gleichung, so sagt man, daf} die Poten-

tiale in der Lorenz-Eichung! sind. Man kann beliebige Potentiale ® und A in die Lorenz-Eichung
bringen, indem man eine Eichfunktion x als Losung der inhomogenen Differentialgleichung

®(1,%)+ VAL, %) = 0.

2 — —
(1 J A)x(t,)_c’) = liq)(t,)_c’)—l—VA(t,)_c’).

23 o3
Beweis:
1 a / N = _ o a _» 1 a —» = - — = —
VA = 10 (q’(fax)—;gX(f»x)) 9 (A0 + V(.9

10 . I 1 02 .
L0 +9A00)) - (55 -8) 100

Bemerkung: Die Lorenz-Bedingung legt die Potentiale noch nicht eindeutig fest, sondern defi-
niert nur eine Klasse von Potentialen. So hat man noch immer die Freiheit, weitere Eichtransfor-
mationen mit einer Eichtransformation, die

19 .
(zﬁ—A)X(t,X) =0

erfiillt, auszufiihren. Beweis analog zu oben.

1Ludvig Valentin Lorenz (1829-1891); Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928)
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In der Lorenz-Eichung lauten die inhomogenen Maxwell’schen Gleichungen
1 0° . .
gﬁ_A q)(tvx) = 4TCP(I,X),

1 92 - A,
(3:-3)d0n = L,

wobeli

—

1 a -
—=—®(1,X)+VA(#,X) = O
gilt.
Eine andere Klasse von Eichungen wird durch die Bedingung
VAL = 0

festgelegt. Diese Eichung nennt man Coulomb-Eichung.

6.3 Partielle inhomogene Differentialgleichungen

Wir betrachten als Beispiel fiir eine inhomogene Differentialgleichung die Poisson-Gleichung

Es sei f(X) vorgegeben und wir suchen eine Losung @ (X). Eine Losung erhilt man mit Hilfe
der Green’schen Funktion. Diese Losungsmethode ist allgemein und 148t sich auch auf andere
Gleichungen wie die Helmholtz-Gleichung

A+ o® = (),
oder auf die vierdimensionale Verallgemeinerung der Poisson-Gleichung
O®(x) = flx)

anwenden. Als Green’sche Funktion bezeichnet man eine Losung der Differentialgleichung, in
der auf der rechten Seite eine Delta-Funktion auftritt. Fiir die Poisson-Gleichung lautet die zuge-
horige Differentialgleichung fiir die Green’sche Funktion

AG(EY) = d(x—X).
Multipliziert man beide Seiten mit f(¥') und integriert man iiber X’ so erhilt man

[ @A (r@)6E) = 1)
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A, wirkt nur auf die ungestrichenen Groflen und kann vor das Integral gezogen werden:

Somit ist

eine Losung der Gleichung
AB(E) = (D).

Fazit: Ist die Green’sche Funktion bekannt, kann man auch die Losungen fiir einen beliebigen
inhomogen Term f(X) konstruieren.

Bestimmung der Green’schen Funktion: In der letzten Vorlesung wurde verifiziert, dafl

I 1
47 |X —X|

G(x¥,X) =
die Green’sche Funktion der Poisson-Gleichung ist. Nun wollen wir eine allgemeine Methode zur

Bestimmung von Green’schen Funktionen betrachten. Wir gehen von der Differentialgleichung
fiir die Green’sche Funktion aus

AGRFET) = SF-X)

und betrachten die Fouriertransformierten:

G- = [ e *IG®,

§(K) ist gegeben durch

Eingesetzt erhélt man

A, wirkt nur auf die Exponentialfunktion:

3 = ;
[ G e

Bl
@F
2
Q2
—~
bl
S—
Il
QU
s}
P
Q
|
S
@F
=



Aus der Gleichheit der Integranden folgt
~ 1
G k - =)
(k) E

und somit

GE-%) = —/( |k|2 EE2) 3% = (0,0,r)

_ zkrcose U= —cosO
1 . (N .

_ dk [ d ikru — _ /dk—( ikr —lkl')

(Zn)z/ / e (2m)? ikr & €

0 —1 0
1 /oodksin(kr)_ I 11
212 kr  2m22r 4m|¥-¥|
0

Bemerkung: Die Losung der Poisson-Gleichung
D) = [dHfE)GES)
ist nicht eindeutig, wir konnen zu dieser Losung immer eine Losung der homogenen Gleichung
AD(X) = 0
addieren.
6.4 Probleme mit Randwertbedingungen
Um eine eindeutige Losung zu erhalten, miissen zusitzlich Randbedingungen gefordert werden.

Dirichlet-Randbedingungen: Das Potential auf einer geschlossenen Fliche ist vorgegeben. (Bei-
spiel: Elektrische Leiter mit gegebenen Potentialen.)

Neumann-Randbedingungen: Die Normalenableitung d®/d# auf einer geschlossenen Fliche ist
vorgegeben. (Beispiel: Vorgegebene Flichenladungen.)

Eindeutigkeit: Seien @1 und &, zwei Losungen der Poisson-Gleichung mit vorgegebenen Rand-
bedingungen, d.h.

®||p, = Dy|, Dirichlet
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oder

oD, oD,
- = —| , Neumann
on |p o |p
Betrachte nun U = &, (X) — P, (). Es gilt
AU((X) = 0,
Ul = 0, Dirichlet
oU
— = 0, Neumann
on |

Aus dem ersten Green’schen Satz
/ / /d3x (CIJA‘P-i—Vd)-V‘P) - //dcd)aA .
n
V(F) F

folgtmit ® =¥ =U:

———
>0

- o 0
/ //d3x (VU-VU) - //ch—lf.
on
V(F) F
Das Oberflachenintegral auf der rechten Seite gleich Null. Daher gilt
///d3x (§U-§U) — 0,
V(F)

und da der Integrand nicht negativ sein kann, folgt

Daher ist U in V konstant. Fiir das Dirichlet’sche Randwertproblem gilt U = 0 auf F', und da U
konstant ist, auch in V. Somit ist die Losung eindeutig. Fiir das Neumann’sche Randwertproblem
konnen sich zwei Losungen um eine additive Konstante unterscheiden.
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Die Maxwell’schen Gleichungen:

V-B(t,%) = 0,
V x E(t *)-l—laé(t Y) 0
X)+—= xX) =
) Cat b b
V-E(t,X) = 4np(t,%),
= = 1 a g 475—»
VxB(t,X)——=E(t,X) = —j(tX).
(9 - S E(F) = “je,3)
Potentiale:
S - o lo-
E(I,X) = —VqD(I,X)——gA( ,X),
B(t,¥) = VxA(tX)
Eichtransformation:

10
' (t,¥) = O(t,%)——=y(,*
(1,%) (1,%) =~ (1, %),
A1, = A, %)+ V%),
Lorenz-Eichung:

1 a — —
—=—®(t,X)+ VA(t,Xx) = O.

In der Lorenz-Eichung lauten die inhomogenen Maxwell’schen Gleichungen
Lo N = 4npid)
— =5 — X) = X
C2 atz Y p Y Y
1 92 I Ao,
(C—zﬁ—A)A(t,X) = ?](I,X)
Die Lorentz-Kraft:
F.9) = ¢ <E<r,x’) + 2% B’(r,x’)) .
c

Frage aus der letzten Vorlesung: Seine ¢ und A sowie @ und A’ Potentiale, die die gleichen
physikalischen Felder beschreiben. Wie hiingen diese Potentiale zusammen ? Es gilt

V x (A”—Zf) = 0,

V(e —a)- 12 (4-4) = o.



Aus der ersten Gleichung folgt:

— —

A —A = Vyt,%).
Eingesetzt in die zweite Gleichung liefert:
> 190
V(D -d+-=x(,%) ) = 0
(¢-@+ 1 5x00) = o
also

e = 190
-0 = Catx(t,x)JrC(t).

7 Die Maxwell’schen Gleichungen in kovarianter Form

7.1 Die Lorentzkraft und der Feldstirketensor

Zur Erinnerung: Vierergeschwindigkeit

dx! 1 v 1,
ut = o= =, = | =7 1,-v|.
So\Y1-5 ef1-5 ¢
ds = Ealt,
Y
Viererbeschleunigung:
du*
w = —
ds

Newton’s Gesetz F' = ma in relativistischer Verallgemeinerung:

d
220t = KM
mc dsu
Kontraktion mit u,, liefert:
d 1 d
mc u“dsu 2mc o5 ul ,

und daher

Kfu, = 0
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Fiir die rdumlichen Komponenten gilt:

Angewandt auf die Lorentzkraft:

Fiir die zeitliche Komponente gilt

und daher

Somit:

Die linke Seite lautet kovariant geschrieben

Setzt man nun

SO ist

K = yF
mcziﬁ = mczi AR Eir
ds ds Yc mkdd
H — 0 ’Y—»_’_
u,K* = yK*—-VvK =0,
c
1 =
K’ = -iK,
¢
d d |
mczau0 = mczay:—qu\_z’.
d oV
2
Bl — ygE - -
me™ () = k-,
mcd— Y] = Y|E+-XB).
s \'c c
d
25 u
me”—u
0 —E* —EY —EF
v _ | EX 0 B B
| e B 0 B
E* —-BY B* 0
0 —E* —EY —E¢
EX 0 -B B
v,
Flww =\ 'p g 0 _p
E* —-BY B* 0
VE?
- YEX+T(WB—vBY) |
| i ove) | TV E

48
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Daher kann man schreiben
d
mc?—ut = gF* uy
ds

Die linke Seite transformiert sich wie ein kontravarianter Vektor unter der Lorentzgruppe, uy
transformiert wie ein kovarianter Vektor, daher muB sich F#V wie ein Tensor zweiter Stufe trans-
formieren:

F/;uv — A:upAVGFPG

F*¥ nennt man den Feldstérketensor. Die elektrischen und magnetischen Felder erhilt man aus
F* durch

gl — Fi0_ _poOi

. 1 3 .
B = -3 Y einF .
Jk=1

Bemerkung: F*V ist anti-symmetrisch:

F = _fp

7.2 Die Kontinuititsgleichung und die Viererstromdichte

Die Kontinuitétsgleichung lautet

9 R4 D = o
SR+ jirH = 0

Sie gilt in jedem Koordinatensystem. Sie 148t sich mit

o= (cp,f)

auch als
Nun ist 9, = (% % , 6) ein kovarianter Vierervektor und o, j* ein Skalar. Daher transformiert sich
J* wie ein kontravarianter Vierervektor.

7.3 Die Maxwell’schen Gleichungen

Die homogenen Maxwell’schen Gleichungen:



Wir betrachten
PP L FFVR L VFM =
Setzen wir A = 1, u = 2 und v = 3 so erhalten wir
NFB LR L PF2 —
0 0 20
——(-B)—=—(-B)—=—(-B*) = 0
5B~ 5, (“B) () = 0,
VB = 0.
Dies ist die erste Maxwell’sche Gleichung. Jede Permutation von (A, u,v) = (1,2,3) liefert diese
Gleichung. Sei nun A = 0, u = 1 und v = 2. Dann erhalten wir

PF2 L0 2p0l _

P R D

;g(—B)—aE —@(—E) = 0,
9 . 9. la,.

Sy A A )
ox dy +c8t

Dies ist die z-Komponente der zweiten Maxwell’schen Gleichung. Die x- sowie die y-Komponente
erhalten wir fir (A, u,v) = (0,2,3) bzw. (A, u,v) = (0,3,1). Somit lassen sich die ersten beiden
Maxwell’schen Gleichungen zu

MM L MFVA L VFM =

zusammenfassen. Mit Hilfe des anti-symmetrischen Tensors €,yps und wegen der Antisymmetrie
von F* kann dies auch als

gluvpcavaG - O

geschrieben werden.

Die inhomogenen Maxwell’schen Gleichungen:

Wir betrachten

Fiir v = 0 haben wir

80F°0+81F10+82F20+83F30 = 4mp,
0 0 d
—FE*"+ —E"+ —E* = 4xn
an dy + 0z Ps

V-E = d4mup.
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Dies ist die dritte Maxwell’sche Gleichung.

Fiir v = 1 erhalten wir

4
AF" + 9, F + 9,72 49,73 = _njx7
c
10 0 0 4m
S (—EY 4 —B 4 —(-B) = —
5, ( )+ay +8Z( ) =
0 0 10 4m
— B — —B ———E =
dy 0z c ot ¢’

Dies ist die x-Komponente der vierten Maxwell’schen Gleichung Die y- bzw. z-Komponente
erhalten wir fiir v =2 bzw. v = 3. Somit ist gezeigt, daf} sich die inhomogenen Maxwell’schen
Gleichungen zu

zusammenfassen lassen.

7.4 Viererpotential

Es wurde schon gezeigt, da} sich die homogenen Maxwell’schen Gleichungen durch die Ein-
fiihrung eines skalaren Potentials @ und eines Vektorpotentials A identisch erfiillen lassen. Zur
Erinnerung:

o 19
’ sons 12 KPP
E(t,X) = —VCID(t,x)—;EA(t,x): —yCD—g%Ay )
1
2Pt
d 2z __ 0
. . ?AZ_G_ZAy
B(t,3) = VxA@t®)=| 2A"—2A

d 9
A — a—yAx
Wir betrachten nun das Viererpotential
A = (@,A)
und berechnen

MAY —9VAM,

1o -
po_ (22
o <c8t’ V)
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2
0 oAy o catAy"‘aq’ catAZ+ 2P

8 8
HAY —9vAH = cp N f?Ax ’ A A"~ a A 5 .
X
az — EEAZ Ay + e <A _a_sz + EAZ 0

0 —EX —E —EZ
EX 0 -B B .
- e g o - |=F

E* —-BY B 0

Somit haben wir gezeigt, da3 sich der Feldstéirketensor durch
F*Y = 9"AY —9"AH

darstellen 14Bt.

Bemerkung: Die homogenen Maxwell’schen Gleichungen sind identisch erfiillt:

SluvpcavaG - Eluvpcav (apAG - aGAp> — 2£luvp0 avap AG - O

symmetrisch

Einsetzen in die inhomogenen Gleichungen liefert

41
— BVGIJA“ = — V.
c
Die Bedingung fiir die Lorenz-Eichung lautete
10
——od+ VA = 0.
cot
Dies 148t sich kovariant als
G#A“ =0

schreiben, und gilt daher, wenn sie in einem Bezugssystem giiltig ist, auch in allen anderen. Die
Lorenz-Eichung ist eine kovariante Eichung.

Bemerkung: Die Wahl einer Eichung muf} nicht notwendiger Weise kovariant sein. Ein Gegen-
beispiel ist die Coulomb-Eichung, die in einem Koordinatensystem K durch

VA =0
definiert ist. In einem zu K bewegten Bezugssystem K’ gilt im allgemeinen
vV.A" +£ 0

In der Lorenz-Eichung (d,A") lauten die inhomogenen Maxwell’schen Gleichungen

52



7.5 Zusammenfassung der kovarianten Formulierung

Definition des Feldstiarketensors:

0 —EY —E' —E¢
EX 0 -B B
E B 0 —B"
EX —B' B* 0

P =

Maxwell’sche Gleichungen:

MY L HFVM L VFM =,

4r |
F" = —j,
c
wobei j* = (cp, J).
Lorentz-Kraft:
d
me*—u = gF"uy
ds
Vierer-Potential:
A = (@,A)
F* = o9AY —9¥AH,
Die inhomogenen Maxwell’schen Gleichungen:
4m
DAV - ava‘uA'“ — ?]V

Lorenz-Eichung:
A" = 0
Die inhomogenen Maxwell’schen Gleichungen in der Lorenz-Eichung:

4m
oAy = — V.
CJ
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Definition des Feldstiarketensors:

0 —-E* —EY —FE%
E*¥ 0 —B* B
EY B* 0O -—-B
E* —BY B¥ 0

v =

Maxwell’sche Gleichungen:
PR FVM VM =,
F* = —j,
wobei j* = (cp, J).
Lorentz-Kraft:
,d

me”—u' = gF*uy,
ds

Fu,9) = ¢ <E(r,z) +2x E(t,)?)) :
C
Vierer-Potential:

A = (cp,A’>

F* = 9"AY —9YA*.
Lorenz-Eichung?:
A" = 0
Die inhomogenen Maxwell’schen Gleichungen in der Lorenz-Eichung:

4T
oAy = —jV.
CJ

8 Das Wirkungsprinzip

8.1 Die Lagrangedichte fiir die Wechselwirkung zwischen Teilchen und
elektromagnetischen Feldern

Zur Erinnerung: Die Wirkung eines freien relativistischen Teilchens:

b
STeilchen = —mc/ds
a

2Ludvig Valentin Lorenz (1829-1891); Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928)
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Fiir die Wechselwirkung zwischen einem Teilchen und dem elektromagnetischen Feld setzen wir

Sww = -1 /dx’“’ Au(x)
c
Fiir ein Teilchen miissen wir

Steilchen +Sww = —mC/ds—%/dx“ Ay(x)

betrachten. Variation der Koordinaten:
o= 4o
Variationsprinzip:
8 (Steitchen +Sww) = 0.
Zur Erinnerung
dds = uyddx’
Des weiteren ist

§(Audx") = A,ddx"+ (8A,)dx"

und
8A, = Au(x+8x) —Au(x) = (ovA,) &x
Somit
b b
S(STeilchen+SWW> = —mc/Bds—%/S(dx“ Au(x))
= —mc/uvd5x ——/A dox! — q/ 8A
b
d q
= mc/ (d—uv)S ds——/A doxt — / BVA dx"dx¥
Ry
Nun ist

b b
/(BVA ) '8 / (DA ) uSx" ds
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d aA ox’

b b
[ Audsa = /A < Satds = — /(% )

/avAuu ot'ds = /8 Ayut'x’ds

und somit
b
d q i q M v
O (Steitchen + Sww) mc% uy + ;auAvu — EaVA/J” ox'ds

b
d
/ (mcguv + %F,Nu“) oxVds

Somit muss gelten

d
mC$MV+§F“Vuﬂ = 0,
und daher
d

mczau# = gFuyu’

Bemerkung:
1
Sww = ——/dXHA —q/dt§u“A‘u.

Die Lagrangefunktion lautet

la
1 2
L= —ms—dup, = —me\[1- 5 — g+ T3,
C

Yo
Verallgemeinerter Impuls:
p = Z-_"™ 4z 5,93
oV |2 c
2
Hamilton-Funktion:

oL 2 2
H = v =" L= /mc*+c (P——A) +q®

oV 1_ 2
c2



Daher

H—g® = {/m?c*+c? (P——A)
C

Ersetzungsregeln (“Minimale Substitution”):

H — H—qg?,
P — B-1i
c

8.2 Felder als dynamische Variablen

Wir betrachten nun ein System bestehend aus Teilchen und Feldern. In der klassischen Mechanik
sind die Felder nur (vorgegebene) HilfsgroBen.

In der relativistischen Mechanik breitet sich die Wirkung mit einer endlichen Geschwindigkeit
aus. Daher indern sich Felder auch nicht instantan, sondern Anderungen breiten sich mit einer
endlichen Signalgeschwindigkeit aus. Daher sind auch Felder als dynamische Variablen zu be-
trachten.

Das Hamilton’sche Prinzip der kleinsten Wirkung 146t sich auch auf Systeme mit unendlich
vielen Freiheitsgraden verallgemeinern.

Argumentation:
e Eine verallgemeinerte Koordinate ¢;

e Abzihlbar viele Koordinaten ¢g;; Beispiel: Modell eines elastischen Stabes: Massepunkte
der Masse m im Abstand a, durch masselose Federn mit der Federkonstante k£ verbunden.

1
1 2
Vv = izk(%—o—l_%’)-

Lagrangefunktion:

1 1 m i+1 —4i ?
L — T_V:§Z<mq'l~2—k(%+l—%')2):Eza<zq’2_ka(%))

1

e Uberabzihlbar viele Koordinaten g, hier schreibt man dann oft g(x); Im obigen Beispiel
geht im Grenzfall a — 0 das Verhiltnis m/a iiber in u (Masse pro Lingeneinheit), ka geht
tiber in das Young’sche Modul Y, welches die Beziehung zwischen Kraft und Ausdehnung
pro Lingeneinheit beschreibt:

F = YE
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Weiter gilt

) i+1 —qi )
lim qie1 79 _ lim =
a—0 a a—0 a dx

Fiir die Lagrangefunktion erhilt man

Die Summation in der Lagrangefunktion geht iiber in ein Integral:

L = %/dx (yq’z—y<dzlix))2>
< ()

nennt man Lagrangedichte. Die Wirkung ist gegeben durch

S = /dt/de.

Wir betrachten nun die Verallgemeinerung auf einen vier-dimensionalen Raum. Die Lagrange-
dichte soll von den Raumzeitkoordinaten x, dem Feld y(x) und dessen Ableitung d,y(x), sowie
von duferen Quellen j(x) abhidngen.

Den Ausdruck

£ (W(x), 3y (x), j(x),x)
Die Wirkung ist gegeben als

5]
1
S = /dt///dSXL:E/d4xL
1

Das Wirkungsprinzip lautet

wobei die Variation der Felder oy auf den Hyperfliachen ¢, und #, verschwinden soll. Die Euler-
Lagrange-Gleichungen lassen sich wie in der klassischen Mechanik herleiten:

s /d [ [ vy otamon]

= /a’t///d3x _%SW-F a(afi\fl(x))ay (5\|I(x))]

15 r

— faf [ [ g_waa(;w] sy

1 L
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Somit

0L 0L

v %aw) -

8.3 Die Lagrangedichte der Elektrodynamik

Fiir die Wirkung der Elektrodynamik machen wir den Ansatz, daB} sie aus einem Term, der “freie”
Felder beschreibt und einem Term, der die Wechselwirkung mit der Materie beschreiben soll,
besteht.

S = Sreider +Sww

Fiir die Konstruktion von Syw konnen wir den Ausdruck fiir eine Punktladung auf allgemeine
Ladungsverteilungen verallgemeinern:

b
q
SWW,Punktladung = _;/dX’UA,u(X).
a

Die Ladungs- und die Stromdichte einer Punktladung mit Bahnkurve ¥'(¢) sind:

p(17) = a8 (—7(1))
3 = F0FE-2(1)).

Somit ist
) = (cp,f) :qc/ds ut & (x—x'(s))
b
Sww = —Z%/dx"AH(x)
Ly N N PR
— —;/d xcp(x)/dsg Au(x) = C2/d xep(x) 7 Au(x)

#(x)
JH(x

Fiir die Konstruktion von Sg,;4.- sollen die folgenden Forderungen erfiillt sein:
e Lorentz-Invarianz.

e Superpositionprinzip, d.h. das Ziel sind lineare Differentialgleichungen. Daher sollte der
Integrand von Sg.4.- quadratisch in den Feldkomponenten sein

e Physikalisch eindeutig, d.h. eichinvariant. Daher sollte der Integrand durch F,, und nicht
durch A, gegeben sein.
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Der einfachste Ansatz ist

SFelder /d4xFlqu'uv

167

Betrachten wir also nun

SFelder +Sww = ~Tome /d4Xva VY (x /d4x]
Mit Fy = d,Ay — dvA,, erhalten wir

1 1 1 .
SFelder +Sww = / d*x {—% (94Av) (04AY) + 3me (0uAv) (9¥AH) — C—QJ“ (X)Au(x)

Die Lagrangedichte lautet
1 1 1.
L = ~ 8 (BHAV) (0AY) + . (BHAV) (0VAH) — ;]“(x)Au(x)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten

z?:v‘a”a(g;v) =0
Somit
I, 1 v 1 v
—J (x)—I—Eau(a“A )—4—8 (0¥A*) = 0,
Ea F o = %J'V(x),
9 F — 4?” ).

8.4 Zusammenfassung der Lagrangedichtenformulierung

Beschreibung des Systems von Teilchen und elektromagnetischen Feldern durch

S = Steiichen + SFeider +Sww,
mit
b
STeilchen - —mc/ds,
a
S _ d*xFyF™
Felder — _1671:6' Xy )
1 .
Sww = 2 / d*xjt (x) Au(x)



Fiir eine Punktladung gilt

P = ge [ dsut(9) 8- (s)

und der Wechselwirkungsterm reduziert sich auf

b
Sww = —Q/dx“AH(x).
C
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Beschreibung des Systems von Teilchen und elektromagnetischen Feldern durch

S = STeilchen + SFelder + SWW,
mit
b
STeilchen - —mC/dS,
a
§ S W
Felder —R XEyy ,
1 .
Sww = o [ a4 ) Au)

Fiir eine Punktladung gilt

P = ac [ dsut(s) 8=+ (9))

und der Wechselwirkungsterm reduziert sich auf

b
Sww — —g/dx’“’Au(x).

Hamilton-Funktion eines Teilchens im elektro-magnetische Feld:

dL 2 L g2
L= Lz—kqd): \/mzc“—I—c2 (P—€A> +q®.
c

J— —
a—)
1% /1_;_2

Allgemeine Feldtheorie:

H =

oL 3 oL
9 (9y(x))

9 Erhaltungssitze

9.1 Die Hamilton-Funktion
In der letzten Vorlesung hatten wir eine allgemeine Lagrangedichte einer Feldtheorie
£ (W), 9,9 (x), j(x).x)
betrachtet. In Analogie zur klassischen Mechanik, wo der kanonisch konjugierte Impuls als

o
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definiert ist, definiert man das zum Feld y(x) kanonisch konjugierte Impulsfeld mt(x) als

0L
9 (doy(x))

Die Hamiltondichte definiert man als Legendre-Transformation

n(x) = ¢

o= Ta(dow(x) — £ (9(x), (), 10x) )

Beispiel 1:
%L = % [0:0(x)0(x) = 170*(x)] — p(x)O().
Es ist
n(x) = cdod(x)
und

1

art = 3[R0+ (Fo0) e + oot

Bemerkung: Die Hamiltondichte ist nicht manifest Lorentz-invariant.

Beispiel 2: Die Lagrangedichte fiir die elektromagnetischen Felder

1 1.
L (A/JvauAV) - _E/FMVFW - EJ“(X) Au(x)
1 1 .
= (BHAV) (0"AY) + o (BHAV) (9VAH) — — j*(x)Au(x)
Es ist
oL c c c
H = =——% 4 — A0 = — — O,
() “d (d0Ay) 4z ar 47
Und daher
= 0,
i C i
 4m (x).
Die Hamiltondichte ergibt sich zu
1 . |
H = -—-TdyA;—L =——T0A — L.
c c



Nebenrechnung: Aus

Et,®) = —V(t,3) ———A(t,7).
(1,5 (1,%) 5. A(.D)
folgt
0d = QA _E_Vo
0 cot
Nebenrechnung 2:
r = —Lr Lpam= LB - LA
16n *Y H 81 H
Somit
H = ——TA' —L = iE (E+ch) — — (E* = B?) + — j(x) Au(x)
C C
1 2 2 1 . 1 =
- = (B+B )-l—;]“(x) Au(x) + —EVD
Man nennt
1z
81

die Energiedichte des elektrischen Feldes, und
Ly
Ry

die Energiedichte des magnetische Feldes. Mittels partieller Integration erhélt man fiir den letzten

L[5 ][5
— _///d3xpc1>.

H = / / / & {81—% (Ez+§2>—%f(x)2(x)}

Bemerkung: Die Tatsache, daB n° = 0 wird in der Quantenelektrodynamik noch eine Rolle spie-
len, da man nicht naiv die Kommutationsrelation

[10(x),A°(y)] = ih& (x—y)

und somit

fordern kann.
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9.2 Noether’sche ErhaltungsgrofSen

Wir betrachten das Funktional

Iy] = / d'x £ (y(x),9,¥(x))
X

Wir betrachten zunichst eine Transformation, die £ strikt invariant 146t. Diese Transformation
sei gegeben durch

y(x) — y(x)=h%y(x)),

mit
Fiir o nahe bei Null gilt

o w4
oy = Y -y=o— h(y(x))

a=0

Fiir die Variation der Lagrangedichte ergibt sich

oL oL
o = —OoY+—-9,0

0L 0L 0L

= —dY+o,|=——0v|—-9,| ——— |6
oy’ H<a(au‘|’) W) #<a(au‘|’)> v
0L 0L 0L

= |=——-9Jdy———|Oy+9,| =——9
[aw “a@w)] Y “<a<auw> “’)

Falls y eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen ist, so verschwindet der erste Term. Ist
die Lagrangedichte invariant unter der Transformation 4%, so folgt, daB auch der zweite Term
verschwindet, also

duJ!(x) = 0,

wobei der erhaltene Strom durch

gegeben ist.

Wir konnen das Noethertheorem auf Transformationen erweitern, die die Lagrangedichte bis
auf Eichterme invariant lassen, d.h. Situationen in denen

1
L(A,0,Ay) = L(AM,GHAV)+Ej“(x)BHA(x)
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anstelle von
L(A,0A)) = L (Ay0.Av)
gilt. Falls d,,j* = 0 gilt, kann man j*(x)d,A(x) durch
3 (F (WAWX))
ersetzten. Der Zusatzterm ist dann eine Divergenz und gibt im Wirkungsintegral nur einen Ober-

flichenterm. Da dort die Variation der Felder verschwinden soll, dndert er nichts.

9.3 Translationsinvarianz und der Energie-Impuls-Tensor
Wir betrachten wieder die Lagrangedichte
L (\V(X), a,UW(x)) ’
die nicht explizit von x abhiingt. Unter Translationen
= M radt,
gilt
y(x) — () =yl +ac) =y(x) +dy(x),

= e, 0y (x).

a=0

d
By = ¥ -y=o_ylx+oo)

Es gilt weiter

Somit ist
oL 0
_ 9 P
> “(a@y X ) “(a(au o "’““))
Daher folgt
oL
-9 Pl — 0
ey £ “(a(a,,\p) ey \V(x)) ;
acy [gVﬂa,,L 9, (a (?)LW) aV\V(x)) _—
lLl -
aeyd, [gw— (a (?)LW) aV\V(x)) _
lLl -




Man nennt das Tensorfeld

™ = ( oL aV\V(x)) ey

9 (9uv)
den kanonischen Energie-Impuls-Tensor. T#" erfiillt die vier Erhaltungssitze
9T = 0.

Bemerkung: Treten mehrere Felder y () auf, so wird iiber alle Felder summiert:

N oL :

T = ——— ") | —¢™c

L (s

Bemerkung: Addiert man zu TV einen Term
ap BIJPV7
wobei BMPY antisymmetrisch in g und p ist,
BPHY  — B,UPV,
so gilt ebenfalls
Oy (T +0pB*Y) = 0.

Der kanonische Energie-Impuls-Tensor gibt also noch keine eindeutige ErhaltungsgroBe. Zur
Eindeutigkeit betrachten wir den Drehimpuls. Vorbemerkung: Die relativistische Verallgemeine-
rung des Drehimpulses

M = %xp
ist durch
1
M= Y =)
gegeben. An T*V stellt man nun die Zusatzforderung, dal mit der Definition der Drehimpuls-
dichte
MHVP —  THV,P _ THP Y
gilt:
ouMP = 0.
Dies bedeutet
OuMP = 9, (TH"xP —THPx") = (9,TH) xP + TP — (9,TH°) x¥ — TP
TV — TP =0.
Also
T — TV,U,

d.h. der Energie-Impuls-Tensor mufl symmetrisch sein.
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9.4 Der Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes
Wir betrachten des elektromagnetische Feld ohne duflere Quellen:

1

L (Alu,a‘uAv) — _ﬁFHvF'uv
Wir finden
9L gva) e = L 0T (0VA0) + -1 (°AY) (8%Aq) + —— gV FL o PO
9(duA:) " 4n Y 4n Y1en” PO
1 1 1
= E F'UT(.X')FTV ()C) + Zg'quchpc — EF'UTBTAV.

Nun ist allerdings, da wir keine @u3eren Quellen betrachten
BHF we—= 0,

und daher

1 1
——F"9.AY = ——0(F"AY).
4n " 2 )
Dieser Term stellt also einen Oberfldchenterm dar. Der symmetrische Energie-Impuls-Tensor des

elektromagnetischen Feldes lautet:

1 1
™ = {F‘“(x)FT”(xHZg“VFpGFP“ .

Fiir die expliziten Eintrige erhilt man

1 - —
TO — §<E2+BZ):M(I,)?),
= L(ExE) =150y

4T c
T {E’EJJFB‘BJ—QSU (E2+Bz>}.

u(t,X) die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes. Den Vektor S bezeichnet man als Poyn-
ting’scher Vektor. Er beschreibt die Impulsdichte bzw. die Fludichte der Energie. Die rein rdum-
lichen Komponenten bezeichnet man als Maxwell’scher Spannungstensor.

Nun betrachten wir zusitzlich dullere Quellen:

1 1,
L = _ﬁ IUVF,LN — E']'UA‘U
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Wir behalten die Definition des Energie-Impuls-Tensors bei

1 1
™ = i [F’“’T(x)FTV(x) + Zg’“’VFpGFpG} :

Fiir dessen Divergenz finden wir nun

1
41

1 1
= — {(B“Fm) FY + Fd'F™ + EFpGaVFPG}

0T = [aﬂ (FnF™) + %av (FpGFPG)}

. 1 1

e ;]TFW-FE |:Flurca'uFW+§FlufcavF'UT:|
1 1

— _EFVH-].N-’_%F,UT [aHFW—aTFV'u]

1 1
= —F"j,+—F ["FY +0"F*
c Jut 3T m[ + ]

1
= __FVH;
c Ju

Ausgeschrieben fiir die zeitliche Komponente erhélt man

“(ZusvVs) = —-E.j
c<8tu+ ) &

a - — = =
- VS+E-j = 0.
atu+ +£E-
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Noethertheorem: Symmetrietransformationen fithren zu erhaltenen Stromen.

0L

9. JH(x)=0, JH(x)= dy
g 9 (9u¥)
Energie-Impuls-Tensors des elektro-magnetischen Feldes:
T,uV _ ! F,UT FV 1 ,UVF FpG
= I (x)F7 (x)-l-Zg po :
o — L (B2 +B) = u(e.5)
STC ) )
™ = o (ExB) =159
47 c
= o |EE BB - 8 (B4 B)
4n 2

10 Formulierung der Maxwell’schen Theorie mittels Differen-
tialgeometrie

Zur Erinnerung: Wir hatten bisher das freie elektromagnetische Feld durch die Wirkung

1 1
S: E/d4)CL, L= _E :uVFluvy F,UV - aluAV_aVA,lb

beschrieben. Die Lagrangedichte ist eichinvariant unter den Transformationen
Au(x) = Au(x) +9uA(x).
Wir mochten dies nun in einen Zusammenhang mit der Differentialgeometrie stellen.
Weiterfiihrende Literatur:
- F. Scheck, Theoretische Physik 3 (Klassische Feldtheorie), Springer
- O. Forster, Analysis 3, Vieweg, (fiir Differentialformen)
- M. Schottenloher, Geometrie und Symmetrie in der Physik, Vieweg,

- M. Nakahara, Geometry, Topology and Physics, Institute of Physics
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10.1 Mannigfaltigkeiten

M ist eine n-dimensionale differentierbare Mannigfaltigkeit falls
e M ein topologischer Raum ist,
e und es eine Familie offener Mengen {U;} mit zugehdrigen Abbildungen ; gibt, so daf3
uv, = M
und ¢; ein Homeomorphismus von U; in eine offene Menge V; C R" ist.

e und falls U;NU; # 0, ist die Abbildung ¢;; = (p,(p}l von @;(U;NU;) nach ¢;(U;NUj)
beliebig oft differenzierbar.

Das Paar (Uj;, ;) bezeichnet man als Karte, wihrend die Familie {(U;, ¢;)} als Atlas bezeichnet
wird.
Bemerkung: M schaut lokal wie der R" aus, doch gilt dies nicht global.

Homeomorphismus: Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei topologischen Rdumen ist ein
Homeomorphismus, falls sie stetig ist und ein Inverses f~! : ¥ — X besitzt, welches ebenfalls
stetig ist.

Diffeomorphismus: Homeomorphismus und C*.

Sei I C R ein Intervall und y: I — M C R” eine differenzierbare Abbildung.

d
—Y(t R"
i) €

bezeichnet man als Tangentialvektor an M im Punkte Y(z9). Die Gesamtheit aller Tangential-
vektoren an M im Punkte p wird mit 7,M bezeichnet. Wir bezeichnen mit 7;M den dualen
Vektorraum von T,M, d.h. die Menge aller Linearformen

¢:T,M— R.
Die Elemente von ¢ € T;M heiBen auch Kotangentialvektoren.
Ein Vektorfeld ist eine Abbbildung

X:M—R"

X ordnet jedem Punkt p € M einen Tangentialvektor X (p) € R" zu.
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10.2 Differentialformen

Eine Differentialform erster Ordnung ist eine Abbildung
w:M—|JT;M
p

mit ®(p) € T;M. Die Differentialform ® ordnet also jedem Punkt p € M einen Kotangential-
vektor ®(p) € T,y M zu. Wir bezeichnen den Wert von ®(p) auf dem Tangentialvektor v € T,M
mit

(o(p),v)

Beispiel: Sei U C R" und f: U — R eine differenzierbare Funktion. Unter dem totalen Differen-
tial df von f versteht man

) = 35

Koordinatendarstellung: Jede Differentialform erster Ordnung 148 sich schreiben als

0 = Zn:fi(x)dx,-.

i=1

Kurvenintegrale: Sei y: [a,b] — U eine Kurve. Dann wird das Integral von o iiber 7y definiert als

/m - /b<°°(Y(f)A/(t)>dt.
Y a

Dachprodukt von Linearformen: Seien ®1, ..., @ € V* Linearformen. Dann wird die Abbildung
(DlA...AO)k:VkHR
definiert durch

(@1,v1) ... (o1, v)
(OJIA.../\O)k)(vl,...,vk) = det

<(x)k,v1) <(z)k,vk>
Koordinatendarstellung von Differentialformen k-ter Ordnung:

1
O = Hz-filmikdxil /\'“/\dxik'

Zuriickziehen von Differentialformen: Sei U C R” und
1
0 = E Zﬁlmikdxil N... /\dxik-
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eine k-Form in U. Weiter sei eine offene Menge V C R™ und eine stetig differenzierbare Abbil-
dung

0=(91,...,0,): VU
vorgegeben. Dann definiert man eine k-Form @*® in V durch

. 1
0’0 = 5 (fiio®)dey A Adp;.

Bemerkung: k-Formen konnen iiber k-dimensionale (Unter)-Mannigfaltigkeiten integriert wer-
den.

Beispiel:
e

A = 1
lhc

A,“(x)d-x/l?
definiert eine Eins-Form. Es ist auBerdem

e e
dA = d (%Avdxv> = i3 Avd A"
el
l_ p—

he 2
Daher ist es naheliegend die Feldstiarkezweiform als

e 1
F = dA= l&EFHVdXM/\dXV

(0uAy — OvA,) dx* Adx" .

zu definieren.

Bemerkung zu den Vorfaktoren: Wir betrachten den folgenden Differentialoperator:
e
he
Nun entspricht iiid,, in der Quantenmechanik dem Impulsoperator p,,, so daB} in der Klammer die

Verallgemeinerung des Terms
(7-24)
c
steht.

Wir berechnen noch D A D4 auf eine beliebige Form ® angewandt:

(DaoDa)o® = (d+i%Aydx“> 0 <d+i%Avdxv) ®

: e q
Dy = d+A=d+i A,,dx’“’:—ﬁ<zhd—;Audx’“’>.

= d(i=-Audx" A ©) +izAvdx Ndw (%)2Ayavdx“/\dxv A
= (dA) o
Daher
Dy = d+A,
D = dA+ANA=dA=F.

D4 bezeichnet man als kovariante Abbleitung, F' als Kriimmungsform.
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10.3 Hodge-Theorie

Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Falls M eine Metrik besitzt, gibt es einen natiirli-
chen Isomorphismus zwischen dem Raum aller r-Formen und dem Raum aller (m — r)-Formen,
der durch die Hodge-Operation * gegeben ist.

£ 0 QM) — Q"(M)

w(dd AN = ——— ngl,,,y, dx¥ N AN

(m—l")' Vit1---Vm

Bemerkung:
k@ = (=1)m*g

Mittels der Hodge-Operation kann man ein Skalarprodukt zwischen zwei r-Formen definieren.
Sei

1
0 = Ewmm,,,dx“l Ao Ndxt

1
n = ﬁn,,l_“,v,,dx’“/\.../\dx“k,

dann ist

@n) = [wnrm
M

1
M

Dieses Produkt ist symmetrisch:
(03,71) = (nam)
Beispiel:

P pods® Ndx® = (i) 2 Fyvd A dx.

el 1. e 1
*F = % <l§§FHvdXH/\dxv) = —1l— he) 2

4 hc

Wir haben weiter
1 . e 2 4
(FF) = 5 (%> / d*XF F*

und daher
1 /he\?
d*xr = — (=) (FF).
/ g 8n<e>(’ )
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Zusammenfassung der letzten Vorlesungen

Die Maxwell’schen Gleichungen:

(

b4 = 1 —
VXE(tX)+—-=B(t,X) = 0
X E(t,%) + — 5 B(1,%) :

VE‘(tv)_é) = 4TCp(l,)_C)),
= = 18—» 4TC—»
VxB(t,?) ——~E(t,X) = —jt.x
B9 - SR = Ty

Die Maxwell’sche Gleichungen in kovarianter Form:

MFH L MFVE L VM = 0,

4r
A F* = —j,
c
Wirkung:
1 4 v
SFelder = _—16TEC d)CFlqu .

Formulierung mittels Differentialformen:

. e
A = 1§A‘u(x)dx“,

el
F = dA:l§5Fluvdx“/\dxv.

1 [(he\? 1 /he\?

11 Elektrostatik

Fiir zeitunabhéngige Probleme zerfallen die Maxwell’schen Gleichungen in zwei unabhéngige
Teile. Die Gleichungen fiir das statische elektrische Feld:

(X) = 4np(%),
VxE® = 0.

Die Gleichungen fiir das statische magnetische Feld:

= = 4 -
VxB® = —j@),
C
V-B® = 0.



Bemerkung: Offensichtlich ist es fiir zeitunabhingige Phinomene sinnvoller, nicht die kovarian-
te Form zu verwenden.

Ein typisches Problem der Elektrostatik ist, das elektrische Feld aus einer vorgegebenen La-
dungsverteilung zu berechnen.

Wie bereits bekannt, 145t sich das elektrische Feld im statischen Fall als der Gradient eines ska-
laren Potentials schreiben:

E® = —Vo®).
Einsetzen in die inhomogenen Maxwell’sche Gleichung liefert:

AD(R) = —4mp(¥).

Diese Gleichung nennt man die Poisson-Gleichung. Allgemein erhilt man die Losung mit Hilfe
der Green’schen Funktionen. Fiir die Poisson-Gleichung lautet die zugehorige Differentialglei-
chung fiir die Green’sche Funktion

I 1
G - —f — o
&¥) nf7—%|
Eine Losung der Poisson-Gleichung ist somit
3~(7 = o 3./ p(fl)
d(x) = —47t/d xp(x)G(x,x):/d X = 7
X—x

Bemerkung: Die Losung der Poisson-Gleichung ist nicht eindeutig, wir konnen zu dieser Losung
immer eine Losung der homogenen Gleichung

AD(X) = 0
addieren. Diese homogene Gleichung nennt man die Laplace-Gleichung.

Fiir ein System von Punktladungen ist

und somit




11.1 Multipolentwicklung

Problemstellung: Beschreibung des Feldes einer gegebenen Ladungsverteilung in grolen Entfer-
nungen.

Praktische Anwendung: Rekonstruktion der Ladungsverteilung von Kernen, Atomen oder Mole-
kiilen aus der Wechselwirkung mit einem duf3eren Feld.

Wir betrachten daher eine Ladungsverteilung, die in einem begrenzten Gebiet lokalisiert ist. Au-
Berhalb dieses Gebiets gilt daher die Laplace-Gleichung

AD(X) = 0.

Ziel der Methode der Multipolentwicklung ist es, einen Satz von Grundlosungen der Laplace-
Gleichung zu finden,

- der vollstindig ist, d.h. jede Losung 146t sich als Linearkombination dieser Basislésungen
darstellen;

- und so daf} die Entwicklung in diesen Basisfunktionen eine systematische Entwicklung nach
(inversen) Potenzen des Abstandes ist, so daf fiir groBe Abstinde hohere Terme in dieser
Entwicklung nicht so wichtig sind.

Es ist naheliegend, sphérische Koordinaten zu verwenden:

X = rsinBcos,
= rsinOsing,
z = rcos®.

Zur Erinnerung: Die Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten lautet:

? 20 1 0 1 cos6 0 1
M= Lot loy L o 0% %
or? s or to 062 r? sin6 00 r2 sin” 6 0¢?

1 0 1 9 0 1
- 2 o)+ (sinb2d ) +—— 2 D=0
ror? (r )+r2sin986 (Smeae )+r2sin268(p2 0

Wir machen nun den Ansatz, da} die Losung faktorisiert

Bemerkung: Diese Vereinfachung 148 sich a posteriori rechtfertigen, da sie zu einem vollstindi-
gen Satz von Funktionen fiihrt. Einsetzen liefert

1, d°U  UQ d dP UP d*Q
dr?  r3sin6do de

-PO——+ sin0— —
r Q r3sin% 0 do?
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Multiplikation mit 73 sin® /(U PQ) liefert:

1d*U sin® d dP 1 d*Q
2 2 Sy s . “r o x
Uar TP a8 (Sme )+ 0 d¢?

do
Nun héngt nur der dritte Term von ¢ ab. Daher muf3 dieser Term gleich einer Konstanten sein,
die wir als —m? wihlen:

10
Q d¢? '
Einsetzen liefert nun:

pL&U [ 1 d (o gdP  m ],
U dr? ' | Psin®do sinf0|

Analog folgert nun, da nur die Terme in der Klammer von 0 abhingen, dass

1 d dpP m?
< (sin0%- ) — — (41
Psin® do (Sm de) $inZ0 (I+1)

gilt. Hierbei ist —/(/ + 1) eine weitere Konstante. Zusammenfassend haben wir also

A’U  I(1+1)
darr 2 v=20
1 d dP m?
% (sin0= )+ |11+ 1) - P =0
$in@ 46 (Sm de)+{< +1) sin2e] ’
?Q 5
d—([)2+mQ = 0.

Die Differentialgleichung fiir Q(¢) hat die Losungen

0(g) =

Die Eindeutigkeit erfordert, dall m ganzzahlig ist.
Die Differentialgleichung fiir U (r) hat die Losungen

)

C
U = O

Der erste Term ist zu verwenden, falls die Losung bei » = 0 regulér sein soll, der zweite Term ist
zu verwenden, wenn Regularitidt im Unendlichen gefordert wird.

Bemerkung: Wir sind hier an Losungen interesiert, die reguldr im Unendlichen sind. Daher fallen
die Losungen wie 1/r/ mit dem Abstand r ab. Fiir groBe Abstinde sind daher die Losungen mit
kleinem / relevant.
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Um die Losung fiir P(0) zu finden, verwendet man die Substitution
x = cos0.
Dies ergibt die Differentialgleichung

%[(l—xz)%]—l—{l(l+1)—1’7_12)€2]P — 0.

Diese Gleichung nennt sich verallgemeinerte Legendre-Gleichung. Die (normale) Legendre-
Gleichung hat die Form

% [(1—x2) %} +I(I+1)P = 0.

11.2 Orthogonale Funktionen

Auf einem reellen Funktionenraum # ist ein Skalarprodukt ein bilineares Funktional, welches
fiir f,g € ¥ die folgenden Bedingungen erfiillt:

(f+g.h) (fsh)+(g:h)
(af,g) = olf,8)
(f.8) = (&f)

(f.f) > Ofalls f#0.

Ein wichtiges Beispiel ist durch

b

(f.0) = [wfxgds

a

mit einer positiven Gewichtsfunktion w(x) gegeben.

Die Legendre Polynome P;(x) sind mit der Gewichtsfunktion w(x) = 1 auf dem Intervall [—1, 1]
definiert. Wie schon erwéhnt, sind sie Losungen der Differentialgleichung:

(1—x*)y' =2xy' +1(I+1)y = 0
Ausserdem erfiillen sie die Rekursionformel

P()(x) = 1,
Pi(x) = x,
(l—l— 1)Pl+1(x) = (ZZ—I— 1)XP1(X) —lPl,l(x).
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Desweitern lassen sie sich aus der Formel von Rodrigues bestimmen:

1 d

P(x) = 11 il

(x> —1)".

Eine weitere Moglichkeit besteht darin, sie aus der erzeugenden Funktion

1 (o)
= ZPl(x)zl, —1<x<1, |7 <1

V1—2xz+ Z2 1=0
zu gewinnen. Die assozierten Legendre-Funktionen Py, (x) sind gegeben durch
dm
Pin(x) = (=1)"(1 =" =P ().
Diese Funktionen erfiillen die Differenzialgleichung

d> d m?
L M .
g~ ZgpHii+) =g

(1—x%) Pp(x) = 0.

—x2

Wie bei den Legendrepolynomen ist / eine nicht-negative ganze Zahl und m nimmt die Werte
—1,—(I-1),...,0,...,(I—1),l an. Ausserdem haben wir die Relation

P(—x) = (=1D)""Py(x)

Die Kugelflichenfunktionen sind definiert durch

2041 (1—m)! im
n(0.0) — ¢ o cont)em

Sie erfiillen die Orthogonalitétsrelation

b4 27
/ d9sind / AQYi (8,0) Xirny (9,0) = S8y
0 0

und die Vollstindigkeitsrelation

=) 1
Y Y Vn(0.0) Vin(8¢) = (sin®) 50— 9)3(0— ).
[=0m=—1

Es gilt

Yim(8,0) = (=1)"¥im(9,0)"
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Die Kugelflichenfunktionen fiir / = 0, 1,2 lauten ausgeschrieben

Yoo = \/%’
Yio = %cosf},
n = —\/g sin9e'®,
Yo = \/@(30% 9-1),
Y51 = —\/gsmf}cosﬂe“p
Yoo = 312575 sin” 9e*®.
Wichtig ist das Additionstheorem:
Pleosa) = 577 X 15, 0. 0)Vin(6.0)

wobei (8, ¢) die Polarkoordinaten des Einheitsvektors £ sind, (6’,¢’) die Polarkoordinaten des
Einheitsvektors £ sind, und o den Winkel zwischen £ und £’ bezeichnet.

Somit haben wir fiir die Losungen der Laplace-Gleichung

. ° l ! c(
Pin(cos®)e™® =Y Y |V P | Yin (0,9).
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Elektrostatik: Poisson-Gleichung
AD(X) = —4np(X)

mit Losung

d(x) = / &3 /|5( x)’| + Losung der homogenen Gleichung.

Laplace-Gleichung:

AD(X) = 0
Losung in sphirischen Koordinaten:
(y C(Z)/
Z Z clmr —1—% Py, (cos0) e™® = Z Z o rl—l—% Yim (0,0).
=0m=—1 =0m=—1

11.3 Elektrostatische Probleme mit Axialsymmetrie

Fiir Probleme, die um eine Richtung im Raum axialsymmetrisch sind, ist es sinnvoll, die z-Achse
in diese Richtung zu legen. In diesem Fall ist das Potential unabhiingig vom Azimuthwinkel ¢
und es treten nur Kugelflachenfunktionen mit m = 0 auf.

oo (2)
d(x) = /d3  PF) =) [cl( P p) P, (cosO)

|X—X| =

Wir benétigen also die Entwicklung von

P;(cosa)

1 I i[ §)

X-x V242 22 cosa =0

in Legendre-Polynome, wobei o der Winkel zwischen X und ¥’ ist. Wir betrachten zunichst den
Fall cosa. = 1. Es gilt P;(1) = 1.

1 1

Fiir /' > r gilt:




Fiir /' < r gilt:

1 1& !
= oa(h)

Wir fiithren die folgende Bezeichnung ein

/ .o /
Fe =1, I's=TF fir r<r,

/ . /
re=vr, r~=r fir r>r.

Dann gilt:
I i(r<)l
lr—7| rs =\ ’
und daher
1 > L
— =7 = P (cosa
\x—x’\ ;)rl;l ( )

Ein einfaches Beispiel: Das Feld einer kugelsymmetrischen Ladungsdichte.

A
d(x) = /d3 / 27t/dr /de sin@(r ZﬁP] (cos®)

[X— X’I N

11.4 Allgemeine Anordnung ohne Axialsymmetrie

Mit Hilfe des Additionstheorems 1468t die Entwicklung der inversen Abstandsfunktion schreiben
als

1 =

— <
X—¥ ZO—zHPl(COS“)
- X Z 21+1 zfl Yin(68.9)Yin(6,9),
I=0m=—I
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Somit ist also

B(x) = /d3/P()

X X’I

_oo /
- zm ¥ ecp/dr ,H//dmlm, p(7).

Bemerkung: Diese Formel gilt sowohl fiir den Innen- als auch den AuBBenraum. Das Radialinte-
gral spaltet man wieder in zwei Teile auf:

) r )
/dr' = /dr’—l—/dr'.
0 0 r

Betrachtet man nur den AuBenraum, so gilt immer r > ' und die Formel vereinfacht sich zu

e(p l—H/dr l+2//dQYlm P ()

J/

qim

Man nennt die GroBen

r

am = [a/0)2 [ [ 27, 0.0)p)

0
die Multipolmomente der Ladungsverteilung p(X’). Somit
/

o 4n dim
EZ) 20+1 mZ " rlt1

=1

Diese Formel besagt, dal die Eigenschaften der Quelle, die durch die Multipolmomente ¢;,,, be-
schrieben werden, in der funktionalen Abhingigkeit des Potentials vom Aufpunkt X faktorisieren.

Da die Ladungsdichte ganz im Endlichen liegt, kann man in der Berechnung der Multipolmo-
mente die obere Grenze der Radialintegration auch gleich Unendlich wihlen, daher

o / a2 [ [ a0x;,(0.9)p(%) = [ 'Y, (6.0)p().
Es gilt
G = (=1)"q (—m)
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Fiir / = 0 gibt es nur ein Multipolelement:

A rom =
qoo = \/;/dxp(x)—\/ﬁQ,

wobei Q die Gesamtladung ist. Fiir / = 1 gibt es drei Multipolelemente, von denen nur zwei
wirklich berechnet werden miissen:

a = / P v (£)p(®) :—\/g / Px (' — ix?) p() :—\/g (' —id?)

5 e\ (7 /3 S 3
qi0 = /d3er10(x)p(x): E/d3xx3p(x): EdS'

d' sind die Komponenten des Dipolmoments
i = / Bx 70 ()
Ebenso definiert man das Quadrupolmoment Q% als
Q7 = /d3x (3xixj — r28’j) p(X).

Das Quadrupolmoment héngt mit den Multipolelementen mit / = 2 wie folgt zusammen: Zu-
nichst hat man
3, ,2p% (o)~ (2 15 371 22\2 /o
g = d’x rYy5 (R)p(X) = o d x(x —ix ) p(X),

1
o = [drva@p@ =g [dx - i) Fp()

o = [EP@e® =1 [ @B -)pm.

Dann findet man

V5 o o om
q22 - 4\/§ (Q 2lQ Q )7

Vs

AT
IV

Das Dipol- und das Quadrupolmoment sind wichtig in der Anwendung. Man betrachtet

d(x) = /d3x' P(¥)

% —¥|
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und entwickelt um die Stelle ¥’ = 0. Man hat mit r = ||

1 1 & Y 1 e xxJ—r & i 3
AP Y= P M e S
1= :
Somit
0 dx 1¢ x'x/
®0) = r3 +§..21QU s
i,j=
Bemerkung:
> ;i PN i ] 2 2 3 26ii\ i i
Z (3x’xj—r25”)x”x” = 3()_6)_6’) — = Z (3x” S S’J)x’xJ
i,j=1 i,j=1

Anwendung: Wir betrachten ein Objekt mit der Ladungsverteilung p(X) in einem dufBeren elek-
trischen Feld, dal von dem Potential ®;(X) erzeugt wird.

1 = = 1 _ =
Uyw = — / d*x2E\Ey = —— / d*xE| Vo,

= ——/d3xV E, ¢2 /d3 VEI) 02,
1

= o [ & (VEY)
4n/ g 1) 92

= /d3x P192,

Das Potential @, (X) entwickeln wir um X = 0:

107®,(0)
oxiox/

- L2 L1 :
Dy (X) = Pr(0)+X-VP,(0 E Z

Da E,(X) an der Stelle X = 0 keine Quellen haben soll, konnen wir einen Term 1/ 6r2V - E>(0)
dazuaddieren:

3 aEJ() 1 5= o

Dy(X) = Dr(0)—%- — = Z X/ 2 + P2V - E>(0) + ...
i,j=1
Somit erhélt man
. 3 0E)(0
Uww = Q1®2(0)—d,-E(0 ——ZQ o )

1}1

Der erste Term ist, wie erwartet, das Produkt aus der Ladung und dem Potential am Ursprung.
Der zweite Term gibt die Energie eines elektrischen Dipols im duBeren elektrischen Feld. Der
dritte Term gibt die Energie eines Quadrupols in einem Feldgradienten.
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Potential im Auflenraum einer Ladungsverteilung:

l qim
Y Yim(8,9)
m

=1

[e)

4T
E)ZH—l

Multipolmomente gegeben durch
am = [ x'v;,0.00p(5)
Die Multipolmomente fiir / = 1 lassen sich durch das Dipolmoment
/ Bx 70 ()
ausdriicken. Die Multipolmomente fiir / = 2 lassen sich durch das Quadrupolmoment
/d3x (3xixj —*8Y) p(%).
ausdriicken.

Wechselwirkungsenergie eines Objektes mit einer Ladungsverteilung in einem dufleren Feld:

- 3 aEJ
Upw = 0192(0) —d; Ex(0) — Z oy o )
1} 1

Korrekturen zur letzten Vorlesung:

Q1 = ( 0B+ QZS)

q20 = m
11.5 Nachtrag zu elektrischen Dipol- und Quadrupolfeldern

Bemerkung: Allgemein bezeichnet man als 2/-Pol, den Beitrag, der von dem /-ten Term in der
Entwicklung von 1/|X — X'| herriihrt.

Bemerkung 2: Man kann einen Dipol exakt realisieren indem man zwei entgegengesetzte La-
dungen AQ und —AQ and den Orten xa und — xa aufstellt und den Grenziibergang A — oo
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durchfiihrt.
Man kann einen Quadrupol exakt realisieren, indem man zwei entgegengesetzte Dipole Ad und
—Ad and den Orten ;—,ﬁ und —%ﬁ’ aufstellt und den Grenziibergang A — oo durchfiihrt.

Allgemeiner kann man einen 2/-Pol exakt realisieren, indem man zwei entgegengesetzte 2/~ !-
Pole AQ; 1 und —AQ;_; and den Orten ﬁ[j und —ﬁa’ aufstellt und den Grenziibergang A — oo
durchfiihrt.

Fiir einen elektrischen Dipol mit Potential im Au3enraum

findet man

Epi pol

Der zur 8-Distribution proportionale Zusatz garantiert, das

" 4t -
/d3x Epipor = —-d.
Wir betrachten
/ d3x E‘Dipol = — / d3x §¢Dipol = — / R2d-Q i cI)Dipoh
r<R r<R r=R

wobei 7i = X/R der nach auBen gerichtete Einheitsvektor ist. Also

i} (%) .
/d3xED,~pol - /deQﬁ :—/dQﬁ (d-ﬁ)
r=R

r<R r=R P
Wir driicken 7 durch 6 und ¢ aus:
i = sinBcos@ €| +sinOsin@ é; +cosO €3
Wihlen wir noch das Koordinatensystem so, daf}
d = dé,
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so gilt

/ &PxEpipel = — / aQii (d-7) = ~dzs / dQ cos?

r<R r=R r=R

. ATC -
_ —27ta’/d6 sinGcosZG——?nd

Nun ist aber

Co
W

/—\
=
><>
><>
&1

/d X ——— | /drr /dQ
\
und fiir d = dé;
L
[aa(3(3d)5-d) = 2nae [ a6 sind (3cos?0 1) =o0.

12 Magnetostatik

Die Grundgleichungen, die alle Phanomene mit ruhenden Permanentmagneten und mit statio-
naren, d.h. zeitlich unverianderlichen, elektrischen Stromen beschreiben, lauten:

4
—JX

Setzt man

VAR = 0,
so erhilt man
= 4T -,
ME = -

Diese Gleichung hat die gleiche Form wie die Poisson-Gleichung. Eine Losung ist gegeben durch

—»_’\/

/d3/ .x
|X — |
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12.1 Magnetische Dipoldichte und magnetisches Moment

Entwickelt man nun wieder fiir |X'| < |X| die Abstandsfunktion

1 1 XX

_,/| - —‘_)‘ —‘_"3 ceny

|X — X

so erhilt man fiir die i-te Komponente des Vektorpotentials

1 / 3/-' 3//k
e dXJl .)d(/d l
o e

Bemerkung: Das erste Integral ist Null, da der Strom erhalten ist.

Nebenrechnung:
/d3xxijk(56) = /d3xx] /d3xV X' j(x /d3x (§xi> J@)x
= —/d3x JL (@)
Daher

Man definiert nun

als magnetische Dipoldichte, und das Raumintegral iiber diese Dichte als magnetischen Moment:
1 / DPrix —.*(_,)
= — XX X
2c J

Somit erhélt man fiir das Vektorpotential

p—

;Dipol ()_6) - l_j X,
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12.2 Das Feld eines magnetischen Dipols

Fiir das Induktionsfeld eines magnetische Dipols gilt

EDipol = Vx ZDipol
Im AuBenraum haben wir
— N 1 N N
ADipol (x) = TaHXX
%]
und somit
3 m,n
. u"x
BlDipol = Z €iki€lmn (Vk 3 )
k,l,m,n=1 |x|
3 " 1
= Y ewEm <—35k" — 3" —5)
k,l,m,n=1 |x| |x|
3 ‘um ) 3 ) ) 1
- 2 _381m -3 Z (61m6kn . 51n6km> ‘umxnxk_s
m=1 ‘X‘ k,m,n=1 |x|
g X (R
= 25 3L 43
R TP
Dabher:
- 3 - 0)X—u
Boipor (£ u)Sx r
X]

Diese Formel gilt fiir [¥/| < |X|.
Bemerkung: Fiir einen idealisierten punktféormigen magnetischen Dipol betrachten wir zunéchst

3.1 3.9 A 2 = A
/ d xBDipol = /d xVXADipol:R / dQnXAD,-pal,
r<R r<R r=R

wobei 7i = X/R wieder der nach aulen gerichtete Einheitsvektor ist. Also

N —»X—»
/d3xBD,-p01 _ RZ/dQﬁx (“| |3X) _ /dQﬁx(ﬁxﬁ)
X
r<R r=R r=R

Wir driicken wieder 7 durch © und @ aus:
i = sinBcos@ €| +sinBsin@ €, 4 cosO &3

und wihlen das Koordinatensystem so, daf3



Dann haben wir

T
3] 8
/ d*x Bpipor = / dQiix (i x i) = 2mué; / dO sin’ 0 = ?ﬁ,
r<R r=R O

und somit
Bp, pol —

Alternative Herleitung des Zusatzterms: Der magnetische Dipol erzeugt eine Magnetisierungs-
dichte

Zusammenhang zwischen den B- und H-Feldern:
B = H+4mm

Maxwell-Gleichungen fiir statische magnetische Felder:

V-B = 0,
VxH = 0,
also gilt mit H= —%\p
Ay = 47V-in
Somit ist
Vy ()
¥ = — [ dyL—
vE) = - [ayts
Partielle Integration liefert
S Lo (XY
wo) = a2
X5
e
=
Analog zum elektrischen Dipol findet man
Hpipor = %——HS(X)
1] 3
und daher
Bpipot = Hpipor +4mitt
3x-mx—np 8w
- JEBIR T
%] 3
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12.3 Die Larmor-Prizession

Wir betrachten ein Magnetfeld, das von Ladungen hervorgerufen wird, die sich zu allen Zeiten in
einem endlichen Raumbereich bewegen, wobei ihre Impulse auch immer endlich bleiben miissen.
Wir interessieren uns fiir den zeitlichen Mittelwert des Magnetfeldes. Dieses mittlere Feld <§>
hingt dann nur noch von den Ortskoordinaten, aber nicht mehr von der Zeit ab und ist daher
statisch.

li t—=1i
ot Tl—rgo d ot Tl—rgo T
0

< a_§> B B B(T.) ~B0.3) _5

Eine raumlich begrenzte Stromverteilung stellt daher einen magnetischen Dipol dar. Wir be-
trachten nun die Krifte und Drehmomente, die auf diesen magnetischen Dipol in einem duf3eren
magnetischen Feld Ez wirken. Wir miissen fordern, daf} das du3ere magnetische Feld Ez schwach
ist, so daB die zeitliche Anderung von 77 auf einer Zeitskala stattfindet, die lang ist im Vergleich
zur Zeit T, die fiir die Zeitmittelung benotigt wird. Fiir die Stromdichte gilt

Y aivi(®)8 (x—%(1)).
i
Fiir das zeitliche Mittel der auf den magnetischen Dipol wirkenden Kraft gilt:
ql — = _
< > <qu—><32> Z < >><BQ—O.

Fiir das zeitgemittelte Drehmoment gilt:

(%) = (gan (akm))
. E</d3x5c’x<fx§2)>
= Y[ (v8) - [ (v)B2)

- 1 - o
/d3x (56]) = —5/d3xx2V~j 2/d3xx =
1
= %[i/d%xzp ,

daher verschwindet der zweite Term bei der zeitlichen Mittelung. Somit

Lo (o)

Nun ist



Nun ist

[dxiix By = Zic/cﬁx (¥ (G)) x B2 = zic/d3x (¥ 2) <f>_2ic/d3x ((7)-B2) =
_ %/Cﬁx (3:8:) () = (W)
Somit
<K7 > = 11X B,.
Haben alle Teilchen das gleiche Verhiltnis ¢/m so gilt

. 1 o A qd 5 = 4q 2w 7
g o= z—c/d3xxX<J>=Z—<i><vi>=2—2<xixl’i>
i

- 2¢ mc

q =g
= —{(L
2mc<>

und wir finden

— q — —
L) = ——(L)XB.
@) = 5L (iyxB

(Z> und g prizessieren daher mit der Winkelgeschwindigkeit

— q =
O = —B
2mc 2
um die §2—Achse. Man bezeichnet
q
0 = —
2mc 2

als Larmor-Frequenz.
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Feld eines elektrischen Dipols:

Epipor = FE — —dd(X).
Magnetische Dipoldichte:
— = 1 — =
mx) = 53X )
Magnetische Moment:
1
u = 2—6/d3xx><](x)

Feld eines magnetischen Dipols:
EDipol =

Wechselwirkung zwischen einem magnetischen Dipol und einem schwachen dufleren magneti-
schen Feld: Drehmoment:

Prizession:
d — q — -
—(L) = —(L)xXB
dt< ) 2mc< ) x B2
Larmor-Frequenz:
q
W = —DB.
2me

13 Die Maxwellschen Gleichungen in Materie

Bisher haben wir die Maxwell’schen Gleichungen nur im Vakuum betrachtet. In Materie muf3
nun allerdings zwischen der elektrischen Feldstirke E und der dielektrische Verschiebung D,
sowie zwischen der magnetische Induktion B und der magnetische Feldstirke H unterschieden
werden. Die Maxwell’schen Gleichungen in Materie lauten:

V-Bt,%) = 0,
V x E(t *)+1a§(t Y) 0
X)+—-=B(t,X) =
9 Cat b b
V.-D(1,¥) = 4np(t,%),
= = 18—» 475—»
VxH(t,X)——-=D(t.X) = —jtX).
x H(t,%) o3 (1,%) CJ(,X)



Zur Losung dieser Gleichungen bendétigt man Beziehungen zwischen E und D, sowie zwischen B
und H. Diese hingen im allgemeinen von den mikroskopischen Eigenschaften der Materie ab und
sind prinzipiell berechenbar. Allerdings sind wir meist nur an makroskopischen Eigenschaften
interessiert. Daher werden die Eigenschaften der Materie durch Groen beschrieben, die zwar
im Prinzip aus einer mikroskopischen Beschreibung berechenbar sind, die aber nur gemittelte
Eigenschaften der Materie widerspiegeln.

13.1 Zusammenhang der Verschiebung mit dem elektrischen Feld

Man unterscheidet zwischen elektrischen Leitern und polarisierbaren Medien.

In idealisierten Leitern gibt es frei bewegliche Ladungen, die sich bei Anlegen eines elektrischen
Feldes so lange verschieben werden, bis wieder ein statischer Gleichgewichtszustand erreicht ist.
Dies fiihrt zu induzierten Ladungen, die sich auf den Oberflachen der leitenden Objekte befinden.
Man definiert eine Flichenladungsdichte

= limh
n hlg(l)P

Mit Ausnahme dieser Leiteroberfliiche sind D und E gleich.

In polarisierbaren Medien gibt es keine freien Ladungen, es ist aber sehr wohl moglich, daf3
ein angelegtes elektrisches Feld lokal, d.h. iiber mikroskopische Distanzen das Medium polari-
siert.

Ist das Medium homogen und isotrop, so ist
D(X) = eE(X).

Ist das Medium isotrop, aber nicht mehr homogen, so wird € vom Ort abhéingen:
D) = e®@E®).

Ist das Medium weder homogen noch isotrop, so wird die Antwort des Mediums auf die ange-
legten Felder von der Richtung, in der diese zeigen abhingen. Die Funktion €(X) ist dann durch
eine 3 x 3-Matrix zu ersetzen:

D) = eI@)EIR).

Das elektrische Feld ist die elementare, mikroskopische Feldgrée. Das elektrische Verschie-
bungsfeld kann in einem Medium vom elektrischen Feld abweichen, falls im Medium lokal ver-
schiebbare Ladungen vorhanden sind. Man nimmt an, dall in Abwesenheit dulerer elektrischer
Felder die Multipolmomente der molekularen Ladungsverteilung verschwinden. Diese Annahme
ist gerechtfertig, falls man iiber hinreichend viele Molekiile mittelt. Legt man ein duferes elek-
trisches Feld an, so wird diese Ladungsverteilung modifiziert, und die Multipolmomente sind im
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Allgemeinen ungleich Null. Da die Ladungen gebunden sind, bleibt das nullte Multipolmoment
gleich Null. Der dominante Beitrag kommt daher von den molekularen Dipolen.

Wir betrachten ein einfaches schematische Modell: Ein Stiick elektrisch ungeladener Materie
moge derart in Zellen eingeteilt sein, so daf} innerhalb jeder Zelle positive und negative Ladun-
gen zwar verschoben werden konnen, die Zelle aber nicht verlassen konnen. Ohne dufleres Feld
ist jede Zelle elektrisch neutral. Legt man ein dulleres Feld an, werden die Zellen polarisiert und
man kann diese durch elektrische Dipole d; modellieren. Die makroskopische Wirkung wird in
Form einer Polarisierbarkeit beschrieben:

BE) = Ynld),

wobei n; die mittlere Zahl von Dipolen pro Volumenelement ist, und (cZ) der mittlere am Ort X;
wirksame Dipol ist.

Ein einzelner Dipol J, der sich am Ort ¥’ befindet, erzeugt am Punkt X ein Potential

. d-(x—-%) - =
cI)DipO(x) = # :de/

Bezeichnet p(X') die Verteilung der freien Ladungen, so geben diese und die in der Materie
induzierte Polarisation das Potential

(F) = / dx { pE¥)
p

Das elektrische Feld ist das negative Gradientenfeld des Potentials E = —V® und fiir seine
Divergenz erhilt man

V.E(X) = 4n [p(x*)—%ﬁ(f)]

Somit

%-(

el
—
R’
+
N
a
o
—
R’
N—
I
N
a
o
e

Da andererseits auch

gilt, findet man den Zusammenhang



Im einfachsten Fall ist die Antwort des Mediums auf das angelegte elektrische Feld, d.h. die
Polarisation P linear in £ und in jeder Richtung dieselbe (Isotropie), in einer Formel also

PE) = 2%®E®M),

wo Y (X) die elektrische Suszeptibilitdt des Mediums ist. In diesem Fall ist also
D(X) = e@E®),

wobei

—

e®) = 1-+4my.(d).

Ist das Medium auferdem noch homogen, dann ist € iiber das ganze Medium eine Konstante, die
Dielektrizititskonstante genannt wird. Fiir die inhomogene Maxwell’sche Gleichung ergibt sich
in diesem Fall

. X JE—

Die Richtung eines elektrischen Dipols weist von der negativen zur positiven Ladung. Daher hat
die Polarisation P die gleiche Richtung wie das duere Feld E. Somit ist

Xe >0 und €>1.

Daher wird das angelegte Feld durch die von ihm induzierten Dipolfelder abgeschwicht.

13.2 Zusammenhang zwischen Induktions- und magnetischen Feld

In Analogie zum elektrischen Fall diskutieren wir hier den Zusammenhang zwischen magneti-
scher Induktion und magnetischer Feldstirke.

Ein magnetischer Punktdipol erzeugt das Vektorpotential

— — =/
= ax(X—X')
Apipot(X) = —5 =3

X =X
Wir beschreiben die magnetische Polarsierbarkeit eines Stiicks Materie durch eine Magnetisie-

rungsdichte
(@) = Yonilm),

wobei (u;) das mittlere magnetische Dipolmoment am Ort X; ist, und n; die mittlere Anzahl
solcher Dipole pro Volumenelement. Falls auerdem noch eine freie Stromdichte j(X) vorhanden
ist, so hat man fiir das Vektorpotential

A’()_C») = gStrom(f)+KDipol(z)

1 I @) | ) x (F-¥)
c X—X| x— %




Wir verwenden wieder

und erhalten nach einer partiellen Integration

® = L / py )+ eV xin()

A
* c 7

Berechnet man nun die Rotation von E, so erhilt man

—

VxBE = Vx (v xA()’c’)) = —AAF) = = J(®) +4mV x i (x),
c

und damit

= =, s [ 4TC 2/

V % (B(x) —47tm(x)> = i),
Da andererseits fiir statische Magnetfelder

VxHE = —j{)
gilt, ergibt sich der Zusammenhang
H(¥) = B(X) —4nn(X), B(X) = H(X) + 4mm(x).

Ist die Antwort des Mediums linear und isotrop, so schreibt man

—

mx) = Am(X)H().
Man nennt ), (X) die magnetische Suszeptibilitit Man erhilt somit
BE) = u®HE@),
wobel
pE) = 1+4myx(3)

die magnetische Permeabilitit genannt wird. Die Linearitit ist gegeben fiir para- und diamagne-
tische Medien, nicht jedoch fiir ferromagnetische Medien.

Diamagnetische Substanzen bestehen aus Atomen, deren Gesamtdrehimpuls gleich Null ist, die
also kein eigenes magnetisches Moment besitzen. Das angelegte Magnetfeld induziert hier ma-
gnetische Momente, die dem angelegten Feld entgegen gerichtet sind. Dies bedeutet fiir die ma-
kroskopischen Parameter, dal ), < O und u < 1 ist.

99



Paramagnetische Substanzen bestehen aus Atomen, die einen nicht-verschwindenden Gesamt-
drehimpuls und ein eigenes magnetisches Moment besitzen. Dieses magnetische Moment, das
von ungepaarten Elektronen aus der Atombhiille stammt, richtet sich parallel zum angelegten Feld
aus, hier ist also ),;, > 0 und somit ¢ > 1. In beiden Fillen, dem Diamagnetismus und dem Para-
magnetismus, ist ¥, sehr klein und daher u nahe bei 1.

In ferromagnetischen Substanzen ist die Antwort des Mediums auf das angelegte Feld nicht
mehr linear und die Funktion

ist sogar mehrwertig, d.h. der Wert der Induktion B bei vorgegebenen Wert von H hingt davon
ab, wie das Feld H angefahren wurde. Es tritt das Phinomen der Hysterese auf.

13.3 Ohm’sches Gesetz

Im Inneren von Leitern konnen sich die Ladungstriager (meist die Elektronen) frei bewegen.
Bei der thermischen Bewegung fiihren sie unregelmissige Streuprozesse mit den Gitteratomen
(Phononen) aus. Im Mittel wird sich der dadurch bedingte Strom allerdins herausheben. Legt
man nun ein elektrisches Feld an, so findet zusitzlich zu dieser thermischen Bewegung eine
Driftbewegung in Richtung des angelegten Feldes statt. Wir konnen dies durch eine Bewegung
im duleren Feld mit Reibung beschreiben. Die Bewegungsgleichung lautet

2

Fiir einen stationdren Strom gilt

d2

WX:O,

und wir erhalten mit der Teilchendichte n folgenden Ausdruck fiir den gemittelten Leitungsstrom:

- 5 nq2 — —
j = ngv=—F =0FL.
my

o bezeichnet man als die Leitfdhigkeit. Fiir ein endliches Leiterstiick mit der Querschnittflache

A und der Linge L, an das eine Spannung U angelegt wird, erhalten wir also einen Strom /, der
dem Ohm’schen Gesetz geniigt:

I = A‘j}:Ac‘E}:Ac— y
L R

Dabei ist der Widerstand des Leiterstiicks durch



gegeben.

Bemerkung: Im Falle eines Supraleiters haben wir keine Reibung (y = 0). In diesem Fall ist
das Feld proportional zur zeitlichen Anderung des Suprastromes ji:

d—»‘ 2—»
- M p

r’ m
Diese Gleichung bildet zusammen mit der Gleichung

2
— - n -
Vxj = —%B

den Satz der London-Gleichungen, die eine phanomenologische Beschreibung der Supraleitung
darstellen.

13.4 Stetigkeitsbedingungen

In inhomogenen Medien konnen die Materialkonstanten €, y und 6 vom Orte abhidngen. In vielen
Fillen hat man es allerdings mit wenigstens stiickweisen homogenen Medien zu tun. Dann treten
Anderungen der Materialkonstanten nur an Grenzfliichen auf. Diese Anderungen kann man mit
Hilfe der Maxwell’schen Gleichungen bestimmen.

Normalkomponente von B: Wir legen in die Grenzflache eine Dose mit infinitesimaler Hohe
h, deren Boden und Deckel parallel zur Grenzflidche ist. Dann folgt aus der Divergenzfreiheit des
B-Feldes:

0= [@x¥-B=facha "= an- (B -B).

Die Normalkomponente von B ist stetig:

-

Normalkomponente von D:AusV-D = 4mp folgt mittels derselben Konstruktions
4nQ = /d%ﬁ-f) - fdcf).ﬁ 20 An. (13<2> —f)(l)) .
Die Normalkomponente von D macht an der Oberfliche einen Sprung, der proportional zur Ober-

flachenladungsdichte m ist:

D(f)—DS) = 4%%:47ﬁ].

Tangentialkomponente von H: Aus

VxH = —nj—i——
C C

9

D
ot
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folgt mit Hilfe eines rechteckigen geschlossenen Linienintegrals der Linge / langs der Oberfldache
und der infinitesimalen Hohe / senkrecht zur Oberfliche:

fdf.H:—n/deM—/dcﬁ.—D,
c c ot

Lo an,
(Fx 7)- (H(Z)—H(1)>l - T 5,

wobei der Einheitsvektor f zusammen mit d5 und 7 ein orthogonales Dreibein bilden und D auf
der Oberfliche vernachlissigt wurde. Da 7 eine beliebige Richtung tangential zur Oberfliche ist,
gilt:

A (ﬁ(2) _;1(1>> _ s T urface
C C

i X H)| macht daher einen Sprung von der GroBe und der Richtung der Flichenstromdichte
~sur face

J

Tangentialkomponente von E: Analog leitet man aus

VXE+-=—B = 0
c ot

im statischen Fall ab, dal die Tangentialkomponente von E stetig ist:
Zusammenfassung der Stetigkeitsbedingungen:

i (D? D) —4mn,  ax (E®—EV) =0,

. <§<2> _§<1>> ~0.  Ax (g@) _gu)) _ s face.
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung
Zusammenhang zwischen Verschiebung und elektrischen Feld:
D = E+4nP.

Einfachster Fall: Lineare Antwort des Mediums auf das angelegte elektrische Feld:

P(®) = %®E®),
D) = e(®E(),
e(X) = 14+4my(x).

Zusammenhang zwischen magnetischer Induktion und magnetischer Feldstirke:
B(X) = H(X) +4mmn(¥).

Einfachster Fall: Lineare Antwort des Mediums:

X) = xn@H),

(¥) = u@H(x),

uE = 1+dmp(®)

m
B
Ohm’sches Gesetz:

Stetigkeitsbedingungen:
A (D(2> —f)(l)) —4mm,  Ax (E(2> —E(U) —0,

5. (§<2> _gu)) —0. ax (g(z) _p,m) _ %fsurﬂlce.

13.5 Der Energie-Impuls-Tensor in Materie

Der symmetrische Energie-Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes im Vakuum lautet:

1 1
™ = i [F‘“T(x)Ftv(x) + Zg'“VFpGFpG} :
Fiir die expliziten Eintrige erhilt man
1 = —
T = (B4 B) = u(t,¥
STC + u( 7x)7
o= L (E xE)i — cPI(1,3)
47 Y
1 /o i 1.
0 = _(ExB) =53,
4n c (r,%)
ri = — L \pipigpi_ L (B2+7)
4n 2



Fiir dessen Divergenz finden wir nun

1 .
aluT'uv = _EFV'U‘]:U'

Ausgeschrieben fiir die zeitliche Komponente erhilt man

a - = - -
—u+VS+E-j = 0.
atLH_ +L-y

Wir betrachten nun den Energie-Impuls-Tensor in Materie. Nimmt man einen linearen Zusam-
menhang an

D=¢E, B=yH,

so findet man fiir den Energie-Impuls-Tensor

1 |4 1 N
™ = i F“T(X)Frv(x)‘l‘zngchpc ,
wobei
0 —E° —EY —F¢ 0 —-DY —-D —Df
P _ EX 0 -B B P _ DY 0 —H° H
EY B* 0 —B* ’ DY H* 0 —H*
E* —BY B*¥ 0 D —HY H* 0
Man erhalt dann
65 = - (£-D+i-B) ! (e + uil?)
u X = —_— . . —_
’ 8 8m a
Bt %) ! BxBe L ey it
X = e g —
’ 41c 41c # ’
— C - —
S(t,X) = —ExH
(z,%) 4T ’
.. 1 I 1.... ey 1....
TV = —— |e(EE/ - -8VE? H'H/ - -87H?)|.
x| (B398 v (S )

Bemerkung: Man definiert

[ = —x (D B):—* (E H)
4ncx>< X 4 X X X

als Drehimpulsdichte des elektromagnetischen Feldes.
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14 Die Strahlung des elektromagnetischen Feldes

Im folgenden wenden wir uns, soweit nicht explizit anders angegeben, wieder Losungen der
Maxwell’schen Gleichungen im Vakuum zu. Durch die Einfithrung des Viererpotentials reduzie-
ren sich die Maxwell’schen Gleichungen auf

47t
DAV - BVBMA“ - ?]V

Wihlt man die Lorenz-Eichung

so erhilt man

Zur Erinnerung:

14.1 Die Helmholtz-Gleichung

Wir betrachten nun die Gleichung

1 0° . .
AX — gﬁ W(I,X) = —4TCF<I,X)

Eine Methode, diese Gleichung zu 16sen, besteht darin, eine Fouriertransformation fiir die Zeit-
komponente durchzufiihren.

17 .
wed) = o [doe (o3,
F(t,X) = i/malcoe"“”F((sz) %)
) ZTC ) Y
Fiir die Riicktransforamtion gilt
Wo.H = [drevy(),
Flox) = / dt dOF (1,5),
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Einsetzen liefert

(A +K) §(0.F) = —4nF(,3), k:?.

Diese Gleichung nennt man die (inhomogene) Helmholtz-Gleichung. Bemerkung: Bis auf das
Vorzeichen von k2 ist diese Gleichung identisch mit der Differentialgleichung fiir das Yukawa-

Potential.

Zur Losung dieser Differentialgleichung betrachten wir zunéchst die Green’sche-Funktion, wel-
che die Losung der Gleichung

(Ac+K) G (3 %) = & @F-X).

Diese Gleichung hat die Losungen

Wir bestimmen nun die Green’sche Funktion der Gleichung

1 az =, o 1 NS3/= o
A G(t,x,t',X) = =d(t—1)0(X—X).

202 c

Fiihrt man die Fouriertransformation in ¢ durch

17 .
G 7)) = o / do e @ G(o,%,1,7),

1 11 - /
SS(—NB(x—F) = — B3 (x-7 /d —io(t—t")
81— )P -T) = 5 -FE—F) [doe ),
so ergibt sich
2\ A S Los o o iar
(A +£7) G5t %) = -&FF-X),
c
und somit
~ — 1 i g — =
Glo,% %) = ;eth,:f(x,x').

Fithrt man dann die Riicktransformation der Fouriertransformation durch, so erhilt man



_ / do Gi flc)(tft')
2nc

1 11 1 ) o=
= __——/do) |)?_)_C,/|exp(—zm(t—t’)j:zk’x—)_c”})

4t 2n c
11 ®

= oy | dwexp(—io(r— 1) i [i- )
4 c |X — x’\Z / exp { i lc‘x 7|

Nun ist aber

;—E_deexp(—ico{(t—t’)$% X’—)?’\D = 5(0—/)?%}5_5‘4})

Somit

11 1
+/ oo - o
t,Xx,t = t:l:— .
GUSLT) = - x'|8< [ o ’D

Mit Hilfe dieser Green’schen Funktion ergibt sich die Losung der inhomogenen Gleichung

1 9? By .
Ax— ?ﬁ \II(I,X) = —4TCF<I,X)
zu
VE(nLE) = —4n / cdr / B GE(1 %0 R)F (7).
Bemerkung: Die retardierte Green’sche Funktion G (z,X,¢/,X'): Hier erzwingt die 8-Distribution
1
t o= t'+-|x-¥|,
c

d.h. t > ¢'. Das Signal, das von der Quelle am Ort ¥ zur Zeit ¢’ ausgeht, lduft mit Lichtgeschwin-
digkeit zum Beobachter am Ort X und erreicht diesen zur Zeit

t = t'+ Laufzeit des Signals von ¥’ nach ¥.

Beschreibt F(¢/,X') eine in Raum und Zeit lokalisierte Quelle, so bedeutet dies im Besonderen,
daB fiir alle ¢’ < t;,; und fiir alle ¢ > trin die Quelle keinen Beitrag liefert. Wenn zur Zeit t =
—oo bereits ein gewisser Anfangszustand ;,(—oe,X) vorlag (in fiir “incoming”), dann lautet die
vollstindige Losung

V(LD = Win(t,X) —4m / cdr’ / B G (1,51 RV (T,
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Es ist zwar schon lange bevor die Quelle funkt ein einlaufendes Signal vorhanden, die Quelle
liefert aber zusitzliche Beitrdge nur dann, wenn 7 gleich ¢/ 4 |X — ¥'| /¢ ist. Sie trigt zum Gesamt-
feld y nur auf retardierte Weise, d.h. kausal bei.

Die avancierte Green’sche Funktion G~ (¢,X,#',X’): Hier erzwingt die 3-Distribution

d.h. die Zeit ¢, zur der der Beobachter etwas wahrnimmt ist friiher als die Zeit t’ zu der die Quelle
funkt. Daher ist ¢ nicht kausal mit 7’ verkniipft. Die avancierte Green’sche Funktion wird ver-
wendet, falls als Randbedingung nicht das einlaufende Feld y;, sondern die auslaufende Losung
Your gegeben ist, die sich zur Zeit t = oo einstellt. In diesem Fall lautet die vollstindige Losung

VLD = Yoult, ) —4n/c dt’/d3x’ G (1,51 ¥ )F (', 7).

14.2 Das Lienard-Wiechert Potential

Ein elektrisch geladenes Teilchen, das im rdumlichen Bezugssystem K die Bahnkurve 7(¢) durch-
lauft, erzeugt auBer der punktformigen Ladungsdichte p(z,X) eine Stromdichte j(z,X), die zu
seiner Geschwindigkeit proportional ist:

p(17) = g8 E-7(1))
ed) = g8 E-70)

Somit ist
ﬂw>=(mﬂ=¢/mw#@—m»

Diese Stromdichte agiert als Quellterm fiir das elektromagnetische Feld:

4t .
A" = —j#
c

in Lorenz-Eichung. Eine Losung fiir das Viererpotential A* ist gegeben durch

4T
Ax) = -8 / 4 G (x, ) ().
c
Die retardierte Green’sche Funktion lautete
11 1 1
G (x,x) = ——~ Slt— | +-|x—%
(x,%) 4 c |¥—X'| < [ +c’x x’
1 1



Bemerkung:

wobei die u; die einfachen Nullstellen von f(u) sind. Einsetzen liefert
AF(x) = —47“ / 4N G (x, ) 1 ()
= 2q/a’s/d4x/® (xo —x’o) ) ((x—x’)z) u & (x' = r(s))
= 2q/ds C] (xo - ro(s)) ) ((x— r(s))2> ut(s)

Nun ist
d 4 sy
a(x—r(s))2 . = —2(x—r(s))y ar(s) s,
= —2(x—r(s0)),u"(s0)
und daher
A (x) calC)

T r(s0)) - uls0)"

Diesen Ausdruck nennt man das Lienard-Wiechert Potential.
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

4t .
A" = —jH.
c

Green’sche Funktion (Achtung auf Vorzeichen!):

2
(Ax_ia_) G5t ¥) = “8(t—1)PE-F).

c2 ot? c
Losung:
GE(t,x1 %) = :—ni |)_C,_1 ﬁ,‘s (t [t’i - fc’—fc"@ )
Losung fiir das Viererpotential A*:
A(x) = —47“ a6t ) )

Anwendung: Das Feld eines geladenen Teilchens:

Jx) = qc/ds ! 8* (x—r(s))

Lienard-Wiechert Potential:
u!(t")
(x—r(t') u(t)

Bemerkung: «#(¢) und r(¢') sind bei ¢’ auszuwerten, so daB x auf dem Vorwirtslichtkegel von
r(f) liegt.

Afx) = ¢

14.3 Abstrahlung einer beschleunigten Ladung

Motivation:
- Punktladung, die lings einer Achse oszilliert.
- Ladungen auf einer Kreisbahn.
- Synchrotronstrahlung.
Techniken:
- Green’sche Funktionen.

- Fouriertransformation.
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- Losungen der homogenen Gleichung.

- Multipolentwicklung.

Wir bestimmen nun die elektrischen und magnetischen Felder aus dem Potential: Mit

ergibt sich zunéchst

Wegen (x—r('))* = 0 und x° > rO(¢') ist
O = c(r—t)=x—7| =R,

wobei R den rdumlichen Abstand zwischen dem Aufpunkt x und dem Punkt r(¢) auf der Bahn-
kurve bezeichnet. Weiter definieren wir den Richtungsvektor

1Y,
- )
X —F(")]

Damit erhalten wir dann
1
u-(x—r) = YR (1 ——V-ﬁ)
c
Fiir die Zeit- und Raumkomponenten von A* = (&, A) finden wir

b —

<l
S
SN—

A =

e I
|

—
p—
I

S l=(al< O =] =—

<l
S
SN—

Bemerkung: ® und A sind Funktionen von R = ¥ — 7(') und ().

Wir mochten nun die elektrischen und magnetischen Felder am Punkte X zur Zeit ¢ bestimmen:

E = —Vd— 132{,
c ot

=

B = %xﬁ.

Dies erfordert Differentiation nach den Aufpunktkoordinaten ¢, x, y und z. Die Potentiale sind
aber zur retardierten Zeit



gegeben. Wir betrachten

0 = J , 0 0 o’
—R° = —R°=2R—R=2Rc—(t—t')=2Rc|1——
ot ot ot Cat( ) C< ot
Andererseits
a =2 a N 2 — a / at/ = at/
—R° = —(X—7y(t =2R| —=—7F(t) | = = —2RV—
ot ot (x o )) aﬂ’O( ) ot "at
Somit
ot’ Lot
2Rc |1 — = = —2RvVv—
C( &) "o
und
o' 1
= —.
ot 1 :_R
Analog findet man indem man
J =
0x;
betrachtet, die Beziehung
- R
v = —

Somit berechnet man

Do _ oA R o ok aw o

ot°  OR; o' ot dv; of o’

D L ORI WY A o
o — R \ow o o) Tow o o

Man findet nach einer lingeren Rechnung:

[}

E =g fi 3<R—K )+—q — 3{Rx l(R—KR)X—V
R

- 1 - — —

B = - RxE):ﬁxE.
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Bemerkungen: Man schreibt

E - Esmt"‘Eacc,
-5 v
(r-%)

Eacc — %{R)X {(ﬁ—KR)XaEV}}

Eg . nennt man statisches oder Geschwindigkeitsfeld. Es ist auch dann vorhanden, wenn sich
das Teilchen geradlinig-gleichformig bewegt. Der zweite Anteil E . nennt man das Beschleuni-
gungsfeld. Es ist proportional zu v und verschwindet daher, wenn sich das Teilchen mit konstan-
ter Geschwindigkeit bewegt.

Beachte: Fiir groBe Abstiinde fallen die Felder wie

1!

Estat ~

Eacc ~

Z:I—‘%|~

ab.

Wir betrachten nun die abgestrahlte Leistung. Fiir R — oo dominiert der Strahlungsterm und

der Poynting’sche Vektor ergibt sich zu
— = C - - C - ~ = C - A
S(tvx) = EEacc X Byee = EEacc X (n X Eacc> ~ EEC%CCn'

Der Poynting’sche Vektor gibt den Energieflul pro Einheitsfliche pro Einheitszeit ¢ an. Wir in-
teressieren uns fiir die abgestrahlte Energie pro Raumwinkelelement und pro Einheitszeit ¢':

/

dQ R—o 4TC ot
Man findet




wobei B =V/ec.
Bemerkung: Dieser Ausdruck ist unabhédngig von R. Die gesamte abgestrahlte Leistung erhilt

man aus
dP
P = dQ—.
/ dQ
Man erhilt die Formel von Lienard:

247 | (O 1 o\ *
poo Mol() L (5P
3c3 ot c? ot
Bemerkung: Nur ein beschleunigtes Teilchen strahlt Energie ab. Bewegt es sich mit konstanter
Geschwindigkeit, so strahlt es nicht.

Bemerkung 2: Fiir v < ¢ erhilt man
B 242 (V>
33\t )

Bemerkung 3: Anwendungen dieser Formeln:
- Eliminiert klassische Atommodelle.
- Antennen.
- Verlustleistung in Teilchenbeschleunigern.

- Synchrotronstrahlung.

14.4 Strahlungsfelder lokalisierter oszillierender Quellen

Die einfachsten strahlenden Quellen lassen sich durch lokalisierte, oszillierende Ladungs- und
Stromdichten modellieren. Lokalisiert bedeutet, da die Quellen nur ein endliches Gebiet im
Raum einnehmen.

p(r,%) = p(E)e,
j6,3) = j®e .

Man verwendet harmonische Funktionen in komplexer Form. Realistische Quellverteilungen
kann man daher durch Fourieranalyse in der Variablen ¢ erhalten.
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Verwendet man die Lorenz-Eichung und die retardierte Green’sche Funktion, so erhélt man fiir

das Vektorpotential

. 1 2o —iot 1
Ae,®) = j/ff/md%lgTsch4+—u—fo
C X—X C

_ l/d3x/ ](f/) ei%\)‘c’f?\efio)t
c |X—X|

= AR)e .

Wir betrachten die Strahlung auBerhalb der Quellen im Vakuum, daher ist

Q)
k = —.
c
AuBerdem gilt im AuB3enraum
VxB——=E = 0
cot
Setzt man
E(t,)?) E(* e‘iw’,
E(t,ic’) = E(*)e*i‘”t,
SO ist

Daher berechnet man aus der Stromdichte j zunichst A und anschliessend daraus B und E. A (%)
ist gegeben durch

g o
/ezk\xfx | .

(= 3
A® = —/dxﬁ_?HW)
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Abstrahlung einer bewegten Punktladung:
Lienard-Wiechert Potential:

ut (1)
(x—=r(t) u(t)

Das elektrische Feld setzt sich aus einem Geschwindigkeitsfeld und einem Beschleunigungsfeld
zusammen:

Allx) = ¢

E - Estat+Ea667

1-% ¥
Egu = (]7f 3<R——R),
(R=f) Y €

acc

i
o
3]
/N
=~
| LS}
=
<l
~
(O8]
—N—
=
X
| — |
N
=
|
9} 1)
]
~_
X
¥l
<!
| I
H/_/

Fiir das magnetische Feld gilt:

Abstrahlung oszillierender Quellen:

= =\ ,—i0t
p(t,X) = p(X)e '™,

jt.% = j@e ™.

1O
—~

Das elektrische und magnetische Feld haben dann ebenfalls diese Zeitabhingigkeit:

E(t,X) = EX)e ™,
B(1,%) = B(X)e ™,

Das elektrische und das magnetische Feld lassen sich durch das Vektorpotential ausdriicken:

B® = VxA(®®),
E® = i% x B(¥)
Fiir das Vektorpotential haben wir:
. 1 eik\)_c?)_c"\ N
A — — _ / =
®) = [ i)
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14.5 Multipolstrahlung

In der Elektrostatik hatten wir die inverse Abstandsfunktion systematisch entwickelt:

T 4n2 Z Z,H Y in(©9)7in(6.9),

Hier tritt nun anstelle der inversen Abstandsfunktion die Funktion

SikE—|

X —¥|

auf. Die Verallgemeinerung der Entwicklung fiir & # 0 lautet

S|
X— 7| = 4mk2 Z Ji(kr<)h k”>)Ylm<e (P)Ylm(e ?),

=0m=-1

Die Funktionen j;(z) sind die sphérischen Bessel-Funktionen, die Funktionen hl(l) (z) die sphiri-
schen Hankel-Funktionen der ersten Art. Diese lassen sich ausdriicken durch

@) = i) +in().

Hierbei ist n;(z) die sphirische Neumann-Funktion. Fiir j;(z) und n;(z) hat man die Formeln

, 1d\'sinz
g = (=2) (——) —,
zdz Z
1d lcosz
(N[22 ) Pee
m(z) = —(=2) <zdz) z
AuBerhalb der Quellen erhilt man daher
5 Arik & L 1) *
AR) = —Z Z hl( (kr) Yim (0,9 /d3x] )i (kr') Y5, (8, 9").
[=0m=-1

Der Ausdruck
G = [ X (k) Y30 9)

hiangt nur von der Quellverteilung ab und stellt eine Verallgemeinerung der Multipolelemente
dar. Somit

— 4J'Clk
A = —Z Z qzm kr Ylm(e (P>
=0m=—1
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Sei d die raumliche Ausdehnung der Quelle und A = 21t /k die Wellenlénge.

In der Nahzone, definiert durch
d<r<\
ist das Produkt kr klein gegen 1 und man hat

A
ezk|x Yl 1.

Somit findet man

_ Y]m(e,([)) 3 g *
- 7Y 2 ST [T )

Interpretation: Retardierungseffekte noch zu vernachlédssigen. Bis auf die harmonische Zeitab-
hingigkeit sind £ und B statische Felder.

In der Fernzone, definiert durch

d<A<r
kann man nach r’/r entwickeln:
X—¥| ~r—a-¥, a=1.
T A Nl 3 kit
AX) ~ — [d’Xe Jj(x)
cr
tkr oo —ik)" N
- oy TR & 3:2) 7).
cr = n!

14.6 Dipolstrahlung

Wir betrachten nun den / = 0-Term in der Multipolentwicklung. Mit

: sin(kr) 1y e 1
kr) = hy’ = —. Yoo(0.0)=
.]0( r) kr ) 0 ikra 00( 7(P) \/ﬁ,
findet man
ikr : /
- e -, sin(kr’)
AR — d3 /3o
® = < [di =5

Ist die Quelle nahezu punktformig, d.h. gilt d < A, so folgt kr’ < 1 und man kann

sin(kr’)

P ~ 1
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setzen. Ferner folgt aus der Kontinuitidtsgleichung

Mittels einer partiellen Integration findet man dann

ikr ikr

— — = — '(l)
i@ = & [avjw)=-5 [aww (V- j@)) = -5 /fmmw
cr cr cr
ik ikr
_ ke 2
,
Zur Erinnerung
o 2
k = _ = —
c A
Die Felder berechnet man mittels
o 5 eikr 1 5
B(X) = VxAQX) =k l—— )X x
® 0= (10 )axd
. . eikr 3 ikr 3 E
E@ = VxBE =~ @xd)xx+—?(y—mﬁfﬁ(ﬁd)— ]
r r

—imt
9
—iot
)

E(t,X) = E®X)
B B(¥

(1,%) = B()

Diskussion: Dipol in der Fernzone. Fiir grof3e Abstiande gilt

e
e

ikr

B = K¥<ixd,
r
. eikr 5
E® = K& ()Ex d) x 3.
r

Bemerkungen:

- Beide Felder schwingen in Phase.

- Die Betriége der Felder sind von der gleichen GroBenordnung.
- Beide Felder stehen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung x.

- Beide Felder fallen mit 1/r ab.
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Der Dipol in der Nahzone: Da der Dipol als punktformig vorausgesetzt wurde, ist r immer noch
grof} gegeniiber d, andererseits ist 7 nun aber klein gegeniiber A:

d<r<A.

Die Niherung kr’ < 1 ist weiterhin giiltig, auBerdem gilt nun auch kr < 1. Wir erhalten

- k -
B(X) = i—=ixd,

r
= 1 = —
E® = - [3%(%d)-d|.
(%) 3|35 (F

Bemerkungen:
- Abgesehen von der harmonischen Zeitabhingigkeit ist das elektrische Feld gleich dem eines

statischen elektrischen Dipols.
- Der Betrag von B ist um einen Faktor kr kleiner als der von E, das elektrische Feld dominiert

in der Nahzone.
- Die beiden Felder haben eine Phasenverschiebung von 7t/2.
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Multipolstrahlung:

=, 47tlk > !
A(¥) = —Z Z QIm kr ) Yim (9, 0),
=0m=-1
qlmz/d3XJ )ji (kr') Y;,,(8', ¢)

Dipolstrahlung (I = 0):

. l'keikr N
d.

r

ikr
- 1 g
B = k< (1—?))2“1,

r LKT
eikr 5 eikr
(#xd) x 2+ 55

r

E@ = K (1 — ikr) [3&(&&)—5].

Erlduterungen zu komplexen Feldern: Wir hatten die harmonische Zeitabhingigkeit als

r

e—l(l)l‘

angenommen. Da
¢® = cos@+ising

erhilt man die physikalischen Felder durch die Bildung des Realteils:
Ree ™ = cos(ox)

Vorteile der komplexen Notation: Vereinfachte Rechenregeln:

el(erB _ ei(oc+[3)

ist einfacher als

cosocosf = % [cos (ot —B) +cos (o +P)].

Desweiteren ist die exponentielle Abhéngigkeit besonders geeignet fiir die Fourieranalyse.

Wir betrachten noch die Bestimmung des magnetischen Feldes der Dipolstrahlung in der Nah-
zone (kr < 1): Wir hatten

Buiys(t,%) = ReB(t,%),
(

1,¥) = B(X)e ',

ikr
Bx) = k2e—<1——)x><d

r
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Also

Bos(1,%) = k—z()exc?) Re | (1= -1 ) gitr—ior
physi® r ikr

- 1
£ X d) cos (kr —ot) — . sin (kr — (ot)}
r

Q
|

(;2 X J) sin (kr — ot)

~ Re {if (x X J) e"’”"‘”’}

14.7 Elektromagnetische Wellen

Wir betrachten nun noch Losungen der homogenen Gleichung
0AY —0Y9,A* = 0.
Wir wihlen wieder die Lorenz-Eichung
A" = 0,
Daher erhilt man

OA" = 0.

1 92
—_— ’Ll p—
<c2 ¥ A) A 0.

Behauptung: Das elektrische und das magnetische Feld erfiillen ebenfalls die Wellengleichungen

1 9% q

Ausgeschrieben erhilt man

Wir beweisen diese Aussage fiir das elektrische Feld: Wir nehmen die Rotation der zweiten
Maxwell’schen Gleichung:

%x(wmlié’) _ o
c ot

Nun ist



Der erste Term verschwindet aufgrund von V.- E = 0. Weiter folgt aus der vierten Maxwell’schen
Gleichung

Daher

Bemerkung: Die Wellengleichung

1 9? S
(;ﬁ—A)f(I,X) =0

ist linear in der gesuchten Funktion f(z,X). Daher gilt das Superpositionsprinzip: Sind f; und f>
Losungen der Wellengleichung, so ist auch

c1fi(t,X) + e fo(1,X)
eine Losung (c1,cp € C). Als Losung findet man
fi(t,X) = exp (—icotiiié«ic’) ,
wobei

k =

Der Vektor k ist der Wellenvektor, sein Betrag k hei3t Wellenzahl. Setzt man

21

=27V, k=—,
A

so findet man die bekannte Relation

c = Av.
Wihlt man den Wellenvektor entlang der z-Achse

kK = ke,

dann lautet die allgemeine Losung fiir das elektrische Feld:

k(z—ct) k(z+ct)

fr = clei +C2€i
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Die beiden Terme unterscheiden sich durch die Laufrichtung — in Richtung der z-Achse oder
entgegengesetzt dazu. Legen wir eine Ausbreitungsrichtung fest, so lauten die Losungen fiir das
elektrische und magnetische Feld

— gl
= Ege€ R

o

= Epe'

Die Vektoren €z und €p sind konstante Vektoren, man nennt sie Polarizationsvektoren. Wir be-
trachten die Divergenz des E- und des B-Feldes:

% . E = EE . %ei(ﬁ)‘c’—wt) =i (55 . k) €i

<l
ool
I

s %ei(ﬂ.)?—mz) — (§B k’) ei(%.)‘é—wz) -0,
also
€ k=0, Eg-k=0,

d.h. €¢ und €p stehen zur Ausbreitungsrichtung senkrecht. Weiter folgt aus

VXE+-=—B = 0,
c ot
die folgende Relation:
— (D—»
kiix €g — —€p = 0,
c
53 = Ax EE,

d.h. €¢ und €p stehen zueinander senkrecht. Das elektromagnetische Feld besitzt daher zwei Ein-
stellungsmoglichkeiten fiir die Polarisation: Beide stehen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung.

Bemerkung: In der Quantenelektrodynamik wird ein Photon durch ein Spin 1 Feld beschrieben.
Im Allgemeinen hat ein Spin 1 Teilchen drei Einstellungsmoglichkeiten, m = £1 und m = 0. Fiir
ein Photon tritt nur die Rechts- bzw. Linkspolarisation auf.

Seien €; und €, zwei (reelle) Polarisationsvektoren, die zueinander senkrecht stehen und dar-
iberhinaus orthogonal zur Ausbreitungsrichtung sind. Die allgemeine Losung fiir das elektrische
Feld 1463t sich dann schreiben als

E = —é]ei(kﬁ-)‘c’—mt) +§zeiaei(kﬁ~£—mt)

Im allgemeinen beschreibt diese Formel eine elliptische Polarisation. Spezialfille sind die linea-
re und die zirkulare Polarisation.
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Wir haben bisher nur Losungen mit einer bestimmten Frequenz ® betrachtet. Die allgemeine
Losung ergibt sich als Uberlagerung verschiedener Frequenzen:

0 .
/_ 8]—1-826 ) i(ki-X—r)
2
mit k = ©/c.

14.8 Die Wellengleichung in Materie

Im einfachsten Fall sind nichtleitende Medien elektromagnetisch homogen und isotrop. Sie kon-
nen daher durch zwei skalare MaterialgroBen, die Dielektrizitdtskonstante € und die magnetische
Permeabilitidt u beschrieben werden, die unabhéngig von der Frequenz ® sind. Man findet die

Wellengleichungen
1 0% ,
= —A|E = 0
(3m-8)E = o
1 o? _
—=——5—-A|B = 0
<v2 or2 ) ’
wobei
c
vV = —.
NG
Somit
- rdo
E = / (81—|—82€ )e(knxfmz)
mit

k

®
= \/Eu—.
C
In dispersiven Medien sind ¢ und € abhingig von der Kreisfrequenz :

p=p(), e=gw)

Wir haben nun

mit

Diese Relation zwischen Wellenzahl und Kreisfrequenz wird Dispersionsrelation genannt. Wie
diese Relation genau aussieht hingt von dem betrachteten Medium ab.
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15 Grenzen der Elektrodynamik

15.1 Die Selbstenergie

Wir betrachten zwei Punktladungen an den Orten X; und X,. Beide Punktladungen tragen die
Elementarladung e. Das Potential ist durch

& — _’eﬁ N _’eﬁ
|X—X1|  |X—X2

gegeben, und die Feldstirke ist gegeben durch
E‘ = E‘] +EZ7

— = 1
E, = —eV - > |-
’ <!x—x/'}>

Die gesamte potentielle Energie des Systems berechnet sich zu
1 g 1 - - - —
U = —/d3xE2: —/d3x <E12+2E1 -E2+E§).
Ry Ry

Die Wechselwirkungsenergie ist

U = ! /d3 Ei-Er = e /d3 Vv ! vV !
= — xE|-Ey = — X
ww 47 U5 " an |X — X1 |X — X, |

2
e 1 1 1

R N :e2/d3x 5(%— %
47t/ |X—x1| | | ( )
62

X—X2 |)?—)?1‘

X1 —%2|
fiir X| # X ist dieser Ausdruck endlich. Die beiden anderen Terme bezeichnet man als Selbst-
energien. Wegen der Translationsinvarianz ist

1 - 1 .
g/d?XElz = g/d:‘jXE%

Wir betrachten daher die Selbstenergie eines Teilchens mit Ladung ¢ im Ursprung X = 0:

! 3. 722 e? 3 &2 T dr
Usel fenergy = g/de :g/dxr—‘l:_ =
0

Dieses Integral divergiert fiir » — 0. Fiir eine exakte Behandlung dieses Problems ist zu beachten,
daB fiir kleine Abstéiinde die klassische Elektrodynamik durch eine entsprechende Quantentheo-
rie, die Quantenelektrodynamik (QED) ersetzt werden muB. Es stellt sich jedoch heraus, daf} auch
in der Quantenelektrodynamik die Selbstenergie divergiert. Die Losung dieses Problems wurde
erst in den letzten 50 Jahren entwickelt und ist unter dem Begriff “Renormierung” bekannt. Die
Grundziige dieser Ideen sollen nun kurz dargestellt werden.
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15.2 Regularisierung

Der erste Schritt ist die Einfiihrung eines ad-hoc Regularisierungschemas, so daf} alle Ausdriicke
endlich sind. Eine Moglichkeit besteht in der Einfithrung eines Cut-offs:

&2

e? [dr
User fenergy,reg  — 3 I’_Z = 2—1’()
o

15.3 Renormierung

Im zweiten Schritt ersetzt man die unrenormierten Grof3en durch die renormierten Groflen, wel-
che per Definition endlich sind, und Renormierungskonstanten, welche die Divergenzen absor-
bieren. Im vorliegenden Beispiel wiirde man die renormierte Energie einfiihren als

Urenorm - U—SU,

und OU zum Beispiel als

wihlen.

Bemerkung: Der Gegenterm dU absorbiert alle Divergenzen, die Aufteilung endlicher Terme
zwischen U und U, ist aber beliebig. Eine bestimmte Wahl dieser Aufteilung legt ein Re-
normierungschema fest. In der Quantenfeldtheorie verwendet man eine multiplikative Renormie-
rung fiir alle fundamentalen Parameter. So zum Beispiel fiir die Elementarladung:

e = ZeCrenorm-

Im Allgemeinen werden alle Groflen die in der Lagrangedichte bzw. Lagrangefunktion vorkom-
men, renormiert. Fiir die Wirkung

b b
1
S = —mc/ds ~ Tone /d4)cF,NF“V — % /dx“ Au(x),
a a
sind dies die Groflen A¥, m und q.

15.4 Die Renormierungsgruppengleichung

Regularisierung und Renormierung fiihren technische Parameter ein, wie zum Beispiel der Cut-
off ry oder Parameter, die beschreiben wie endliche Terme zwischen den Renormierungskon-
stanten und den renormierten Gréen aufgeteilt werden. Eine wichtige Aussage ist, daf§ die un-
renormierten Groflen von diesen Parametern unabhiingig sind. Verwendet man zum Beispiel die
Cut-off-Regularisierung, so gilt

d

—e¢ = 0.
dr‘()e
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Mit e = Z.€enorm €rhilt man

d

€renorm = —C€renorm InZ,.
drg drg

Diese Gleichung nennt man die Renormierungsgruppengleichung. Sie gibt die Variation der re-
normierten Ladung mit der Skala r¢ an.
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Zusammenfassung der Elektrodynamik

Wirkung:
S = STeilchen+SFelder+Sww,
mit
b
STeilchen = —mC/dS,
a
8 P
Felder — _R XLy ,
1 :
Sww = —g/d“x]“(x)AH(x)
Feldstirketensor:

Prinzip der kleinsten Wirkung:

4n
ouF™ = —j'(x)
c
Energie-Impuls-Tensor:
LV 1 uT v 1 v poc
1
9T = ——F"j,.
c

16 Allgemeine Relativititstheorie

Weiterfiihrende Literatur:
- F. Scheck, Theoretische Physik 3 (Klassische Feldtheorie), 2. Auflage, Springer
- L.D. Landau und E.M. Lifschitz, Band II, Klassische Feldtheorie, Akademie-Verlag
- M. Nakahara, Geometry, Topology and Physics, Institute of Physics

- S. Caroll, Spacetime and Geometry, Addison Wesley
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Wir betrachten zunichst die Groenordnung der Gravitation im Vetgleich zur elektromagne-
tischen Kraft: Die gravitative Wechselwirkung zwischen einem Proton und einem Antiproton
betragt

wobei die Newton’sche Konstante G den Wert
G = (6.6725940.00085)- 10" m3kg~1s™*

hat. Zum Vergleich: Die Coulombkraft betrigt

F 1 e,
= —— 7
¢ 4meq r?
Fiir das Verhiltnis der beiden Krifte findet man
F. AmteoGm?
G = 2 _081-107%.
FC e

Die Gravitation ist die schichste der bekannten Krifte.
Bemerkung: Im Gegensatz zur elektrischen Kraft ist die Gravitation immer anziehend.

Dimensionslose GroBen:

1 €2
o = —— =0.0072973 =
4meq he 137.036°
Gm?
a; = —2=59.107%.
he
Planck-Masse:
he 19 -8
Mp; = e =1.221-10"" GeV =2.177-10"° kg.

Die Planck-Masse ist wesentlich groBer als die Massen der heute bekannten Elementarteilchen.

Planck-Lénge:

2nhe

M Pl 6'2

(2m)1.62- 107> m.

Die Planck-Linge ist kiirzer als die typische Reichweite der Teilchenkriifte (= 10~'% m).
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Das Aquivalenzprinzip: Wir betrachten zunichst ein Teilchen im Gravitationsfeld in der nicht-
relativistischen Mechanik. Die Lagrange-Funktion lautet:

1
L = Emrvz—mgq),

wobei mr die Trige Masse des Teilchens bezeichne, und mg die schwere Masse des Teilchens
bezeichne. Die Bewegungsgleichung lautet:
d N —>
mTEV = —mgsVo.
Experimentell ist bekannt, daB m7 = my gilt. Dies ist die schwache Formulierung des Aquiva-
lenzprinzips: Die schwere und die trage Masse sind gleich. Daher:

d —

—V = =V

dt ¢

Betrachte eine Anzahl von Probeteilchen in einem homogenen und zeitlich konstanten Gravita-

tionsfeld. In einem Inertialsystem K lauten die Bewegungsgleichungen:

d2 i — =
mi—dtzic’() = ml—g+ZF,-j.
JF#i

Geht man von dem Inertialsystem K iiber zu einem mit g gleichméBig beschleunigten Bezugssy-
stem K,

= X—=gt
y r 58
so lauten die Bewegungsgleichungen
d> o
a7 Vo= 2 Fij
J#

Starke Version des Aquivalenzprinzips: In jedem Punkt x der Raumzeit M kann man immer ein
lokales Inertialsystem finden derart, daf3 in einer hinreichend kleinen Umgebung U € M von x
die Bewegungsgleichungen genau die aus der speziellen Relativititstheorie bekannte Form an-
nehmen, d.h. die Existenz eines Graviationsfeldes kann durch lokale Experimente alleine nicht
nachgewiesen werden.

Bemerkung: Die schwache Version des Aquivalenzprinzips bezieht sich nur auf die Bewegungs-
gesetze frei fallender Korper, die starke Version bezieht sich auf alle physikalischen Phinomene.

Im folgenden sei

1 0 0 O
_ 0 -1 0 O
W = 1o 0 -1 0
0 0 0 -1
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die bekannte Metrik der flachen Minkowski Raum-Zeit. In der allgemeinen Relativititstheorie
wird die Metrik eine ortsabhédngige Funktion. Eine mathematisch préizise Formulierung des star-
ken Aquivalenzprinzips lautet: In jedem Punkt x der Raumzeit kann man ein Bezugssystem so
konstruieren, daf3

g,UV(xO) = n,LlV,
Iguv (%) — 0

o
ox o

Solche Bezugssysteme werden Gaul3’sche Koordinaten oder Normalkoordinaten genannt.

16.1 Riemann’sche Geometrie

. . . . . .. 0 1
Wir betrachten die Transformation eines Koordinatensystems X0, x!, %, x3 in ein anderes x'*, X,

2 3
X, X7

0o 41 42 /3
o= X XA,
Bei einer Koordinatentransformation transformieren sich die Differentiale der Koordinaten ge-
mif

oMy
dxt = 3 dx'".

Als kontravarianter Vierervektor wird jede Gesamtheit von vier Groen A* bezeichnet, die sich
bei Koordinatentransformationen wie diese Differentiale verhalten:

ax'“ %

AL = ox"Y

Es sei ¢ eine skalare Funktion. Die Ableitungen d0/dx* transformieren sich bei dem Ubergang
zu einem anderen Koordinatensystem nach der Formel

A 3

ot oY oM

Als kovarianter Vierervektor wird jede Gesamtheit von vier Groen A, bezeichnet, die sich bei
Koordinatentransformationen wie die Ableitung eines Skalars verhalten:

ox”"
A, = A

oxH

Ein Tangentialvektor 148 sich in jedem Punkt als Linearkombination der Basisvektoren é,, dar-
stellen:

Vo= Ve,

132



Man verwendet fiir die Basisvektoren auch die Schreibweise

Ein Tensorfeld ordnet jedem Punkt einer Mannigfaltigkeit einen Vektor zu.

Dual zu einem Vektorfeld sind Eins-Formen. Sie ordnen an jedem Punkt der Mannigfaltigkeit
einem Vektor eine (reelle oder komplexe) Zahl zu. Als Basis fiir den Raum der Einsformen ver-
wendet man die Differentiale dx*:

0 = odx".
Die Dualitit zwischen Vektorfeldern und Einsformen impliziert
dx (dy) = 8.

Ein Tensorfeld mit » kontravarianten und s kovarianten Indizes bildet am Punkt x € M r Einsfor-
men und s Tangentialvektoren auf eine reelle Zahl ab.

(TD), (M) x (TM) =R,
o', 0V, Ve = (T, (o) o VL V).
Koordinatendarstellung:
AUl ) = (TD), (dx™ oo dd Dy, D).
Basisdarstellung eines Tensorfeldes:
D-1 D—1
= )Y )Y AN (0 ®..®9,)@dx" ®...@dx™).

Beispiel: Ein (0,2)-Tensorfeld ist gegeben durch

D-1

1u,v=0

Definition einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit: Sei M eine differentierbare Mannigfaltigkeit.
Eine Riemann’sche Metrik g auf M ist ein (0,2)-Tensorfeld auf M, daB fiir jeden Punkt x € M
folgende Eigenschaften hat:

gx(U»V) = gx(va)
gx(U,U) > 0, Gleichheit gilt falls U =0,

wobei U,V € T,M und g, = g|,.
Kurz gefasst beduetet dies, dal g, eine symmetrische positiv-definite Bilinearform ist.
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Eine Metrik g nennt man semi-Riemann’sche Metrik, falls gilt

gx(va) = gX(V7U>7
falls g,(U,V) = Ofiralle U € T,M gilt, dann ist V = 0.

Eine Mannigfaltigkeit mit einer semi-Riemann’schen Metrik nennt man eine semi-Riemann’sche
Mannigfaltigkeit.

Bemerkung: Da die Metrik symmetrisch ist, sind die Eigenwerte von g,y reell. Fiir eine Rie-
mann’sche Mannigfaltigkeit sind alle Eigenwerte positiv, Fiir eine semi-Riemann’sche Mannig-
faltigkeit konnen auch einige Eigenwerte negativ sein. Mannigfaltigkeit auf denen g,y genau
einen positiven Eigenwert (und (D — 1) negative Eigenwerte) hat, bezeichnet man als Lorentz-
Mannigfaltigkeit.

Sei (U, @) eine Karte von M und {x*} die Koordinaten. Man schreibt die Metrik als
g = guwx)dx'®dx’
wobei wieder die Einstein’sche Summenkonvention verwendet wurde.
Das Inverse von g,y wird mit g*¥ bezeichnet.
gupe” = 8" gpu =3,
Die Metrik induziert einen Isomorphismus zwischen 7,M und T, M, der durch
o, =gnU"  U'=g"ay

wobei U* € T:M und o, € T M.

16.2 Die kovariante Ableitung

In flachen Raumzeiten bilden die Ableitungen eines Vektors

ad

v

einen Tensor. In krummlinigen Koordinaten gilt dies jedoch nicht mehr. Man vergleicht hier
einen Vektor an zwei verschiedenen Orten.

Definition eines affinen Zusammenhangs: Ein affiner Zusammenhang ist eine Abbildung V

V. Vect(M) x Vect(M) — Vect(M)
(X,Y) — VxY,
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welche die folgenden Bedingungen erfiillt:

VxinZ = VxZ+VyZ
Vi)Y = fVxY

VX(Y-i-Z) = VxY+VxZ

Vx(fY) = X(f)Y+fVxY

wobei f € F(M) und X,Y,Z € Vect(M).
Sei (U, ) eine Karte mit den Koordinaten x = ¢(p). Man definiert D Funktionen, die als Zu-
sammenhangskoeffizienten c! Vi bezeichnet werden, durch

A
Veyev = C v

wobei {e,} = {d/9,} die Koordinatenbasis von 7,,M ist. Fiir Funktionen f € F (M) definiert man

ver = x(n=x(3%)

ox
Dann hat Vx (fY) die Form der Leibnitz-Regel
Vx(fY) = (Vxf)Y +f(VxY)
Weiter setzt man fiir Tensoren
Vx(Ti®oh) = (VxT1) @+ T ®(VxTs)

Im weiteren wird die Notation

verwendet. Man beachte, dal3

v

oY
VxY = X:“V‘u (YVev) =X <gev—|—y Vyev)

B ot .
e (re)o

gilt. VxY ist unabhingig von der Ableitung von X. Daher betrachtet man

vV, Ve,
und bezeichnet dies als kovariante Ableitung.
Paralleltransport: Falls

VyX = 0

gilt, sagt man daf3 der Vektor entlang einer Kurve, die durch V' beschrieben ist, parallel transpor-
tiert worden ist.
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit:

D—1
g = Y gux)dx®dx
u,v=0

gx(U,V) = gx(V,U),
falls g, (U,V) = Ofiralle U € T,M gilt, dann ist V = 0.

Affiner Zusammenhang gegeben durch

A
Ve#ev = C v

Der affine Zusammenhang definiert den Paralleltransport. Ein Vektorfeld X wird entlang einer
Kurve vy parallel transportiert, falls

VyX = 0
gilt. Hierbei ist V der Tangentenvektor an die Kurve.

Kovariante Ableitung:

of
Vul = G
oA
Vu(AVey) = (—axy +AVC’;N> ens

VIU(T]®T2> = (VHT1)®T2+T1®(VHT2>.

Weiter mit der kovarianten Ableitung: Wir berechnen die kovariante Ableitung von dx*: Zu-
néchst haben wir fiir eine beliebige Einsform ® und ein beliebiges Vektorfeld Y

VoY) = (V,0.Y)+(0,V,Y)

Setzt man nun ® = dx¥ und Y = ¢;, so findet man

A
Vludxv = —Cvlu;\'dx
Rechenregeln: Sei
T = T,zjl.::k};pe;\l...expdxm...de‘f
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ein Tensor des Typs (p, g). Fur die Koeffizienten von VT findet man

)\.]...7\.,) _ )\.]...7\;, )\1 p)xz)xp )"p )‘41-~-7\p—1p
(VHT)K]...Kq - aﬂTKl~-~Kq +C ,upTKl-qu +..+C HPTK1-~-Kq
o Ay o Aoy
—C UKy TpszKq —...—C ,quTKlquflp'

Im Besonderen gilt

(Vlug)vp - a,“gVP - CK,quKp - CK,ungK

16.3 Der Levi-Civita-Zusammenhang

Falls die Mannigfaltigkeit eine Metrik besitzt, konnen wir zusitzliche Bedingungen an den affi-
nen Zusammenhang stellen: Wir verlangen, dal die Metrik g,y kovariant konstant ist, d.h. falls
zwei Vektoren X und Y entlang einer Kurve paralleltransportiert werden, daf3 dann das Skalar-
produkt zwischen ihnen sich nicht @ndert. Durch eine Formel ausgedriickt bedeutet dies

Vv (e(X,Y)) = 0
Da dies fiir alle Kurven und Vektoren gilt, folgt:
(VKg )uv =0
In diesem Fall lassen sich die Zusammenhangskoeffizienten C KIJV wie folgt schreiben:
CKMV - FKMV +K ]iN

Die GroBen I KHV nennt man die Christoffel-Symbole. Sie sind symmetrische in u <= v. Die Gro-
Ben K*,, bezeichnet man als Kontorsionskoeffizienten. Man findet

1

FK,uv = EgKl (a,ugvl + avg,uk - alg,uv)
1

K]fuv = D) (T]/flV_FTy]i/—i_TV];l)

T];N - CK#V - CKV#

T", ist antisymmetrisch beziiglich der unteren Indizes und wird Torsionstensor genannt.

Einen affiner Zusammenhang nennt man symmetrisch, falls der Torsionstensor verschwindet.
Ist dies der Fall, so gilt

K K
sy = I,
A A
r, = I,

Theorem: Auf einer Riemann’schen Mannigfaltigkeit bzw. semi-Riemann’schen Mannigfaltig-
keit (M, g) gibt es einen eindeutigen symmetrischen Zusammenhang, der mit der Metrik komba-
tibel ist. Diesen Zusammenhang bezeichnet man als Levi-Civita-Zusammenhang.
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164 Bewegung eines Teilchens im Gravitationsfeld

In der speziellen Relativititstheorie hatten wir fiir die Wirkung eines freien Teilchens

b
S = —mc/ds
a

Aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung folgte die Bewegunsgleichung:

d
T
dsu 0.

Dies 148t sich auch als
du = 0
schreiben. Die Verallgemeinerung auf gekriimmte Riume lautet
vt = 0.
Mit der Definition der kovarianten Ableitung erhilt man
du +Thou'dx? = 0.
Teilt man wieder durch ds, so findet man
d?x+ u dx’ dxP
N _|_ Vp -
ds? ds ds
Dies ist die gesuchte Bewegungsgleichung. Die Bewegung des Teilchens wird durch die Grofen
F’(,p bestimmt. Da % die Viererbeschleunigung des Teilchens ist, kann man die Grof3e

—m Vpl/tvl/tp

als die auf Teilchen im Graviationsfeld wirkende Viererkraft bezeichnen.

16.5 Der Kriimmungstensor

Vorbemerkung: Sei

0
— H, — YH
X = Xbey=X's

ein Vektorfeld. Ein Vektorfeld wirkt auf eine Funktion als Richtungsableitung:

X() = X

oxH”



Sei nun

d
_ v
Yy =Y Fye

ein weiteres Vektorfeld. Man definiert die Lie-Klammer [X, Y] als
(X YI(f) = X(¥(f) =Y X))
Diese Lie-Klammer ist wieder ein Vektorfeld, dessen Komponenten durch
X,Y] = (XM9.Y¥—Y"9,X")ey
gegeben sind.

Bemerkung: Weder XY noch YX sind Vektorfelder, da sie zweite Ableitungen enthalten. Die
Kombination [X,Y] enthilt dagegen nur erste Ableitungen und ist daher ein Vektorfeld.

Da die Zusammenhangskoeffizienten C"Hv keinen Tensor darstellen, konnen sie keine intrinsi-

sche Bedeutung als Maf} der Kriimmung einer Mannigfaltigkeit haben. Als intrinsische Objekte
stehen der Torsionstensor

T : Vect(M)® Vect(M) — Vect(M)
T(X,Y)=VxY —VyX — [X,Y]

und der Riemann’sche Kriimmungstensor

R : Vect(M)® Vect(M) ® Vect(M) — Vect(M)
R(X,Y,Z) = VxVyZ —VyVxZ—Vix y|Z

zur Verfiigung. Offensichtlich sind R und T anti-symmetrisch in X und Y:

T(X,Y) = —T(V,X)
R(X,Y,Z) = —R(Y,X,Z)

Verwendet man die Koordinatendarstellung, so hat man

T(e,lbeV> = lehvel.v

R(ewev,en) = Ry ex

Bemerkung: Man achte auf Stellung des Index A!

Man findet:
) ) )
T = Cowv—Cys
RS,y = 0uCh —vCy +CY,Chn — C‘/‘mc‘sn.
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Wir werden im folgenden nur den Levi-Civita-Zusammenhang betrachten. Hier verschwindet der
Torsionstensor und die Zusammenhangskoeffizienten C 'fN sind gleich den Christoffel-Symbolen
F‘lf,v:
1

C],Zv = F],Zv = Egm (a,ugvh + 3vgyx - axg,uv) .
Der Riemann’sche Kriimmungstensor 148t sich dann durch die Christoffel-Symbole ausdriicken:

RS, = 0ul% —ovI™, + 10, — r*)mr'in.
Bemerkung: Fur Ry, v = ngRF;wV findet man

2

R — l angV B a2g7\.v J Ehu . anglJ + (Fg ™M _l—‘g ™M )
v o | Oxkoxt oxkoxH | oxkoxY oo 8en (1 wvd e T e ) -

Der Tensor Ry, hat die folgenden Symmetrien:

RKX,uV - _RKXv,u )
R v — —R AKuV
R v — T uvih-

Als Ricci-Tensor definiert man die folgende Verjiingung des Kriimmungstensors:

. _ A
Ricy,y = R e
Der Ricci-Tensor ist symmetrisch:
RiC,LlV — RiCV,U'

Die skalare Kriimmung ist definiert als
R - gHvRiCHV
Der Einstein’sche Tensor wird als die folgende Kombination definiert:
) 1
GIJV = RlCluv — Eg‘uvR

Die Identitidten von Bianchi:

ngx,uv + R]:Nl + R];X,u = 0,
Y P p _
(VKR) v + (V:“R) wi T (VVR> My T 0.

Kontrahiert man in der zweiten Identitit p und u so findet man
. u .
(VkRic)yy + (VuR)’5, — (VRic)y, = 0.
Kontrahiert man noch A und v, so findet man
Anders ausgedriickt erhdlt man

V.G = 0.
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Christoffel-Symbole:

- algyv)

: :
) +gen (Tl Tl )

1
FK,uv = EgK (a,ugvX‘i‘avg,uk
Kriimmungstensor:
— Ul Ul
R'§WV = a,lr‘;x—avr‘jlﬁrvxr‘;n —FMF'i,n.
Ry — L[ 98w  Fau P ey g
i 2\ oxhoxt  Ox¥ox#  Ox¥ox¥  odxhoxY
Symmetrien:
RKX,uV _RKXv,ua
RKX,uv = _RKK,uw
RKX,uV = _R,uVKX'
Ricci-Tensor:
. A
Ricyy R e
Der Ricci-Tensor ist symmetrisch:
RiC,LlV — RiCV,U'

Skalare Kriimmung:

Der Einstein’sche Tensor:

Es gilt:

R = g’ule‘Cluv

1

G,UV - Ricuv - EgluvR

V.G = 0.

Bewegungsgleichung eines Teilchens im Graviationsfeld:

u dx¥ dxP _

YPds ds

d?xH
ds?
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16.6 Die Einstein’schen Feldgleichungen

Wir betrachten zunichst den Newton’schen Grenzfall, also ein schwaches stationidres Gravitati-

onsfeld. Die Bewegungsgleichung fiir ein freies Teilchen ist allgemein
>, dx dxP
— + \ T =

ds? ds ds

Fiir die Vierergeschwindigkeit gilt

dx! 1 v
W = — = <

- )
ds » »
2 2

Fiir eine sehr langsame Bewegung gilt

a0
ds

a’_)?
ds

Daher vereinfacht sich die Bewegungsgleichung zu

d?x+ dx0 dx®
—2 tlop—-— = 0.
ds ds ds
Fiir die Christoffel-Symbole findet man
1 1
My = Qg’“' " (Bogon + ogor — 9800) = — Eg“ 19,800,

da nach Voraussetzung das Gravitationsfeld statisch sein soll. Setzt man nun

8w = Muv +h,uV7

mit |,y | < 1, so ergibt sich
H 1 ,ula
[y =~ —511 2100,

Mit ds = cdt ergibt sich fiir die rdumlichen Komponenten der Bewegungsgleichung:

d’% 1 52
W—FECZV}IOO = 0.

Vergleicht man diese Gleichung mit

d’x% -
2 _ Vo,
dr?
so findet man, daf das Gravitationspotential durch
1
® = —c’h
5 ¢ oo
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gegeben ist.

Heuristische Herleitung der Einstein’schen Gleichungen: Der Ausgangspunkt ist, daf} die Masse
die Quelle des Gravitationsfeldes ist.

Masse = Ruheenergie
= (-Komponente eines Vierervektors.

Massendichte = Energiedichte

= 00-Komponente eines Vierer-Tensors.

Daher erwartet man daB der Energie-Impuls-Tensor T4V die Quellen des Gravitationsfeldes be-
schreibt. Im Minkowski-Raum folgt aus der Energie-Impuls-Erhaltung:

9T = 0.
In allgemeinen Koordinaten lautet diese Gleichung
v, = 0.

Daher sucht man eine Gleichung, die allgemein kovariant ist, und T#¥ enthilt.

Weiter ist bekannt, dal das Newton’sche Gravitationspotential die Poisson-Gleichung erfiillt:
AD = 4nGp,

wobei die Massendichte p sich durch die 00-Komponente des Energie-Impuls-Tensors ausdriicken
1aBt:

= 7%
p 2
Weiter hat man
1,
® =~ —ch
2C 00,
goo = 1+hoo,
und daher findet man
3nG
Agoo = —5 Too-
c
Daher sucht man eine Gleichung der Form
~ 3nG
u o = C—4T,uV7

wobei der Tensor Gyv die Metrik mit Ableitungen bis zur zweiten Ordnung enthlt.
Gesucht ist also G,N mit folgenden Eigenschaften:
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1. Gy ist ein Tensor;

2. G,y enthilt Ableitungen der Metrik bis zur 2. Ordnung, linear in g” oder quadratisch in g’;
3. Gyv ist symmetrisch, da 7,y symmetrisch ist;

4. V“GH =0, da T,y erhalten ist;

5. Fiir schwache stationire Gravitationsfelder gilt

Goo — Agoo-

Die ersten beiden Punkte implizieren, dal nur Ric,y und g,vR zur Verfiigung stehen, daher

Gy = ciRicy +coguwR.
Damit ist auch Bedingung 3 erfiillt. Wir wissen schon, daf} fiir den Einstein’schen Tensor
V.G = 0
gilt, daher mufl wegen G,y = Ric,y — % guR gelten:

1
Cc) = —ECI.

Aus 5 folgt, daB3 die Proportionalitdtskonstante durch
c] = 1
gegeben ist. Daher

G uv - G uv

und die Einstein’schen Feldgleichungen lauten

8nG
G,LN = C—4T,LN7

. 1 8nG
RlC,UV - EgluvR - C—4Tluv,

Eindeutigkeit der Einstein’schen Gleichungen: Annahmen 1-4 sind unverzichtbar, aber mogli-
cherweise sind kleine Abweichungen vom Newton’schen Gravitationsgesetz bisher unbeobach-
tet geblieben. Es 148t sich zeigen, dal die Einstein’schen Gleichungen eindeutig bis auf einen
moglichen Zusatzterm

Aguy
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sind. A bezeichnet man als kosmologische Konstante, sie wurde von Einstein 1917 eingefiihrt
uns spiter wieder verworfen (“grofite Eselei ...”). Heute gibt es starke Hinweise, da3 A # 0 ist.
Die Einstein’schen Gleichungen mit kosmologischer Konstante lauten:

. 1 8nG
Rlc,uv - Eg,uvR‘f‘Ag,uv = 7T,LN7

In der Gegenwart einer kosmologischen Konstante findet man fiir den Newton’schen Grenzfall
1,
AD = 475Gp—5c A.
Daher impliziert eine nicht-verschwindende kosmologische Konstante A eine homogene, stati-

sche Energiedichte im Universum von

62

Pvac = %A

16.7 Die Wirkung der allgemeinen Relativititstheorie

Wir betrachten zunichst das Gravitationsfeld fiir sich, d.h. ohne weitere Materiefelder. Die Einstein-
Hilbert-Wirkung mit einer kosmologischen Konstante lautet:

SEH

4
\/ — R 2A
16nG/d o )

Hier bezeichnet

g = detguy.

Wir leiten nun die Bewegeunggleichungen durch die Variation der Metrik ab. Es ist technisch
einfacher, anstelle der Variation 8g,y die Variation nach der inversen Metrik gV durzufiihren. Da

g'ngpv = 56
ist, folgt

8guv = —g,m)gvcssé’p(j

Mit R = g"Ric,y ergeben sich fiir die Variation der Wirkung drei Terme:

0Sgy = — [6nG xv/—g (g“VRiCHV —2A)

- 167‘CG /d4x V= g'UVSRlC,uv-i-/d X\ — RlCluVSg’u +/d4 'uleCluv—2A)8 /—

(85)1 (55)2 (85)3
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Der zweite Term hat schon die Form eines Ausdruck der mit 8g*¥ multipliziert wird.

Wir betrachten zunéchst den ersten Term. Der Ricci-Tensor ist als Kontraktion des Riemann’schen
Kriimmungstensors definiert, der widerum durch die Christoffel-Symbole gegeben ist. Man be-
rechnet daher zunéchst die Variation des Riemann’schen Kriimmungstensors beziiglich der Christoffel-
Symbole. Durch eine etwas langere Rechnung findet man

SRSy = Vu(Or%,) = vy (8%,

Dann driickt man die Variation 61", durch 8g*" aus:

1
oy = — 5 [gx,,VVSg’“‘ + gV, 0g™ — guagv;sVKSg“ﬂ -

Setzt man ein, so findet man

35), = [d*v V=gV [aw¥® (8¢") ~ Vi (36™)] .

Dieses Integral ist eine kovariante Divergenz und kann daher in ein Randintegral umgeschrieben
werden, es trigt zur Variation daher nichts bei.

Wir betrachten nun (8S)3: Wir miissen die Variation der Determinante von g berechnen. Hierzu
ist folgende Formel hilfreich: Fiir jede quadratische Matrix mit nicht-verschwindender Determi-
nante gilt:

In(detM) = Tr (InM).

Variiert man diese Gleichung, so ergibt sich

1 _ —1

Nimmt man nun fiir M die Matrix g,y, so erhilt man

8¢ = g(8"dgw) =—g (guwde").
Somit

1 1
dv/—g —ﬁ 2\/_g,,vg :——\/ gyv58

Somit findet man fiir die Variation der Einstein-Hilbert-Wirkung

3
C . 1
OSen = — 167G /d4x V=8 [Rlc,uv - Egva‘FAgyv ogt"

Da dies fiir beliebige Variationen §g*¥ gelten soll, folgt
) 1
RlC,LlV_ Eg,uVR—i_Ag,uV = 07

d.h. die Einstein’schen Gleichungen, falls keine weitere Materie vorhanden ist.

146



Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Die Einstein’schen Gleichungen:

) 1 3nG
Rlc,uv - ig,uvR‘f‘Ag,uv = 7T/.IV7

Die Einstein-Hilbert-Wirkung:

SEH

“xv/—g(R—2A
16G/dx )-

Weiter mit den Einstein’schen Gleichungen:
Bemerkungen:

- Die Einstein’schen Gleichungen sind nicht-lineare Differentialgleichungen, sie enthalten ne-
ben den zweiten Ableitungen von g,y auch Produkte von ersten Ableitungen und g,y. Daher gilt
fiir die Gravitations kein Superpositionsprinzip.

- Im leeren Raum ist 7,y = 0, und daher bei verschwindender kosmologischer Konstante auch
Ric,y = 0. Dies impliziert aber nicht notwendigerweise, daB R yps = 0 ist, d.h. dal die Kriim-
mung verschwindet. Anmerkung: Fiir D = 2 oder D = 3 folgt aus Ric,y = 0 auch R,p6 = 0.
Sind weitere Felder und Materie vorhanden, so lautet die gesamte Wirkung

S = SeH + Steilchen + SFelder + ---

mit
STeilchen = _mC/dS

SFelder

4
- l6nc /d * V=8,

In die Einstein’schen Gleichungen geht der Energie-Impuls-Tensor ein. Wir haben schon ein
allgemeines Verfahren zur Berechnung des Energie-Impuls-Tensor aus einer Lagrangedichte
£(¢,9,0) kennengelernt:

Hierbei ist B“PY antisymmetrisch in 4 und p und so zu bestimmen, da 7#¥ symmetrisch ist.
Hier betrachten wir noch ein alternatives Verfahren, dal den Vorteil hat, direkt das richtige und
symmetrische Resultat zu liefern. Wir betrachten die Wirkung

1
;/d4x vV—gL.
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Variiert man beziiglich g"V, so erhdlt man

LV
5s — l/d“x 0v= 8L souv IV 8L o8
ag,uV aagl‘ ox A
L Ak
B 1/d4x ENEr7A a«/_[,]

g oaxh %™

I—I

Setzt man nun

1 0/—gL 0 0/—gL
" _gT,“V = v otV
2 ogH ot 0%
oxM
so erhilt man
/d4x V—8T,n0g" .

Es 146t sich zeigen, daf}

T 2 |dy/—gL J d/—gL
T Vg dev ok g%

mit der ersten Definition des Energie-Impuls-Tensors iibereinstimmt. Somit erhélt man fiir die
Variation von

= /d4x\/—R 2A) + - /d4x\/_L

1675G

folgenden Ausdruck:
1
dS = 16JtG /d4x V- |:RlC‘uV 78 guwR+ Ag#v] dgM + /d4x V—8T,n0g".
Also folgt
3 , 1 1
—% RlC'uV — igluvR-i-Ag'uV + %T,LN = O,
bzw.
) 1 8nG
RlC,uv_ig,uvR‘i‘Ag,uV - 7T,UV'
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16.8 Die Schwarzschild-f.osung

Wir betrachten eine kugelsymmetrische Massenverteilung, bei der auch die Bewegung der Mate-
rie kugelsymmetrisch ist, d.h. in jedem Punkte muf die Geschwindigkeit in Richtung des Radius
liegen. Als Basis von Einsformen verwendet man folgenden Ansatz:

o’ =" Vedt, ®' =Mdr, o =rdd, ©° = rsin6de.

a(r) und b(r) sind zwei noch zu bestimmende Funktionen. Es 146t sich zeigen, dal diese Funk-
tionen zeitunabhingig sind. Man berechnet in mithsamer Arbeit den Einstein’schen Tensor:

20" 1 1

Gy — o2 (22_ L1 2
00 e ( p r2) +r2,
24 1 1

Gii = o2b i
i ¢ ( r +r2> 1’27

I _ b/
Gy = Gyp=e 2 <a'2 —db +d"+ a ) )
r

Alle anderen Komponenten des Einstein’schen Tensor verschwinden. Ausserhalb der Massen-
verteilung gilt:

Addiert man Ggy und G, so folgt aus Gog + G11 = 0 unmittelbar a’ + b’ = 0. Diese Gleichung
fiihrt integriert zu

Eine Integrationskonstante tritt nicht auf, da die Metrik fiir r — oo in die Minkowski-Metrik
tibergehen muf und daher

lima(r) = limb(r)=0

r—oo r—o0

gilt. Man findet nach weiteren Rechenschritten das Resultat

2 rg\ 2,2 dr 2 2 2, -2 2
ast = (1-"8) ar? = <~ (d07 +sin’ 60?)
r 1 _ 8
r
wobei der Gravitationsradius rg durch
2Gm

rg = )
gegeben ist. Diese Losung wurde 1916 von K. Schwarzschild gefunden.

Bemerkungen:
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- Héingt liber r, nur von der Gesamtmasse des gravitierenden Korpers ab.

- Die Losung ist giiltig fiir r > r.

- Die Schwarzschild-Metrik ist statisch.

- Die Metrik wird singulér fiir r = r,. Dies ist allerdings nicht mehr als eine Koordinatensin-
gularitit, physikalische Groflen wie der Einstein’sche Tensor und der Kriimmungstensor sind
endlich fiir r = r,. Physikalisch interpretiert man r, als Ereignishorizont eines schwarzen Lochs.

- Der Punkt r = O stellt eine echte Singularitit dar.

Anmerkung: Ein triviales Beispiel fiir eine Koordinatensingularitit findet in einer Ebene am Ur-
sprung, fall man Polarkoordinaten verwendet:

ds® = dr* + rzd(pz.

1 0 1 0
gW:(O r2>’ gw:<0 lz)
I

1
09 _
8 2

Insbesondere ist

Offensichtlich ist dies ein Artefakt des verwendeten Koordinatensystems, da in einer Ebene kein
Punkt vor einem anderen ausgezeichnet ist.

Beispiele fiir den Gravitationsradius:

Sonne: ma2-10¥kg — r,=2.95km,
Erde: m~6-10**kg — re =0.9 cm.

Wir betrachten noch die Lichtausbreitung in der Nihe des Gravitationsradius fiir konstantes 6
und ©:

2
ds? = 0= (1—@)c2dr2—Lr.
r 1--=¢

r

Daher

t 1
Cd_:l:

dr 1

r

Fiir groBes r geht die rechte Seite iiber in 1, doch fiir » — r, findet man



16.9 Kosmologische Aspekte

Wir betrachten eine Raumzeit, die in den rdaumlichen Komponenten homogen und isotrop ist,
aber in der Zeit evolviert. Die Materie in dieser Raumzeit wird oft als eine perfekte Fliissigkeit
modelliert. Der Energie-Impuls-Tensor fiir eine perfekte Fliissigkeit 16t sich wie folgt plausibel
machen: Es sei p die Massendichte, p die Druckdichte und u* die Vierergeschwindigkeit der
Fliissigkeit. Im Ruhesystem der Fliissigkeit hingt 7#¥ nur von p und p ab:

™™ =

OOOQN
he}
o< O
oT © O
S O O

p

Die allgemeine Form des Energie-Impuls-Tensors fiir eine perfekte Fliissigkeit ist
™ = (p —l—czp) u'u’ — pgt.

Das Konzept einer perfekten Fliissigkeit ist allgemein genug, um eine Vielzahl verschiedener
physikalischer Situationen zu beschreiben. Die Spezifizierung geschieht durch eine Zustands-
gleichung

p = pp),

die einen Zusammenhang zwischen der Druckdichte und der Massendichte herstellt. Beispiele
sind
p=0, Staub (nicht wechselwirkende Galaxien),
1
p= gczp, isotropisches Photonengas,

p= —czp, Vakuumenergie,

Die Symmetrieeigenschaften der Raumzeit (Homogenitét und Isotropie in den raumlichen Koor-
dinaten) fiithren zu folgender Form fiir die Metrik:

dr?
1 —xr?

ds? = c*dt* —R(1)? + 17 (d6* + sin> 0d¢?)

Eine Metrik dieser Form bezeichnet man als Robertson-Walker-Metrik. R(¢) ist ein noch zu be-
stimmender Skalierungsfaktor. Die Geometrien lassen sich durch den Parameter Kk in drei Klassen
wie folgt charakterisieren:

k>0  geschlossene Geometrie
k=0  rdumlich flach

k<0 offene Geometrie
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Zur Bestimmung der Funktion R(7) verwendet man nun die Einstein’schen Gleichungen und das
Modell der perfekten Fliissigkeit fiir den Energie-Impuls-Tensor. Man findet die Friedmann’schen

Gleichungen:
R\’ _ 8nGcp  x +A
R) 3 R 3
R A 4nG , ,
- = __== 3
R~ 3 3 (€PE)

Man bezeichnet die GrofBe

als Hubble-Parameter. Schldgt man die kosmologische Konstante der Massendichte zu (als ideale

Fliissigkeit mit p = —c?p), so lautet die erste Gleichung:

8nGe?p  «
H(t)? = -
(0 P
Die kritische Dichte ist durch ¥ = O definiert, also
_ 3H?
Pe = 8nGc?
Man definiert auch oft einen Dichteparameter €2 als
0 - P_ 8nGc?
~ e a2 P
Dann gilt:
p<pe < Q< < k<0 <
p=pc < Q=1 < k=0 «
p>p, <« QL>1 < k>0 <
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Zusammenfassung Elektrodynamik und allgemeine Relativititstheorie

Die Wirkung fiir elektromagnetische Felder im Minkowski-Raum:

SFelder /d4x F,qu'uV

 16mc

Die inhomogenen Maxwell’schen Gleichungen folgen aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung:

B = ),

Die homogenen Maxwell’schen Gleichungen:
aKFluv + aluFVK + avFKlu == 0

Die Einstein-Hilbert-Wirkung:

S d*x /—g(R—2A
EH 16 G / * )
Die Einstein’schen Gleichungen:
. 1 8nG
RlC,uv - Eg,uvR + Ag,uv = 7T,uv:
Die Identitit von Bianchi:
VKR vt Vu R e T VR = 0.

17 Klassische Yang-Mills Theorie

Zur Erinnerung: Wir hatten bereits die Elektrodynamik in der Sprache der Differentialgeometrie
formuliert. In diesem Zugang assoziert man zu einem Eichpotential A,(x) die Eins-Form

A = l&A()dXH,

Diese Eins-Form definiert die kovariante Ableitung
Dy = d+A= d+ihiA,,dx“
c

und den Feldstédrketensor / die Kriimmungsform

el

F = Di=dA+ANA=dA= iz Fydd Nda".

Fyy ist der bereits bekannte Feldstirketensor

F,UV - aluAV —avAlu
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Fiihrt man noch die Hodge-Operation fiir Differentialformen ein,

#(dx" AL NdXT) = Vgl gy dxVT AL AdXY,

(m_r)' Vit1---Vm

so 14Bt sich die Wirkung fiir elektromagnetische Felder schreiben als

1 hic\ 2
SFelder = % ? /F/\*F.

17.1 Eichinvarianz

Wie bereits bekannt, besteht in der Elektrodynamik die Freiheit, eine Eichung zu wihlen. Physi-
kalische Resultate sind invariant unter Eichtransformationen der Art

Au(x) = Au(x) = dux(x).
Wir konnen diese Eichtransformationen auch schreiben als
Au(x) = U(x) (Au(x) +i9,) U(x)".
wobeli
Ux) = e &)

ein Element der U (1) ist. Die U (1) ist ein Beispiel fiir eine Lie-Gruppe. Interessant ist die Frage,
ob es auch Krifte in der Natur gibt, die anderen Lie-Gruppen entsprechen. Dies ist in der Tat der
Fall. So wird die schwache Wechselwirkung durch eine SU (2)-Gruppe beschrieben, wihrend die
starke Wechselwirkung durch eine SU (3)-Gruppe beschrieben wird.

Dariiberhinaus impliziert obige Formel, dal wir an jedem Punkt x der Raumzeit ein Element
der U(1) wihlen konnen. Hier wird also zu jedem Punkt der Raumzeit eine Kopie der U(1)
assoziiert. Die Situation ist analog zu Betrachtungen in der allgemeinen Relativitidtstheorie, wo
wir zu jedem Punkt der Raumzeit einen Tangentialraum assoziert haben. Das verallgemeinerte
Konstrukt bringt uns zu der Definition eines Faserbiindels.

Es sollte noch klar herausgestellt werden, dall die schwache und die starke Wechselwirkung
auf dem Niveau der Elementarteilchen auftreten. Hier ist eine Beschreibung basierend auf einer
Quantenfeldtheorie unerldBlich. Dies geht jedoch iiber den Rahmen dieser Vorlesung weit hinaus.
Wir beschrinken uns daher auf eine “klassische Yang-Mills Theorie”, die im selben Verhiltnis
zur Quantenfeldtheorie steht, wie die klassische Elektrodynamik zur Quantenelektrodynamik.
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17.2 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Wie bereits erwihnt, wir die Elektrodynamik durch das Eichpotential A,(x) beschrieben. Die
Eichsymmetrie ist durch eine U (1)-Gruppe gegeben. Dies ist eine abelsche Gruppe, dessen Ele-
mente durch eine Koordinate ¢ wie folgt parameterisiert werden kénnen:

e 0<e<2m
Dies ist offensichtlich eine Gruppe:
e i01 ., pmi e—i(<P1+(P2)7
(eiiq’) R e,
Dariiberhinaus ist die U (1) eine ein-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit (eine Kreislinie).

Dies bringt uns zur Definition einer Lie-Gruppe und einer Lie-Algebra:

Eine Lie-Gruppe ist eine Gruppe und gleichzeitig eine differenzierbare Mannigfaltigkeit, so da3
die Abbbildung (a,b) — ab~' von G x G nach G analytisch ist. Eine Lie-Gruppe vereint also
zwel mathematische Konzepte: Den algebraischen Aspekt einer Gruppe und den geometrischen
Aspekt einer Mannigfaltigkeit.

Eine Lie-Algebra iiber einen kommutativen Ring K ist ein K-Modul mit einer Abbildung x®y —
[x,y], die folgende Eigenschaften hat: Fiir alle x,y,z € A gilt:

[x,x] = 0
X, 2]+ [ [z,x]] + [z, [x,y]] = O

Die Elemente einer Lie-Gruppe driickt man durch die erzeugenden Generatoren wie folgt aus:
g = exp(—iTy,).

Die Generatoren 7 bilden eine Lie-Algebra, d.h die Kommutatoren von Generatoren lassen sich
wieder als Linearkombinationen von Generatoren schreiben:

[Ta Tb] = abcTc
Bemerkung: In der mathematischen Literatur findet man in der obigen Formel oft keinen explizi-

ten Faktor i. Die Konvention in der physikalischen Literatur, die hier verwendet wird, hat diesen
expliziten Faktor i und stellt so sicher, dall die Generatoren hermitische Matrizen sind.

Bemerkung: Die Lie-Algebra beschreibt die Lie-Gruppe in einer infinitessimalen Umgebung des
Einheitselements e.

Beispiele fiir Lie-Gruppen:
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- GL(n,R), GL(n,C): die Gruppe der nicht-singuliren 7 x n Matrizen mit n? reellen Parametern
(GL(n,R)), bzw. 2n? reellen Parametern (GL(n,C)).

- SL(n,R), SL(n,C): detA = 1; SL(n,R) hat n> — 1 reelle Parameter; SL(n,C) hat 2(n*> — 1)
reelle Parameter.

-0(n) : RRT =1

-SO(n): RRT =1 und detR = 1.

-U(n): UUT = 1; n? reelle Parameter.

-SU(n): UUT = 1 und detU = 1; n> — 1 reelle Parameter.

- Sp(n): Die symplektischen Gruppen sind definiert als die Invarianz-Gruppe von
n
Z (xj)’j—i-n _xj+n))j)
j=1

Dies wirft natiirlich die Frage auf, wie viele verschiedene Typen von Lie-Gruppen es gibt. Lie-
Gruppen lassen sich wie folgt klassifizieren:

Eine Lie-Algebra bezeichnet man als einfach, falls sie nicht-abelsch ist und keine nicht-trivialen
Ideale besitzt.

Eine Lie-Algebra bezeichnet man als halb-einfach, falls sie keine nicht-trivialen Ideale besitzt.
Offensichtlich ist eine einfache Lie-Algebra auch halb-einfach.

Halb-einfache Lie-Gruppen sind das direkte Produkt einfacher Lie-Gruppen.

Die kompakten einfachen Lie-Gruppen lassen sich wie folgt klassifizieren:

A, = SU(n+1),
B, = SO(2n+1),
C, = Sp(n),

D, = S0(2n).

9%}

N

%}

Die auBBergewohnlichen Gruppen sind
E¢,E7,ER, Fa,Go.

Wir betrachten als Beispiel noch die speziellen unitiren Gruppen SU (n). Es hat sich eingebiir-
gert, die Generatoren wie folgt zu normieren:

Tr (T“Tb) - %5‘”’.

156



Wir betrachten zunzchst SU (2). Diese Gruppe hat drei Generatoren /', I? und I°, die proportional
zu den Pauli-Matrizen sind:

170 1 170 —i 1/1 0
1_ 2_ = 3_ 2
1_2<10>’I 2<i 0)’1 2(0—1)‘

Als weiteres Beispiel betrachten wir SU (3). Hier haben wir acht Generatoren A%, a = 1, ..., 8, die
man als Gell-Mann-Matrizen bezeichnet:

[0 10 L [0 =i 0 L f1 00
7&:5 1 00 ,79:5 i 0 0 ,79:5 0 -1 0 |,
000 0 0 0 0 0 0
L (001 L (00 —i (000
7‘425 000 ,7?:5 00 0 ,7&:5 001 |,
100 i 00 010
(000 | 10 0
M==-1l00 —i |, =——01 0
2\o i o 2v3\ 0 0 2

o

Bemerkung: Im Gegensatz zur U (1) sind die SU(2) und die SU(3) nicht-abelsche Gruppen.

17.3 Faserbiindel

Vorbemerkung: Wir hatten in der allgemeinen Relativitétstheorie schon Mannigfaltigkeiten, und
fiir jeden Punkt einer Mannigfaltigkeit die dazugehorigen Tangentialrdume 7, M betrachtet. Fiir
eine D-dimensionale Mannigfaltigkeit, ist

M ~ RP.
Wir konnen daher den Produktraum
E = MxRP
betrachten, zusammen mit einer Projektion

T . MxRP—M,

(x,V) — x.

Seien
d d
ﬁ und ﬁ

zwei Basen des Tangentialraumes am Punkte x. Dann gilt fiir die Transformationsmatrix

dy¥
55 GL(D,R).
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Die Gruppe GL(D,RR) bezeichnet man hier als Strukturgruppe von E.

Dieser Sachverhalt 146t sich in zwei Punkten verallgemeinern:

- Anstelle des Tangentialraumes, der jedem Punkt des Basisraums zugeordnet ist, 146t man be-
liebige Mannigfaltigkeiten zu.

- Die Forderung nach einer globalen Produktstruktur M x R? ist zu restriktiv. Daher fordert man
nur, daf} dies lokal gelten moge, d.h. in einer Umgebung eines jeden Punktes.

Definition: Ein differentierbares Faserbiindel (E,w, M, F, G) besteht aus:

einer differentierbarer Mannigfaltigkeit £, die als gesamter Raum bezeichnet wird,
einer differentierbarer Mannigfaltigkeit M, die man als Basisraum bezeichnet,
einer differentierbarer Mannigfaltigkeit F', die man als Faser bezeichnet,

einer Projektion 7t : E — M. Das inverse Bild t=!(p) = F), bezeichnet man als die Faser
am Punkt p.

einer Lie-Gruppe G die als Strukturgruppe bezeichnet wird, die auf F von links wirkt.
einer Menge offener Uberdeckungen {U;} von M mit Diffeomorphismen
0;:UxF — TE_](U,')

so dabB no;(p, f) = p.
Die Abbildung ¢; bezeichnet man als die lokale Trivialisation, da ¢, ! den Bereich ! (U;)

auf das direkte Produkt U; x F abbildet.
Sei U;NU; #0, o:i(p, f) = i p(f) und sei
tij(p) = ¢l_pl¢]p :F — F.

Dann wird weiter gefordert, da8} #;;(p) ein Element von G ist und die Konsistenzbedingun-
gen

: ~1
ti=1d, fij =ty it =t

erfiillt.

Bemerkung: Da die Produktstruktur U; x F nur lokal gefordert wird, kann das Faserbiindel global
betrachtet ineinander “verdrillt” sein (Beispiel: Mdbiusband).

Besondere Faserbiindel: Ein Vektorbiindel ist ein Faserbiindel, dessen Faser ein Vektorraum ist.

Ein Hauptfaserbiindel ist ein Faserbiindel, dessen Faser mit der Strukturgruppe G identisch ist.
Es wird oft mit P(M, G) bezeichnet.

Ein Schnitt ist eine glatte Abbildung 6 : M — E, welche 6 = idy, erfiillt.
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Zusammenfassung der letzten Vorlesung

Lie-Gruppe: Gruppe und Mannigfaltigkeit.
Beispiele fiir Lie-Gruppen: U(1), SU(2), SU(3).
Gruppenelemente ausgedriickt durch

g = exp(—iT ).
Die Generatoren T“ bilden eine Lie-Algebra:

79, 1% = i abepe
Faserbiindel:

- gesamter Raum £

- Basisraum M;

- Faser F;

- Projektionw: E — M;

- Strukturgruppe G;

- lokale Trivialisierung ¢; : U; x F — 1t~ 1 (U;);

- Ubergangsfunktionen ¢; i(p) = ;) pl 0, : F — F,die folgende Konsistenzbedingungen erfiillen:

, ~1
ti=1d, fij=t;", it =l

17.4 Zusammenhangsformen auf Hauptfaserbiindeln

Betrachtet man als Faser den Tangentialraum, erhilt man ein Vektorbiindel, das man als Tan-
gentialbiindel bezeichnet. Ein Punkt im gesamten Raum wird durch (x,V') bezeichnet, wobei x
einen Punkt auf der Basismannigfaltigkeit bezeichnet und V' einen Tangentialvektor darstellt. In
der allgemeinen Relativitétstheorie hatten wir das Problem, Tangentialvektoren V und W mitein-
ander zu vergleichen, die zu den Punkten x und y gehoren. Dieses Problem wurde mit Hilfe des
affinen Zusammenhangs und des dadurch definierten Paralleltransports von Tangentialvektoren
gelost.

Wir iibertragen nun diese Situation auf ein Hauptfaserbiindel. Zunichst ist zu bemerken, dal3
hier die Faser kein Vektorraum, sondern eine Lie-Gruppe ist. Dennoch bleibt die Fragestellung
analog: Wir betrachten einen Punkt (x, go) im gesamten Raum. Bewegen wir uns in der Basis-
mannigfaltigkeit von x nach y, welchem Punkt (y, g;) entspricht dies im gesamten Raum ?

Zur Beantwortung dieser Frage ist wieder die Definition eines Paralleltransports durch einen
Zusammenhang erforderlich.
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Wir betrachten hierzu den Tangentialraum 7P zu dem gesamten Raum P. Sei u = (x,go) ein
Punkt des Hauptfaserbiindels P(M,G) und sei G, die Faser bei x = w(u). Der vertikale Unter-
raum V, P ist ein Unterraum des Tangentialraumes 7, P, welcher tangential zu G, bei u ist.

Eine Zusammenhangsform ® € g® T*P, die Werte in der Lie Algebra g von G annimmt, ist
eine Projektion von 7, P auf die vertikale Komponente V,,P = g.
Es gilt ausserdem

wug(Rg*X> = g_]wu(X>g-

Der horizontale Unterraum H,P ist dann als der Kern von ® definiert. Somit definiert ® eine
eineutige Zerlegung

T,P = H,POV,P
Sei v: [0,1] — M eine Kurve in M. Eine Kurve ¥: [0,1] — P bezeichnet man als horizontalen

Lift, falls y = y gilt und der Tangentenvektor zu ¥(¢) immer in Hy,) P liegt.

Ein Punkt u; brezeichnet man als nach ug parallel transportierbar, falls es einen horizontalen
Lift y gibt, der u; und u( verbindet.

Bemerkung: Damit definiert die Zusammenhangsform den horizontalen Lift und den Parallel-
transport.

Mit Hilfe eines Schnittes 6 : M — P kann die Zusammenhangsform auf M zuriickgezogen wer-
den:

Wir schreiben
AW
A = - (%) ITA%
g ist hierbei eine Kopplungskonstante, fiir die Elektrodynamik ist g gleich der Elementarladung e.

Bemerkung: Seien 6| und 6, zwei Schnitte, dann gilt immer
o2(x) = o1(x)U(x),

wobei U (x) ein von x abhingiges Element der Lie-Gruppe G ist. Dann findet man fiir den lokalen
Ausdruck der Zusammenhangsformen

A, = U 'Aaiu+Ulau

Dies ist nichts anderes als eine Eichtransformation.

Die Zusammenhangsform definiert nun eine kovariante Ableitung
Dy = d+A=d—(L)irama
hic H
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Bemerkung: Dies gilt nun fiir beliebige Lie-Gruppen. Fiir die Elektrodynamik haben wir die
Gruppe U (1), in diesem Fall hat die Gruppe nur einen Generator, der als 1 genommen werden
kann und die Formel reduziert sich auf

€.
Dy = d+A=d— (§> iAdr”,
die uns schon bei frither begegnet ist.

Mittels der Zusammenhangsform und der kovarianten Abbleitung definiert man die Kriimmungs-
form

F = DjsA=dA+ANA.

Bemerkung: Diese Definition steht in Analogie zur Definition des Riemann’schen Kriimmungs-
tensors. Auch dieser 148t sich als kovariante Ableitung des affinen Zusammenhangs berechnen.

In Koordinatenschreibweise hat man
F= 1 (ﬁ) iTOFS dx A dx”
2 \hc i ’

wobel

Fl = 9,A%—3A%+ (%) FeeALAS,

17.5 Elektrodynamik als Eichtheorie

Die Elektrodynamik kann als ein Hauptfaserbiindel mit der Strukturgruppe U (1) und dem Ba-
sisraum der Raumzeit betrachtet werden. Auf diesem Faserbiindel ist eine Zusammenhangsform
definiert. Die Wirkung der Elektrodynamik ist durch das Betragsquadrat der Kriimmungsform
gegeben:

2
S = LY [pper—— L [ g
Felder = Qe \ e A=  16mc A

17.6 Nicht-abelsche Eichtheorien
C.N. Yang und R.L.Mills? schlugen 1954 eine Verallgemeinerung auf nicht-abelsche Lie-Gruppen

VOr:
L (he 2/T F A*F ! /d4 F& Fam
= —|— rFAXF = — x
e \ g 16mc i ’

FY = 9,A%—3A%+ (%) FeeALAS,

mit

3C.N. Yang and R.L. Mills, Phys. Rev. 96, (1954), 191
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Die Lagrangedichte ist unter den folgenden lokalen Eichtransformationen invariant:

T°A%x) — U(x) <T“Az(x)+i@a,,) U(x)"

8
wobeli
U(x) =exp(—iT6%(x)).
Sei nun
g\ .
A, = —(—) T9A9,
s he)t Cu
F, (&) ireFe
W= hic s
und ferner
i 1 0
F,LlV = Egluvch

Dann findet man aus geometrischen Griinden die Bianchi-Identitét
OuF™ +[A,, F?V] = 0,

und aus der Variation der Wirkung die klassischen Yang-Mills Gleichungen:
0 F*™ +[A,, F] = 0

Somit lassen sich die Theorien von Maxwell und Yang-Mills im Vakuum wie folgt zusammen-
fassen:

Maxwell Yang-Mills Einstein

Bianchi aluF,“V =0 aluF‘,uV + [AH,F‘UV] -0 VuRp}\',uv —0

Euler-Lagrange | 9,F* =0  9,F*+ [A,,F*] =0  Ric™ —1g"™R+Ag" =0

wobei

N 1
p My Vo3 pP
R A - 5 2 BR Ao

gesetzt wurde.
Bemerkung 1: Gemeinsam ist allen drei Theorien die Konzepte eines Zusammenhangs, der ko-

varianten Ableitung und der Kriimmung.
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Bemerkung 2: Die Wirkung der Maxwell-Theorie und der Yang-Mills-Theorie ist quadratisch
in der Kriimmung, die Einstein-Hilbert-Wirkung ist jedoch linear in der Kriimmung.

Bemerkung 3: Fiir die Elektrodynamik und die Yang-Mills-Theorie existieren Quantenfeldtheo-
rien. Die Euler-Lagrange-Gleichungen beschreiben Feldkonfigurationen, die die Wirkung mi-
nimieren. Fiir den Ubergang von der klassischen Feldtheorie zur Quantenfeldtheorie betrachtet
man nicht nur die klassischen Lésungen, sondern alle Feldkonfigurationen und gewichtet jede

Feldkonfiguration mit
ex i'S
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