I"Jbungen zur Vorlesung “Elektrodynamik und klassische
Feldtheorie”

Blatt 1
S. Weinzierl
Abgabetermin: Mittwoch, 3.5.2006

1. Lorentztransformation (2 Punkte)

Wie lauten die Vektorgleichungen der Lorentztransformation fir den Fall, dal sich das
gestrichene Koordinatensystem mit der Geschwindigkeit v gegen das ungestrichene be-
wegt?

Zerlegen Sie 7 in seine Komponenten 7| = (70)0/v? und 7| = 7 — 7
zu U.

| parallel und senkrecht

Losung: Sei ¢ in Richtung der positiven z-Achse.

¥ = y(x—ot),
=
7 = =z

Sei 7" = 1) + 7", die parallele und orthogonale Komponente ist gegeben bei

n = 7 U
|
Damit
— — —
il ol ('r” — vt) ,
—y —
Und somit

=g
I

R7) L (o)
4T = —(UQ)v—tv> +r——( )v

= 7+ <(7 - 1)(7:2 - fyt) v.

~—~

v

2. Relativistische Geschwindigkeitsaddition (3 Punkte)

Ein System S; bewege sich mit der Geschwindigkeit v; gegen ein System Sy, dafl sich
wiederum mit vy gegen ein drittes System S3 bewege. Alle Geschwindigkeiten seien paral-
lel. Wie lautet die Lorentztransforamtion von S; nach S37



Losung: S; bewegt sich mit v; gegen S5, daher lautet die Transformation von S; nach

So

(%1
ta = m <t1 + —21’1> s N = e,
C vy
c2
Ty = (1 +uity),
Y2 = Y,
29 = Zi.

Sy bewegt sich mit v, gegen S3, daher lautet die Transformation von S5 nach S

V2 1
t3 = 72 <t2 + —2962) e e
¢ _ %
02
T3 = Y2 (x2 + vaty),
Ys = Yo,
Z3 = Z9.

Daher lautet die Transformation von S; nach S3

v ) V10 v+ v
3 = M2 (tl‘i‘c—;fb’l‘i‘c—;(fﬁ-i—vlh)) = 7172 <<1+%) t + L 5 23:1),

c
U1 V1V9

r3 = M2 <$1 + vty + v (t1 + §$1>) = 7172 ((1 + 7) z1 + (v1 + v2) tl) ;

Yys = Y2,

Z3 = Z9.

Andererseits gibt es eine direkte Transformation von S; nach Ss:

V12
3 = 72 <t1 + §9€1> )

x3 = Y2 (T1 + viaty),
Ys = Y1,
zZ3 = 2.

Aus dem Koeffizientenvergleich erhélt man

V1V2
Y2 = Y172 (1 + a2 ) ;
v U1 + Vo
(R0

Dies ergibt sich auch aus dem Gesetz fiir die relativistische Addition von Geschwindigkeiten.



3. Lorentzinvarianz der Wellengleichung (4 Punkte)

Man transformiere die Wellengleichung (eine Raumdimension)
D¢(x7 t) = 07

indem man explizit die Lorentztransforamtion fiir x und t verwende, und zeige, dafl sich O
wie ein Skalar transformiert, also die Wellengleichung forminvariant ist.

Losung: Die Wellengleichung in K lautet

Die Lorentztransformation von K nach K’ ist gegeben durch
;L v
t = v (t + g$> )

¥ = y(x+ot).

Die Ricktransformation lautet

Damit ist

9 _ B0or 900 _ 06 v 00

ox' Or 0x' ' Ot 0’ 78x 027 ot’
Po 0 (09 _[9 (0\] Dz [0 (96)] Ot
ox?  ox' \oz') |0x \or ox’ ot \ oz’ ox’

-l (e)-s ()]

B 0 op v 0¢ v |0 dp v 09
- g 0E a5 o E0e - 2%)

_ (8% 20 0% 0P 8%)

ox2 2 0xdt  t o
Analog erhélt man

99 Opox 0pOt 06 0%
ot oror " otor . Tor " Tor

¢ 0 (00) [0 (06\]0x [0 [96\] ot
wt — o (ar) = [ @)l [ ()
8 (96 8 (96
- [z (&) 7 ()]
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0 0 0 0 0 0
ol (e BB o)

::7209y¢_2 82¢+62¢)

o2 Vozor T o
Daher ist

1% %6 .2 (112 Py 20 0% 1 8%) L (0% 20 0%¢p 02 8%)

2ot O

c20x2 2 0xot 2 Ot?
2 2 2 2
5 (v ¢ L1 v\ 09
— ——]_ _— _— — _—
7 <02 ) 0x? L (02 04) ot?
B R AT SR Wi
2 c2 ) ot? c? | 0x?

or2 2 0zot | ct o

4. Zwillingsparadoxon (7 Punkte)

Ein Raumschiff verlafit die Erde. Es ist so gebaut, dafl es eine gleichformige Beschleunigung
von der Grofe der Erdbeschleunigung ¢ in seinem Ruhesystem erzeugt. Die Beschleunigung
wirke genau 5 Jahre (nach den Uhren im Raumschiff), dann wird genauso lange gebremst,
umgedreht, wieder 5 Jahre beschleunigt, dann 5 Jahre gebremst und auf der Erde gelandet.
Fiir die Besatzung des Raumschiffs sind jetzt seit dem Start 20 Jahre vergangen.

a) Welche Zeitspanne verging auf der Erde zwischen Start und Landung?
b) Wie weit war das Raumschiff von der Erde entfernt?

c) Wie dndern sich die Verhéltnisse, wenn das Raumschiff nach der ersten und zweiten
Beschleunigungsphase jeweils fiir 10 Jahre (Eigenzeit) unbeschleunigt fliegt?

Hinweis: Das Koordinatensystem des Raumschiffs ist kein Inertialsystem. Es kann aber
in jedem Moment von einem Inertialsystem S’ begeleitet werden, dafl mit dem Inertialsys-
tem der Erde iiber eine Lorentztransformation verkniipft ist. Diese verkniipft insbesondere

die Vierervektoren u und a der Geschwindigkeit und der Beschleunigung in S und S’

2
(u, = %,au = %)-

Losung: Sei S das Inertialsystem der Erde und S’ ein Inertialsystem in dem sich das Raum-
schiff zum Zeitpunkt ¢y befindet. S’ bewegt sich mit der Geschwindigkeit v(to) gegeniiber S.

Eigenzeit des Raumschiffes;

dr = di' =dt\/1 - — = —
¢ v



In S" wird das Raumschiff mit g beschleunigt. Falls S’ so gewéahlt wird, daf§ das Raumschiff
zum Zeitpunkt ¢; in S’ ruht, so hat es zum Zeitpunkt ¢;,+dt’ die Geschwindigkeit du’ = gdt'.
Im System S hat man somit (relativistische Addition von Geschwindigkeiten)

du’ du’ 2
o(t+dt) = f+vd7i/%(v+du') (1—ch)%v+du'—2—2du'
c2

Daher
dv . v?\ du/
dt ) dt
Nun ist aber dt = dt'/y/1 — v?/c? und daher

dv . V2 %du'_ . ’1}2%
a - \"z)w -z

Somit

Integration liefert

Aus der Anfangsbedingung v(0) = 0 folgt ¢y = 0. Auflosen nach v(t) liefert

o) = 2
L (2)°

Weiter gilt

e
Y 02 /1+(t)2 dt

o [Q

Durch Integration erhalt man

t -
dt t
t = /7 — £ arcsinh (g_)
R c
] 7

2
e (g) 7
und somit
t/
t = Esinhg—
g 1

bt



Sei T = by, dann ist
T = 84.6y
Bis zur Riickankunft auf der Erde vergeht viermal diese Zeitspanne, also
4T = 338.4y.

Teilaufgabe b)

o) = /tv(f)df:/gifdf:%i 1+<%t)2—1

Die maximale Distanz betragt zweimal diesen Wert, daher
2¢(T) = 16731y

Teilaufgabe c¢) Nach der Beschleunigungsphase betrégt die Geschwindigkeit

T csinh 22 T
o(T) = J = = < == ctanh 2
VI+ () 31+ (sinh ) ¢

Einem Zeitintervall von AT’ = 10y im System des Raumschiffes entspricht daher ein
Zeitintervall von

AT

AT = ——==873.Ty
1— v(T)?

c2

Die Ankunft verzogert sich daher um zweimal diese Zeitspanne, also um 2AT = 17474y
In dem Zeitintervall AT legt das Raumschiff zusétzlich

o(T)AT = 873.61y

zuriick. (Alle numerischen Werte wurden mit ¢ = 2.99792 - 10%m/s, ¢ = 9.81ms 2 und
ly = 365.25 - 24 - 3600s gerechnet.)



I"Jbungen zur Vorlesung “Elektrodynamik und klassische
Feldtheorie”

Blatt 2
S. Weinzierl
Abgabetermin: Mittwoch, 10.5.2006

1. Einsteinscher Kasten (5 Punkte)

Ein angeregtes Atom in der linken Wand eines frei schwebenden Kastens gibt seine Anre-
gungsenergie F durch ein Lichtquant an ein Atom in der rechten Wand des Kastens ab.
Berechnen Sie die bei dem Ubergang entstehende Verschiebung des Kastens Az

a) aus dem Impulssatz und der Laufzeit des Lichtquants;

b) aus dem Schwerpunktsatz, wenn der Anregung eine Masse m zugeordnet wird.

Aus dem Vergleich der Ergebnisse von a) und b) 1a8t sich mit der Energie des Strahlungs-
feldes F = pc der Zusammenhang zwischen Masse und Energie ableiten.

Losung: Sei M die Masse des Kastens, v die Geschwindigkeit des Kastens nach der Emis-
sion des Lichtquants, [ die Breite des Kastens und p der Impuls des Photons. Das Photon
werde an der Stelle x = 0 emitiert.

Impulserhaltung:

daher

i
In einem System, das mit dem Kasten bewegt wird, hat dieser die Breite [. Im Laborsystem
gilt I’ = 1/~. Das Lichtquant bewegt mit Lichtgeschwindigkeit:

T Photon — Ct?

Die andere Wand des Kastens bewegt sich auf das Photon zu, Im Laborsystem hat man

)
TWand = 7 (_ + t’U)
v

tabsorb

AUS Zphoton = Twana folgt

c—yv
Das Photon trifft daher am Ort
l l

Tabsorb = Clabsorb = o
—~Y D
1 70 1+ Mec




auf die Wand. Der Kasten hat sich daher um
_ML l
A = absorb — =1 < = —
. Labsorb (1 T ﬁ) 14 e
bewegt.
Aus dem Schwerpunktsatz folgt:
! Ml+ 0) = ! MZ+A +m (I + Ax)
M +m 2 m - M+m 2 . m v
Somit:
(M +m)Ax = —ml,
und daher
[
Ar = ———.
T T %
Somit haben wir
[ l
- c — 1. M
1+ > I+
und daher
m = =
1

E = mc
2. Doppler-Effekt, Aberration (7 Punkte)
Die Phase einer ebenen Lichtwelle mit Ausbreitungsrichtung 7 = (n,,n,,n,) lautet im
System S
xng + yn, + znz)

SO =
Die gleiche Relation gilt fiir die gestrichenen Grofen in einem System S, welches z.B. durch

= 27y (t —
c
eine Lorentztransformation mit der Geschwindigkeit v in z-Richtung aus S hervorgehen

soll. Finden Sie die Transformation
! ! n;’ I/,)

(nxanyanzay) - (nmanya
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aus der Bedingung, dafl die Phase lorentzinvariant ist. Diskutieren Sie anhand dieser Re-
lationen:

a) den linearen (longitudinalen) Dopplereffekt fiir n, = n!, = +1;

b) den quadratischen (transversalen) Dopplereffekt fir n, = 0,

¢) die Aberration, d.h. die Neigung der eintreffenden Wellenfronten fiir eine im Unendlichen
ruhende Lichtquelle n, = n, = 0, n, = 1 und einen in z-Richtung mit v bewegten
Beobachter. (Aberrationswinkel a: tana = n/ /n; ).

Losung: Phase ¢ ist invariant:

/.7 1.1 .7
- <t_xnx+yny+znz) _ oy <t,_xnm+yny+znz>
c c
Lorentztransformation:

= (e
ct = vylct—-x),
"L‘/ = 7 (_Ut + (L’) )

"=y,
7 = z

Einsetzen und sortieren nach ¢, z,y, z liefert

v
cvt —van, —vyn, —vzn, = ~yev' <t — gx> — ' (—vt + x)n), — Vyn, — v 20/,

v
= W (c+on)t—y/ (— + n;> x —vVyn, —v'zn),.
c

Daher
v = <1+—n;),
c
/ / v
Uy = Y (n,+ —),
c
! !
vny, Vg,
vn, = v'nl.
Auflosen liefert
v
Vo= v (1 - —nx) v,
v
0 = = e
T v )
1-— znm
N = Ny
y v )
7 (1= gna)
n
n/ — z



Teilaufgabe a): Longitudinaler Dopplereffekt. Sei n, =1 und n, = n, = 0. Dann gilt

n, =1, n,=n, =0,
und

/ 1_% 1_%

Vo= —=v =/ —=u
Sei nun n, = —1 und n, = n, = 0. Dann gilt

n, =—1, n,=n, =0,
und

, 142 [1+2
14 = —FV = V.
v2 1-2

-5 ¢

Teilaufgabe b) Transversaler Dopplereffekt. Sei nun n, = 0. Ohne Einschrankung kann
ny = 1 und n, = 0 gewahlt werden. Dann gilt

2
) 1 )
n,=-——, n,=—=4/1-—=, n,=0,
1 y c
und
, v

Vo= W= ——.
N

Teilaufgabe ¢) Aberration. (Vorbemerkung: In dem ausgeteilten Ubungsblatt wurde in der
Angabe zu Teilaufgabe c¢) versehentlich die gestrichenen Groéfien mit den ungestrichenen
vertauscht.)

Sei n, =n, = 0 und n, = 1. Somit

v
!
n,. = ——
x C’
2
n v
/
n, = = 1——2.
c
Somit
/ v
n v
tana = —f:— ¢
n, a2



und

Qle

o = —arctan

3. Symmetrische und anti-symmetrische Tensoren (1 Punkt)

Zeigen Sie, daf} die Kontraktion eines symmetrischen Tensors S, mit einem anti-symmetrischen
Tensor A Null ergibt.

Losung: Durch Vertauschung der Indizes 1afit und anschliessender Umbenennung sich
zeigen:

SAY = =S, A" = -5, A" = =5, A",
Daher folgt
S A = 0.

4. Der total anti-symmetrische Tensor (3 Punkte)

Zeigen Sie, dal der Levi-Civita-Tensor #”?? invariant unter eigentlichen Lorentztrans-
formationen ist.

Losung: Ein Vierervektor transformiert sich wie
V= APV

Der Levi-Civita-Tensor ist von Rang 4 und transformiert sich daher wie

ghrpo! = AFLNY NP A% gb
Zu zeigen ist:
ghvpo!  _ pwpo
Definiere die Hilfsgrofie
Arre = NN GNP N g

AHPPY ist total antisymmetrisch:

AT = NV NN NS e = — AP AP AT P00 = — AR NN N 400
_ AMVPU’

und analog fiir jedes andere Indexpaar. Daher

AWPT — cghpo

11



Zur Bestimmung der Konstanten ¢ betrachte einerseits
A0123 0123 _
andererseits ist
AN — AoaAlﬁAQ,YA?’(; 90 = _det A
und somit ¢ = det A. Daher gilt
g’ = (det A) e,
Fiir eine eigentliche Lorentztransformation gilt det A = 1 und daher

guupal — guupa )

12



I"Jbungen zur Vorlesung “Elektrodynamik und klassische
Feldtheorie”

Blatt 3
S. Weinzierl
Abgabetermin: Mittwoch, 17.5.2006

1. Der zweite Green’sche Satz (2 Punkte)

Beweisen Sie den zweiten Green’schen Satz:

ov 8@
3 —
///dx(CIDA\IJ VAOD) //da(an aﬁ).
V(F)

Hierbei sei V(F) ein endliches Volumen und F' = 0V seine Oberflaiche. ® und V¥ seien
glatte Funktionen auf diesem Gebiet. g—g bzw. g—qf; bezeichnet die Normalableitung, das
ist die Richtungsableitung der jeweiligen Funktion in Richtung der Flachennormale n am
betrachteten Punkt der Flache F:

0P
on

Losung: In der Vorlesung wurde der erste Green’sche Satz bewiesen:

///d3 (eAv + Vo V) = // o
on
ja

V(F)

= -V

Dieser Satz ist eine direkte Anwendung des Gauf3’schen Satzes

///d%VU = /F/daﬁ-ﬁ,

V(F)
wenn man dort das Vektorfeld
0 = o(vv)
einsetzt und die Produktregel fiir die Differentiation verwendet,
V- (eV) = Vo VU +eaw.

Subtrahiert man vom ersten Green’schen Satz den Ausdruck mit ® und ¥ vertauscht, so

erhélt man
/ / /d% (@Mw%ﬁ@) - (\mmﬁ\p : %)

///dz wsv-van) = [ far (33%-42%).




2. Bestimmung eines Vektorfeldes aus seinen Quellen und Wirbeln
(6 Punkte)

Ist es moglich ein Vektorfeld V(f) durch seine Divergenz und seine Rotation zu bestim-
men? Gegeben seien im R? eine skalare Funktion f(Z) und ein Vektorfeld §(%), die beide
im Unendlichen verschwinden:

lim f(Z) =0, lim §(%) = 0.

|z|—o0 |z|—o0
Gesucht ist ein Vektorfeld V(7), das
VV(@) = f(@),
Vx V(@ = g§@).

erfiillt. Konstruieren Sie V(7), indem Sie die Zerlegung V() = Vi (Z) + Va(&) verwenden,
wobei

V x Vi(&) =

Ist die Losung eindeutig? Welche Bedingungen fiir V sind erforderlich, um die Losung
eindeutig zu machen?

Losung: Mit dem Ansatz V(Z) = Vi () 4 Va(Z) erhélt man

V V(@) = f(@),
VxVi(@) = 0,
V-Vh(@) = 0,
V x Va(@) = §(@),

d.h. wir erhalten zwei Teilprobleme: Zum einen suchen wir ein rotationsfreies Vektorfeld
171, dessen Quellen vorgegeben sind, zum anderen suchen wir ein divergenzfreies Vektorfeld
172, dessen Wirbel vorgegeben sind. Betrachten wir zunachst Vi: Daes keine Wirbel besitzt,
a3t es sich als ein Gradientenfeld schreiben:

@) = Vo).
Eingesetzt in V - Vi(Z) = (&) erhalt man
Ap(T) = [(Z).

In der Vorlesung wurde gezeigt

A:v<‘_,1_,,|) == —47T(5(f—fl)

Tr—x

14



Multipliziert man beide Seiten mit f(Z’) und integriert man tiber z’ so erhélt man

/ FN <ﬁ) F@) = —dr / Bal6 (7 — T) F(7).

A, wirkt nur auf die ungestrichenen Groflen und kann vor das Integral gezogen werden:

Ax( 4;/&”’ '|f(_3,‘) — J(@),

Somit ist
L1 WIRACH.
o) = 4 dw |7 — 2|
und
T N 3, f
A = -9 [

Betrachten wir nun Vs: Dieses Vektorfeld hat keine Quellen und kann daher als die Rotation
eines Vektorpotentials geschrieben werden:

— -

Vo(Z) = V x A(D).
A(Z) sei so gewdihlt, daB
V-A@@) = 0
gilt. Einsetzen und die Verwendung der Beziehung
V x (ﬁxV) = §<ﬁ~17> — AV

liefert

Analog zu oben erhéalt man als Losung

v 1 g(@)
A — 3./
(7) 4m @ |7 — |

Wir miissen noch iiberpriifen, ob V- /T(f) = 0 gilt. Hierzu zunachst eine Vorbemerkung;:

Aus der Gleichung



folgt V- g(Z) = 0, indem man auf beiden Seiten die Divergenz bildet. (Die Divergenz einer
Rotation verschwindet.) Nun hat man

—’—’/
G.oAm = v, [ 2T L [ pag, . 9T
|7

47 |7 — 2| T 4r

In der Vorlesung wurde gezeigt, daf3

R 1 - 1
v:v T = _vm/ S -y
|7 — 2| |Z — 2|

Also
— — 1 = 1
V-A@F) = d’*z’ ¥
=& &) Veg g
Eine partielle Integration liefert das gewiinschte Ergebnis:
V-A@) = L (6 , .g(f')) I
47 ’ |7 — 2| '

Somit habe wir also

‘7’2(1—:) _ —VX/dg / g(q,)

4 |7 — |
und somit
VI R A 7=\ l = 3/f() /3/5(5/)
V@ = i@+ @) = -V [ ‘f_x/‘uﬂvX d T

Die Losung ist nicht eindeutig, da man zu V (Z) immer ein Gradientenfeld V(&) addieren
kann, bei dem (&) die Laplace-Gleichung erfiillt:

Ax(Z) = 0.

Wie man leicht nachrechnet gilt fiir V(%) + Vx(2):
V- (V@ + V@) = f@),
Vx (V@) +Vx@) = @),

Eindeutigkeit: Wir nehmen an, da$ V,(#) und V,(Z) zwei Losungen seien. Sie erfiillen
daher

— —

VVi(Z) = VV,(Z), V x V,(Z) =V x V,(@).

16



Betrachte nun W (Z) = V, (&) — V,(Z). Es gilt

VW(Z) =
Vx W@ =

o O

Da die Rotation von W verschwindet, kann man W = ﬁ(b schreiben. FEingesetzt in die
erste Gleichung folgt

Aus dem ersten Green’schen Satz

///d3 <I>A\I/+V<I> V\If = // a\?.
on
F

V(F)

folgt mit & = ¥ = ¢:

///d3 v¢> v¢> //dagb % 7.

4
I

Falls nun V, (%) und V,(Z) im Unendlichen verschwinden, so verschwindet dort auch die
Differenz W () = V,(Z) — V,(Z). Somit ist das Oberflichenintegral auf der rechten Seite
ilt

gleich Null. Dann g
///d3 Vo-Vo) = 0,

V(F)
und da der Integrand nicht negativ sein kann, folgt
Vo = W=0.
Somit ist mit der Randbedingung, dafl V im Unendlichen verschwindet, die Losung ein-
deutig.
3. Compton Streuung (5 Punkte)
Ein Photon mit der Energie hwq trifft unter dem Winkel §, auf ein freies Elektron mit

dem Impuls pyg.

hw

- - - -1 _

Do

17



Stellen Sie den Erhaltungssatz fiir den Viererimpuls auf und berechnen Sie die Energie des
gestreuten Photons als Funktion des Steuwinkels §. Geben Sie das Ergebnis speziell fiir
den Fall an, daf§ das Elektron vor dem Stof3 ruht.

Losung: Wir wahlen das Koordinatensystem so, dafi der Streuprozess in der x-y-Ebene

liegt.
h h
k]l-f’hoton = < wo wO’ 0 O)
qglektron = < \/ p + m2027 DPo €COS 507 Do sin 607 ) ’
h h
K on = (—w, —wcosd, —wsin 0, O)
c c
q%lektron/ ( _'_ TTL2C2 yPCOS Y, P sin 2 O) .
Impulserhaltung:

H© © _ 12 ! © /
kPhoton + quektron - kPhoton + quektron

Wir mochten das Ergebnis ohne die Grofien p und ¢, die das gestreute Elektron beschreiben,
ausdriicken. Obige Gleichung gibt:

" I p 7 L
quektran - kPhoton kPhoton quektron

Wir quadrieren beide Seiten:

¢"'q) = (kw—ku_q“) (k' = Ky —qu)
? o= KPR+ =2k K —2K g+ 2k-q.

Nun ist aber

Daher
2k -k +2kK -q—2k-q = 0.

Einsetzen liefert:

h? h
0 = 2 —wwo (1 —cosd) +2— P (\/pg + m?2c? — pg cos g cos § —posinéosincS)
h
—2—wy (\ /D2 + m2c? — pg cos 50) )
c

18



Auflosen nach w:

hewg ( P34+ m2c2 — pg cos 50>
how =

Bwo (1 — cos8) + +/pE + m>c® — pg cos (6 — &)
Speziallfall po = 0. In diesem Fall erhalten wir

hwome B Ty

hw = = :
wo (1 —cosd) +me 1+ Lzw (1 — cosd)

4. Laplace-Operator (3 Punkte)

Der Laplace-Operator in drei Dimensionen in kartesischen Koordinaten lautet

Bestimmen Sie die Darstellung des Laplace-Operators in
a) Zylinderkoordinaten
b) Kugelkoordinaten.

Losung: Wir betrachten zunéchst die Zylinderkoordinaten.

T = TCosp,
= rsing,
z = =z

r =22+ y?, tango:g.
x

9, _ o 0f0p _w0f yoy _ of 1. 0f
or” — Or oz ago&zc_r@r r2 g o rsmgoﬁgo
0? 3} of 1 of
ol = g \coep, — ey
= cos 9 Ccos a—f—lsm of —lsm 0 Ccos a—f—lsm of
N Y or Por 1 SO@go r SD@ Por 1 SO@go
2f 2 0 f 1 2f 1 af 2 of

= cos’ cpﬁ—;smgocosgpa 00 + sm QOW+—SIH cpa +—smgocosg08

19



Beachte hierzu die Kettenregel!

Analog:
2 = sin g + 1 coS ﬁ
oy’ Por T 1 S0690
o? L, OPf 2. Pf 1 Pf 1
8—3/2 = 51n2g0w+;smgocosgoaraw+ﬁ0082g08—w2+;c

Somit erhalt man in Zylinderkoordinaten:

0? 102 10 0

AN = — 4+~ L -2 4 7
or? + r2 0p? + ror + 022

Teil b) Kugelkoordinaten:

xr = rsinfcosp,
= rsinfsin g,
z = rcosf.

0s? 8_f
14 or

.T2—|— 2
r=\/x%+y?+ 22, tan&ziy, tangng.
z x

O _ npeosp? 1 Leosgeos ol 15ne0f
op  Smbcosgm i cosveoseas - ) oo’
of Caf 1 . O0f lcospdf
9y = s1n081ngoar+Tcos€smgoa€—|—rsin0&07
af gg_l in@g
o: — Ve T

Eine etwas langere Rechnung liefert

0? 20 1 0% icos@ 0

2 . of
— —= SINn Y COS Y—
3 S0 eos o

1 0*

A= ot

or?2 ' ror T2w+r25in9%+r25in298g@2'
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I"Jbungen zur Vorlesung “Elektrodynamik und klassische
Feldtheorie”

Blatt 4
S. Weinzierl
Abgabetermin: Mittwoch, 24.5.2006

1. Vergleich von Gravitation und Coulombwechselwirkung (2 Punkte)

Zwischen Elektron und Proton wirkt sowohl die elektrostatische Anziehung, wie auch die
Schwerkraft. Man berechne das Verhaltnis der beiden Kréfte.

Aus einer Eisenkugel von 1 g Masse werden 1% der negativen Ladungen entfernt und in
einen Abstand gebracht, der dem Erdradius entspricht. Berechnen Sie die Anziehung durch
den Rest der Kugel.

Losung: Im SI-System gilt:

1 €2
Felektm’sch O oo
dmeg
MEiektron Proton
FG’ravitation G ) )
T
also
2
Felektm’sch _ 1 € —923. 10_39
FGravitation 47T“’:OCTY M Eiektron Proton
Teil b) Die Kraft ist gegeben durch
2
1 (Ze)

Felektrisch 4 P} 9
TEo TErde

wobei Z die Anzahl der Elektronen ist, die entfernt wurde. Ein Eisenatom besteht aus
26 Elektronen, 26 Protonen sowie einer Anzahl von Neutronen. Ein Eisenatom hat das
Gewicht 55.8 u, wobei 1u = 1.66 - 10727 kg. Der Erdradius betrigt rg.q. = 6.37 - 106 m.
Somit

1073 kg
55.8 u

Z = 26x x 1% = 2.8 - 10*,

und man erhalt

Felektrisch = 448N



2. Potential eines Drahtringes (3 Punkte)

Ein Ring aus diinnem Draht mit Radius ry trage die Ladung (). Berechnen Sie unter
Vernachléssigung der Dicke des Drahtes fiir die Orte auf der Achse senkrecht zur Ringebene:

a) den Potentialverlauf,
b) den Feldstérkeverlauf,
c) Lage und Betrag der maximalen Feldstérke.

Losung: Es handelt sich um ein elektrostatisches Problem. Fir das Potential ist die
Poisson-Gleichung zu losen:

AD(T) = —Amp(d).

Mit Hilfe der Green’schen Funktion erhalt man

b7 = / o L)

|7 — 7|

Man verwendet Zylinderkoordinaten:

T = TCos,
= rsing,
z = z.

Die Ladungsdichte in Zylinderkoordinaten lautet

p = ¢ d(r —10)d(2).

27rg

Somit erhalt man fiir Orte auf der Achse

[ 2
o / / > /0 Q I / 1 o Q
O(z) = /dr O/dgb /oodzr—QWToé(r 7“0)5(2)\/22+rS = NEEET

0

Teil b) Es gilt
— — a -
E = V=200 .6=—% _ .2,
0z (22 4+ 12)?

Teil ¢) Bestimmung des Maximums aus

22



Die Rechnung liefert:
0  Qz _ Qr§—27

(2t ()

Dabher:

To
—22 w =0 = Zpw =Lf—.

" V3

B 2
FE (Zmal’) = 3\/97" _»
0

3. Eichtransformation (4 Punkte)

Gegeben sei ein homogenes Magnetfeld in z-Richtung: B = (0,0, B).
a) Zeigen Sie, dafi folgende Vektorpotentiale dieses Magnetfeld beschreiben:
A1 = (O, B - x, 0) s
(x,B-x,0),
A3 = ( B - Y, 0 O)
15

s
[

4 = 2BXT‘

b) Wie lauten die Eichtransformationen ay, die ein Vektorpotential in ein anderes tiberfithren?

Losung: Teil a): Nachrechnen:

rot Ay = rot(0,B-z,0) = (0,0, B)
rot Ay, = rot(z,B-x ()) (0,0, B)
rot A; = rot(—B ,0) = (0,0, B)

S 1= 1
rot Ay = rot(—BxF): rot (—B-y,B-x,0) = (0,0,B).

Teil b)

Vi 1
Vag, = A1 AQ ( :L‘,0,0) = o = _512’

Vaz=A4, - A, =B (y,z,0) = ay3 = By,
1 1
Vo =41 —Ay = 53 (y, x, 0) = 4 = §B:cy,
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1
2
Q3 = aq3 — g = Bay + -a7,

2
1 1
= — 1 v
oy Q14 — Q12 5 Ty + 21’ )
Q34 = Qg — 013 = —5335?/-

4. Yukawa-Potential (7 Punkte)

Fiir die Beschreibung der Wechselwirkung mancher Elementarteilchen wird eine modi-
fizierte Poisson-Gleichung

(A ) (@) = p(@)
mit einem reellen Parameter p benotigt. IThre Green’sche Funktion ist durch
(Am - MZ) G(M)<_»7 f,) = 5(‘%— f/)

definiert, die im Grenzfall 4 — 0 in die bekannte Green’sche Funktion der Poisson-
Gleichung

iibergeht.

a) Zeigen Sie, da8 G nur von der Differenz # — ¥ abhingt:
GW(z 7)) = GW(E-7).
b) Bestimmen Sie eine Losung fiir G, indem Sie den Ansatz

1 o a o
G(“)(:Z, i) = /d3/<; elk(mfa:)G(‘u)<k>

Nl

verwenden. Bestimmen Sie zunachst die Gleichung, die é(“)(g) erfilllen mul und geben
Sie GW (k) an. Bestimmen Sie dann G® (%, #) durch die inverse Fouriertransformation.

¢) Berechnen Sie (A — p?)F (%) mit F(Z) = e (Yukawa-Potential) und vergleichen
Sie mit dem Ergebnis von Teilaufgabe b)

d) Geben Sie eine Losung der verallgemeinerten Poisson-Gleichung

(A - ) 0(@) = p(@)
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fiir beliebiges bekanntes p(Z) an, die im Unendlichen verschwindet.

Losung: Teil a) Es gilt fiir beliebiges ¢ und 2= 7 —

(B — 1) GO(F—G.7 —§) = (De— 1) GO(ET —§) = 6(F— 7 +7) = 07 — &)
Somit hat man fir i = 2"
(A, — ) GW(F—7,0) = §F—7)
Teil b) Sei
1 N,
(@) = — [ @k FTNG0)
(2m)2
und
1 (2 1
§(Z—-7) = - / G —
(2m)* (2m)*
Damit erhalt man
1 N AN -, ]_ N AN -,
(Ap = 1) —— / Ik MG (k) = ; / Ik (K — p?) *ETEW ()
(2m)? (2m)?
— 1 _ /d3k eilg(fff’)_ 1 _.
(2m)2 (2m)2
Aus der Gleichhiet der Integranden folgt
SN 1
(=k? =) GW(k) = —,
(2m)2
und somit
P 1 1
Wy = ———
( (2r)7 K2+ 12
Somit ist
o o 1 S - 1 s, 1
G(,u)<x7 /) — _ /d3k elk(m a:)G(u)<k):_ 3/d3]{? elk(m z')
(27)2 ) k% + p?
Sei nun ¥ — & = (0,0, 7).
o) T 2m
G(N) 7 72\ = 1 dk do dosin 0 —ikr cos 6 k? o 0
(%, 7)) = _(27r)3 psinfe R u = — cos
0 0 0
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00 1 00

1 , k2 1 1, . A k2
= — dk d ikru — _ dk ikr _ —ikr
(27)? / / YR T T 2 / o )

0 -1 0

o 1 /Oodk keikr B ke—ikr o 1 ]Odk: keikr
- (2m)%ir / k24 p2  k2+p?)  (2m)%r k% + u?

—00

Der Integrationsweg kann fiir > 0 durch einen Halbkreis im Unendlichen des I. und II.
Quadranten geschlossen werden. Dieses Stiick liefert keinen Beitrag. Somit ergibt sich mit
Hilfe des Residuensatzes:

[e.e]

k: ikr k’ ikr
/ dk% = 27T’l res (%) = 7TZ'€7T|“|
SR e g P
Und somit
1 e~ lmllZ—7]
GWz ) = ————
(#,2) ir [7— 7
Fur » < 0 schliessen wir die Kontour nach unten:
x k ikr /{7 ikr
/ dkei = —27ires e = —qie”"IM
k2 +M2 k:2 +M2 k:—i\u\
und somit
1 elmllz—=a]
GWzg ) = ———_
(&%) 4 |7 — 7|

Teil ¢) Wir betrachten zunéchst r # 0. Der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten:
# 20 10 1cosh O 1 02

A= —+—-——+—=—+— — )
or? * ror * r2 00? + r2 sin 6 06 * r2 sin? 6 Op?
Somit
1 0? 20 1
2\ Do . 22 2\ - —pr
(A ,u)re <8T2+T8T )Te
Bemerkung:
”? 20 102
(5t 250) £ = o s,
Somit
2 2 _ 2
(A_MQ) le*l““ — la_efur_/inejur: (lu H )67“74:0.
r r Or? r r
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Zur Uberpriifung des Verhaltens am Ursprung integriert man iiber eine Testfunktion und
verwendet den zweiten Green’schen Satz:

/ &z f(r) (A —p?) %6_’“" = / d*x %e"“’Af(r) — u? / d*x f(r)%e"“’

|lz|<e x| <e |z|<e
1 1
+ / dQOf(T)%;G_MT— / d’c ;e_’"%f(r).
|z|=¢ |z|=¢

Es ist d®*z = r?sin 0drdfdy und d*c = r?sin 0dfdp, daher verschwinden der erste, zweite
und der vierte Term im Grenzfall ¢ — 0.

/ &P f(r) (A = p?) %e‘” = / d’c f('r’)%%e‘” = / d*a f(r) (—i — H) et
|z|<e |x|=¢ |x|=¢

= —dme " f(e) — —4n f(0).

Teil d) Mit Hilfe der Green’schen Funktion haben wir

1
0@ = [do@ @7 =~ [drae e
T

Offensichtlich verschwindet (%) im Unendlichen.
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I"Jbungen zur Vorlesung “Elektrodynamik und klassische
Feldtheorie”

Blatt 5
S. Weinzierl
Abgabetermin: Mittwoch, 31.5.2006

1. Lorentz-Transformation elektrischer und magnetischer Felder
(3 Punkte)

Leiten Sie die expliziten Formeln fiir die Lorentz-Transformation der Komponenten des
clektrischen Feldes E und des magnetischen Feldes B aus dem allgemeinen Transforma-
tionsverhalten des Feldstarketensors F* her. Es geniigt, dies fiir einen Lorentz-Boost
parallel zur z-Richtung durchzufiihren.

Losung: Der Feldstarketensor ist gegeben durch
0 —-E* —EY —FE*
E* 0 —B* BY
EY B* 0 —B*
E* —-BY B* 0
und transformiert sich unter einer Lorentztransformation wie

F™ = AN PP = AR (AT) 7

P =

Mit
v 00 By
0 1.0 0
nooo_
A= 0 01 0
By 0 0
Durch Ausmultiplikation findet man
0 —yE* = pyBY —yEY + pyB* —L*
v _ | VBT BYBY 0 —B* ByE* +yBY
YEY — ByB* B 0 OyEY — yB*
E* —0ByE* —~vBY —(~vEY+yB” 0

Somit hat man
E" = yE"+(3yBY,
EY = yEY - (yB",
E/Z — EZ,
B” = 4B -y,
BY = yBY+ ByE”,
B* = B>



2. Invarianten des Feldstarketensors (6 Punkte)

a) Driicken sie die Grofen @ = E - B und b = B? — E? durch die Komponenten von
F aus. (Hinweis: Sie benétigen auch den Levi-Civita-Tensor €.

b) Wie transformieren sich a und b unter einer Lorentz-Transformation?

c) Zeigen Sie, falls es in einem bestimmten Inertialsystem konstante Felder E und B gibt,
die nicht senkrecht aufeinander stehen, so gibt es kein Inertialsystem, in dem eines der
beiden Felder verschwindet.

d) Gilt andererseits in einem Bezugsystem aber E - B = 0 und |B| # |E|, so gibt es
ein Bezugssystem, in dem eines der beiden Felder verschwindet (abhéngig davon, welches
der beiden im urspriinglichen Bezugssystem starker war). Zeigen Sie dies und geben Sie
die Lorentz-Transformation an.

¢) Falls letztlich in einem Bezugssystem E - B = 0 und |B| = |E| gilt, so sind die Felder
in einem anderen Bezugssystem, dafl sich gegeniiber dem ersten mit der Geschwindigkeit
v in der Richtung F x B bewegt, um den Dopplerfaktor

c—v
c+v
reduziert. Zeigen Sie dies.
Losung: Teil a) Es ist
0 —-FE* —FEY —F* 0 E* EY FE*
xr _ z y _ xr _ 4 y
o _ E 0 B* B P E 0 B* B
EY B 0 -—-B* |’ s —kEY  B? 0 -—-B*
E* —BY B* 0 —-FE* —BY B* 0

Wir berechnen

F*F,, und &, F*"F".

)

e PP FP = 8E-B.

Wir erhalten durch Einsetzen

2

R, = 2(‘5

Mit eg123 = +1 erhalten wir
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Also:

1

@ = CupeMET,
1

b = SF"Fu.

Teil b) Die Ausdriicke
FrF,, und €, F"F™.
sind invariant unter Transformationen der eigentlichen orthochronalen Lorentzgruppe.
Teil ¢) Nach Voraussetzung soll
a = E-B#0

gelten. Nun ist aber, wie oben gezeigt wurde (E . é) Lorentz-invariant und hat daher in
allen Bezugssystemen den gleichen Wert. Dies schliest £/ = 0 oder B = 0 aus, da in diesem
Fall ja F - B = 0 ware.

Teil d) Sei nun E - B = 0 und |B| # | E|. Wir wihlen das Koordinatensystem so, daf

gilt. Mittels der Lorentztransformation aus Aufgabe 1 erhalten wir

E" =0,
EY = yEY-pyB",
E” = 0

B” = 3B - By,
BY = 0,
B” = 0.

Sei nun |EY| > |B*|. Dann verschwindet das B-Feld, falls

B:L‘
5= =

gewdhlt wird. Beachte, dal wegen der Voraussetzung |EY| > |B*| die Geschwindigkeit,
mit der sich das gestrichene System gegebiiber dem urspriinglichen bewegt, kleiner als die
Lichtgeschwindigkeit ist:

18] < 1.
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Ist andererseits |EY| < |B¥|, so verschwindet das E-Feld, falls

EY

A

gewahlt wird.
Teil ¢) Sei nun E - B = 0 und | B| = | E|. Wir wihlen
B=B%,, E=EF",

wobei |B*| = |EY| gilt. Dies bedeutet B* = +FEY. Wir nehmen im folgenden B* = EY
and. Das gestrichene System bewegt sich mit der Geschwindigkeit |v| in Richtung der
(negativen) z-Achse. Wie oben haben wir

EY = qEY—pyB"=~(1-p)E",
B = 4B" - pByEY =~(1 - 3)B".

(1-5) = 1-p  |1-=8_ Je—w
7 T ik V1es Vero

3. Komplexe Drehungen (3 Punkte)

Nun ist aber

Zeigen Sie, daf} sich das Verhalten des elektrischen Feldes E und des magnetischen Feldes
B unter einer Lorentz-Transformation auch als eine Drehung des Vektors

7 = B+iE
um einen komplexen Winkel beschreiben 1afit.

Losung: Wir berechnen zunachst das Verhalten von Z unter der Lorentz Transformation
aus Aufgabe 1. Es ist

) L VB* = ByEY + i (YE* + By BY)
7' = B'+iE' = | yBY+ByE* +i(yEY — ByB")
B* + i E*
v (B* +iE") +ify (BY + iEY)
= v (BY +1EY) —ifvy (B* +iE")

B +iFE?

v ooiBy O

= —ify v 0 |Z
0o 0 1
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Die Matrix

_ v By
M= (—iﬁv 7)

ist, wie man leicht nachrechnet, ein Element der (komplexifizierten) SO(2):

det M = %+ (iB7)* =1,

B 1-82 0 \ (10
= (7 e ) = (6 1)

Somit kann M auch als

M o= ( cos ¢ sin¢)

—sin¢g cos¢
mit einem zu bestimmenden Winkel ¢, parametrisiert werden. Es gilt
cosp = 7.
Da v > 1 ist, muf} ¢ imaginar sein. Wir setzten ¢ = ia und erhalten mit
cos¢p = cos(ia) = cosha
letztendlich
cosha = 7.

4. Ernie und Bert bauen ein Walkie-Talkie (4 Punkte)

Ernie und Bert mochten auch unterwegs miteinander kommunizieren. Sie beschliesen,
zwei Walkie-Talkies zu bauen, die mit statischen elektrischen und magnetischen Feldern ar-
beiten. So wollen sie durch An- und Abschalten Nachrichten mit Hilfe des Morse-Alphabets
ibermitteln.

Ernie entwickelt ein Gerét, das statische elektrische Felder erzeugen kann und dariiberhinaus
elektrische Felder detektieren kann, vorausgesetzt dafl storende magnetische Felder im
Gaufy’schen Maflsystem nicht starker als

2 2

B < 5|E

sind. Bert entwickelt ein Gerat, das statische magnetische Felder erzeugen kann und
dariiberhinaus magnetische Felder detektieren kann, vorausgesetzt dafl stérende elektrische
Felder im Gaufy’schen Maf}system nicht starker als

2 2

E| < 5|B
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sind. Zur Vereinfachung sei angenommen, dafl die Gerate homogene Felder erzeugen. Ernie
und Bert testen ihre Geréte, indem Ernie die Sesamstrafle entlang lauft und Bert am Aus-
gangspunkt zuriickbleibt.

a) Welche Geschwindigkeit mufl Ernie mindestens erreichen, so dafl Nachrichten iibermittelt
werden konnen?

b) Wie héingt diese Geschwindigkeit von der Ausrichtung des Gerétes von Bert ab?

c¢) Fiir welche Ausrichtungen ist keine Nachrichteniibermittlung moglich?

Losung: Ernie (System K) erzeugt im System K ein reines E-Feld. Bert (System K’)
lauft mit Geschwindigkeit v in Richtung der negativen z-Achse, also bewegt sich das Sys-

tem K gegeniiber K’ mit der Geschwindigkeit v in Richtung der positiven z-Achse. Die
Felder im System K’ lauten:

E”" = ~4E*,
EY = ~FEY,
E® = E7
B" = —pyEY,
BY = pyE",
B” = 0.

Somit
E']P = (E*)’+~2[(B®)" + (BY)?] = Ef +~E%,
B> = B3 [(E") + (BY)?] = B*+*EL.

Daf3 Bert ein Signal detektieren kann, ist

BE
B 5
erforderlich. Also
e 1
Ejf + 7B 5

Teil a) Diese Funktion wird maximiert fiir E’|2| =0, also 5% > 1/5 und daher



Teil b) Sei R das Verhaltnis

v B
= E—i
Auflésen von

PPER 1
Ef +2E} 5

liefert
1+R
g o> 51—]%

also

[1+ Rc
5+ R~
Teil ¢) Wir betrachten zunéichst den Fall E2 # 0 Kein Empfang erfordert

1+R

2
& S+ R

Nun ist aber

1+R
S5+ R

fir R € [0,00[. In diesem Fall mu Bert nur schnell genug laufen. Fiir den Fall E? = 0
gilt

E® = 0,
EY = 0,
E* = P,
B” = 0,
BY = 0,
B* =

In diesem Fall empféngt Bert, so schnell er auch lauft, nichts.
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I"Jbungen zur Vorlesung “Elektrodynamik und klassische
Feldtheorie”

Blatt 6
S. Weinzierl
Abgabetermin: Mittwoch, 14.6.2006

1. Der Energie-Impuls-Tensor (4 Punkte)

In der Vorlesung wurde der Energie-Impuls-Tensor T des elektromagnetischen Feldes
fiir den Fall, dafl keine aufleren Quellen vorhanden sind, definiert. Betrachten Sie nun das
elektromagnetische Feld mit aufleren Quellen

1 1
L = ——F, F" ——j,A"
167 * c‘]“
Behalten Sie die Definition des Energie-Impuls-Tensors bei und berechnen Sie seine Diver-
genz. Geben Sie das Ergebnis speziell fiir die zeitliche Komponente an und driicken Sie es

durch die Energiedichte, den Poynting’schen Vektor und die Stromdichte aus.

Losung: Wir behalten die Definition des Energie-Impuls-Tensors bei

174 1 T v 1 17 [
T = o [F“ (x)Fr(x) + Zg“ F,F* } .

Fiir dessen Divergenz finden wir

1
47
1

TV TV 1 12 loa
= = {(8“FW)F + Fur0"F™ 4 5 Fpo 0" F }

9,1 = [aﬂ (Fur F™) + ia” (FPUFP")}

1 1 1
= —J F""+ — |FO'F" + -F,;0"F'
¢’ * 4m l # * 2° " ]

1 1

= ——F" —F, [O"F™ — " F"*
g j“+87r % [ ]
1 1

= ——F"y —F,[O"F™ + 0" F*
B j“+87r 7 [ + ]
1

= ——F"Fq .
c Tu

Ausgeschrieben fiir die zeitliche Komponente erhélt man



2. Energie- und Impulserhaltung (4 Punkte)

Definieren Sie zunéchst fiir ein Teilchen der Masse m die Massendichte und die Massen-
stromdichte. Bestimmen Sie dann fiir ein freies Teilchen den Energie-Impuls-Tensor T, . .
Zeigen Sie dann, daf} fiir das System von einem geladenen Teilchen im elektromagnetischen
Feld gilt:

aﬂ (Tgf/—magn. + T#Zilchen) = 0’
d.h. der Gesamtimpuls und die Gesamtenergie ist erhalten. Te‘;f'_magn_ ist der Energie-

Impuls-Tensor des elektromagnetischen Feldes.

Losung: Zur Erinnerung: Die Vierer-Stromdichte eines geladenen Teilchens ist

gro= <c,0,j) = qc/ds ut 0t (x — 14(t)),

wobei u* = v(1,¥/c) die Vierergeschwindigkeit ist. Analog 1a83t sich eine Vierer-Massenstromdichte
definieren als

g = (cpM,jM) = mc/ds ut 0*(x — x4(t)).
Massenerhaltung impliziert (analog zur Ladungserhaltung):
3“]']‘\‘4 = 0
Die Massendichte ist also
pu = m (T — T,(1)).

Der Impuls eines freien Teilchens ist p* = mcu*, und die Impulsdichte daher pp;cu”. Nun
hangt aber die Impulsdichte mit den Komponenten des Energie-Impulstensors fiir ein freies
Teilchen wie folgt zusammen:

1
Ov _ v
E TTeilchen = pmcu .

Nun ist aber ¢pys die Zeitkomponente des Vierervektors j4;. Daher ergibt sich der Energie-
Impuls-Tensor eines freien Teilchens zu

Tﬂlfeyilchen = CjMuV = ——uMu”.
v
Dieser Tensor ist offensichtlich symmetrisch.
Wir betrachten nun ein System mit der Wirkung
. b
S = ——— d4xFWFW —mc/ds+SWW.
167
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Fiir den Wechselwirkungsterm gilt:

b

1
Sww = —- /d%j“(x) Ay(z) = -1 /dx“ Au(x).
c c
Wir behalten die Definitionen des Energie-Impuls-Tensors fiir die Felder und das Teilchen:
% 1 ur v 1 1% po
TFelder = E F <x>FT (.T) + Zg FpoF )
2
T#eyilchen = parc ufu” = ij\tduy'
Y

In Aufgabe 1. wurde schon gezeigt, dafl
pv Loon
8MTFelder = - E F Ju

gilt. Wir berechnen nun die Divergenz von T,

eilchen:
8, T — 0, (ejtu) = et 2% (Erhaltung des M
L ichen = Oy (cihu”) = CJM@, (Erhaltung des Massenstromes)

c? ,ou”
= —oyu

~ PM G

& dxt ou”

~ M s e

2 du?

= ;/JM ds

Nun ist aber py, = %,0 und ausserdem haben wir die Formulierung der Loretnz-Kraft in
Viererschreibweise:

d
me—ut = gF‘“’uy.
ds c
Somit

2 2

y c du” ¢ (m q .,
8ﬂT#eilchen = —PMm ds = <_p) <—F “uﬂ>

g v \q ) \me
I, L ..
= ;pF P, = EF B

Somit haben wir

aﬂ (TW/ + Tﬂlfeyilchen) = 07

el.—magn.

was zu beweisen war.
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3. Energiedichte (4 Punkte)

a) Eine Kugel mit Radius 7y trage auf ihrer Oberfliche die Ladung (). Man berechne
die Energie des elektrischen Feldes.

b) Zwei gleiche Kugeln nach a) befinde sich in einem Abstand L. Man berechne die
Energie des Feldes dieses Systems. Man variiere dann den Abstand L und berechne so die
Kraft.

Losung: Teil a) Fiir die Feldstarke gilt: Die elektrische Feldstérke ist radial nach aufien
gerichtet, ihr Betrag ist gegeben durch

0 fir r<mrg
E(r) = {% fir r > ry.

Die Energiedichte eines elektrischen Feldes ist gegeben durch
1
u = —|E]*.
8
Somit ergibt sich die Energie U zu
i 1 02 2 7 d 2
U = /deu(f):élﬂ/drrz—Q—:Q— r_9

m 1t 2 r2  2r
70 To

Teil b) Vorbemerkung: Sei K die erste Kugel, K, die zweite Kugel und bezeichne 0K die
Oberflache der Kugel j. Auf der Kugeloberflache ist das Potential konstant. Also

o(F) =¢  fur alle ¥ € 0K,
¢

O(¥) =cy  furalle ¥ € OK,.
Aus Symmetriegriinden ist ¢; = co. Weiter folgt aus Teil a) das
_ . _Q Q
C1=0C = - + (L—ro)

Zweite Vorbemerkung: Bezeichne ppp die Flachenladungsdichte der Oberflachen der Kugeln.
Da beide Kugeln die Ladung ) tragen sollen, gilt,

[ doprnta) = [ dopru@) —

BKI 8K2

Wir bestimmen nun den Energieinhalt des Feldes:

1 2

= — [ &
U o T

E

1 — =
:——/dgszng
8
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1 = - 1 - =
= ——/dgx \Y E gb) + 8—/d3x (VE) ¢, (partielle Integration)
7T

:—/d3 VE

=3 / d*z pp,  (dritte Maxwell-Gleichung)

_ % / doprrd+ / dopprd ( Ladungsdichte nur auf der Qberﬂéiche )

der Kugeln von Null verschieden
K1 OK2

_1/Q Q
= §<%+(L—7‘o)) /dU/)FL—i-/dU/)FL

K1 OKo

oty

Berechnung der Kraft:

. adu @
Fo= d(L—ro) (L —ry)*

4. Das Dirac-Feld (4 Punkte)

Teilchen mit Spin 1/2 werden durch die Dirac-Felder 1, () und 13(z) beschrieben, o, 3 €
{1,2,3,4}. @ und [ sind keine Lorentz-Indizes | Die Lagrangedichte lautet

Efrei - Z wa nyaﬁ méa,@) 1/1[(3(37)
a,B=1

In diesem Ausdruck sind 775 4 x 4-Matrizen (Dirac-Matrizen), welche y#7" 4774 = 2¢/1
erfiillen. m ist die Masse des Teilchens. B
a) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen fiir die Felder () und v her.

b) Wir betrachten nun die Wechselwirkung von Fermionen mit Photonen, die durch

Lww = ZCJ@% %/3 u(2)¥s(x)

a,f=1

beschrieben werden kann. ¢ ist die Ladung des Fermions. Zeigen Sie, dal L¢e; + Lww
invariant ist unter der Transformation

Yale) = XDy, (a)
Usla) — Dale)e,

Ay(z) — e @ <Au(37) + é@u) eX(@),
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c) Wie lautet der zugehorige erhaltene Strom?

Losung: Teil a) Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus den Euler-Lagrange-Gleichungen.
Fiir ¢, () lautet die Euler-Lagrange-Gleichung

oL _, oL
Do "0 (9u00a)

Somit

B

(Wgﬁau —mdag) Yp(z) = 0.
p=1

Bemerkung: In der Lagrangedichte tritt nur das Feld Yo(x) aber nicht die Ableitung
0,0q () auf. Analog lautet die Euler-Lagrange-gleichung fiir ¢3(z):

oc ., or
Mg "0 (9.p) '

Hier tritt nun sowohl das Feld ¢g(x) als auch dessen Ableitung d,1(x) in der Lagrangedichte
auf. Man findet:

Zzﬂa() —mbag) — Oy Zwa waﬁ = 0.

Umgeformt:

4
Zz/?a(x) (ﬁﬂgﬁ + méag) = 0.
a=1

Diese Gleichungen nennt man auch die Dirac-Gleichungen.

(Bemerkung: Da Fermion-Felder antikommutieren, tritt noch ein globales Vorzeichen auf,
das daher riihrt, da man die Funktionalableitungen nach ¢5(z) und 9,15(z) an ¥, ()
vorbeiziehen mu$.)

Teil b) Lre; + Lww 188t sich schreiben als

4
Lrei + Lww = Z dja(x) (i’Vgﬁau + QVZQAM<$> - méaﬁ) V().
a,B=1

Die transformierte Lagrangedichte lautet

}rei + ‘CQ/VW =
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Bal)e@ (mzﬁau s [e@'w) (Au<x> n qa) eix@} - maag) e~ ()

1

NIRRT

77504 (l‘)eiX(x)i’}/ggaue_iX(x)wﬁ(x) + ’&a(l‘) (CNZ;;AM@) - méaﬁ) wﬁ(l‘)

1
a(@)ivs (0™ ) e ™D yh()
4

= S Gala) (Bt DA (x) — mBag) Bs()
a,5=1

g (2)eNE zmae D) () + o (2)irhy (9,eX)) XD yg ()

2
< ?

+

= Lyrei + Lww + Z Yo ()75 (0ux(2)) V(@) = Ya(@)7h5 (Fux(x)) Ys(z)
a,B=1
= 'Cfrei+£WW-

Teil ¢) Fiir infinitessimale Eichtransformationen hat man
p(z) = —ix(x)ys().

Der erhaltene Noetherstrom ist gegeben durch

4
oL
0
Zla uwﬁ ’

Bemerkung: In L + Lyw tritt weder 8“1/_10{ noch 9, A, auf. Somit:

JH@) = Y dal@) (ivhs) (—ix(@)) Ya(e) = x(2) D dal@)risis()

Da x(z) beliebig sein kann, gilt insbesondere

o (Z %(@7&%(@) = 0.

a7ﬁ:1
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I"Jbungen zur Vorlesung “Elektrodynamik und klassische
Feldtheorie”

Blatt 7
S. Weinzierl
Abgabetermin: Mittwoch, 21.6.2006

1. Wechselwirkung von Dipolen (4 Punkte)

Zwei gleiche Dipole vom Moment d seien um ihren Schwerpunkt drehbar aufgehangt. Thr
Abstand sei auf a fixiert. Wie stellen sich die Dipole unter ihrer gegenseitigen Kraftwirkung
ein? Berechnen Sie hierzu ihre Wechselwirkungsenergie und bestimmen Sie dessen Mini-
mum.

Losung: Die Dipole seien an den Orten ¥, und 7y mit den Dipolmomenten (fl und d;
Es gilt |di| = |d2| und |¥; — #5| = a. Fiir das Potential eines Dipols gilt

57 1)

o, = -
|7 — &

Ein Dipol erzeugt im Auflenraum das Feld

E} -

— — |5
|7 — 2|

Die Wechselwirkungsenergie zwischen einem Dipol und einem aufleren Feld ist gegeben
durch

- =

Upw = —diEy=—dyFE,.

—

Wihlen wir 7 = 0, T = aés, so ist
(3 (- ) i\ 1. - ) B}
Unw = —do- | =——Fati— = | = = [d1 dy— 3 (dl : 53) <d2 : 5?,)}

Sein nun

sin 6; cos ¢;
d; = d| sinf;sinp;
cos 0;

Dann

2
Uyw = —5 [sinf;sinfycos (1 — p2) — 2cos b cos by
a



Wir setzen ¢’ = ¢ — 9. Fiir ein Minimum muf} gelten:
=1

00, 00, de >
8glgzlw _ _z [cos 0 sin By cos @' + 2sin 6 cos O] ,
8?0? — Z_i [sin 0 cos B cos @' + 2 cos b sin O] ,
mggw — —Z—z sin 6; sin 6, sin ¢’

Als Bedingung fiir ein Minimum findet man die folgenden Félle:
1. sinf; = 0 und sinfy = 0.
2. siny’ = 0 und tanf; = tanf, = 0.
Also 14t sich zusammenfassend als Bedingung fiir ein Minimum angeben:
sinf; = sinfy = 0.

Man rechnet leicht nach, dafl die Kombinationen (¢, = 0,62 = 0) und (0, = 7,0, = 7) ein
Minimum ergeben, die Kombinationen (#; = 0,6, = 7) und (0; = 7,60, = 0) dagegen ein
Maximum.

2. Multipolentwicklung (4 Punkte)

Zwei gleichformig geladene, diinne koaxiale Kreisringe mit den Radien a und b und den
Ladungen () und —@ sind in einer Ebene angeordnet.

Bestimmen Sie das Potential fiir grole Abstiande aus der Multipolentwicklung unter Aus-
nutzung der Symmetrie der Ladungsverteilung.

Losung: Fiir dieses Problem verwendet man am giinstigsten Zylinderkoordinaten (r, ¢, z).
Die Ladungsverteilung lautet

Q
p = %5(7’—@5(2) - %5(7’—17)5(2).
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Offensichtlich ist die Gesamtladung gleich Null:

Qtotal = /dsx P = 0.

Ebenso verschwindet das Dipolmoment:

. 7 COS
d = /dgx rsinp | p=0.

z
Wir betrachten nun das Quadrupolmoment
QY = /dgx [3z'2? — (r* + 2%)67] p(2).
Man tiberzeugt sich leicht, dafl die nicht-diagonalen Quadrupolmomente verschwinden, da

die Integration iiber ¢ eine Null liefert. Auflerdem folgt aus der Symmetrie der Ladungsverteilung,
daB Q' = Q* gilt. Da das Quadrupolmoment einen spurlosen Tensor darstellt

Q11+Q22+Q33 _ 0’

muf nur ein Wert berechnet werden. Wir berechnen daher (Q33:

Q¥ = /d3x (322 — (r* 4+ 2°)] p(Z) = /d3x 222 — 7] p(Z)

= /dr r(—r?) (Qé(r —a)— Qé(r - b))

a b
0
Q (b2 — a2) )
Bemerkung:

1 Q
Qll — Q22 — _§Q33 — _5 (b2 _ a2) ]

Fiir das von diesem Quadrupol erzeugte Potential gilt:

1S~ il
b) — 23 QU
ij=1
2 _ 1,2
_ EQ (52 — a?) (2 2T5)
2 T2_|_Z2)§
_ 1 2 2 (32° — |7*)
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3. Multipolmomente (2 Punkte)

Eine Ladungsverteilung besitze die Form

p(T) = po(r) + pa(r)Yao(cos 0) + ps(r)Yso(cos b)

mit bekannten Funktionen p;(r). Welche Multipolmomente sind von Null verschieden ?
Welche r-Integrale miissen berechnet werden, um diese anzugeben ?

Losung: Die Multipolmomente berechnen sich nach
an = [ Eur'¥i,0.00(0)

Wegen der Orthogonalitiat der Kugelflichenfunktionen sind nur qq, gg0 und ¢3¢ fiir die
gegebene Ladungsverteilung von Null verschieden.

|
—

BrYe (0, 0)p(T) = / (0, 0)po(r)

qoo =
1 T i
= = [ [ @) = ViR [ dr 2o
=/
7T0 0
i = [ EVi0.000(8) = [ PV, 00 V(6,0
= /dr 4 pa(7),
0
m = [ EaY0.00(0) = [ PV, o)) V(6,0
= /dT rps(r).
0

4. Quadrupol im Kristallgitter (6 Punkte)

In einem nichtkubischen Kristallgitter soll ein Atom betrachtet werden, dessen Kern eine
deformierte Ladungsverteilung hat. Als ein Modell fiir das von den néachsten Nachbarn und
den Elektronen am Ort des Kerns erzeugte Feld soll hier folgende Anordnung untersucht
werden: Sechs negative Ladungen ¢ = —e seien auf der z-Achse und y-Achse in Absténden
¢ und —c vom Ursprung und auf der z-Achse in Abstdnden d und —d vom Ursprung ange-
bracht. Der betrachtete Atomkern sei ein homogen geladenes starres Rotationsellipsoid
mit der Ladung Ze und den Hauptachsen a und b. Die Rotationsachse sei als z’-Achse
bezeichnet. Der Kern sei im Ursrpung frei drehbar festgehalten.
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a) Berechnen Sie das Quadrupolmoment des Kerns.

b) Man gebe das Potential ¢ der 6 Ladungen an und entwickle es um die Stelle 7 = 0
bis zu Gliedern zweiter Ordnung. Man tiberzeuge sich, dafl keine Ausdriicke proportional
zu xy, xz, yz im Resultat vorkommen und dafl A¢ = 0 fiir 7= 0 gilt.

¢) Man gebe das Drehmoment auf das Ellipsoid an, wenn seine z’-Achse mit der z-Achse

den Winkel ¢ bildet.

Losung: Teil a) Zur Berechnung des Quadrupolmoments des Kerns im Koordinatensystem
K’ verwenden wir wieder Zylinderkoordinaten (7', ¢, 2’). Wir wéhlen das Koordinatensys-
tem so, daf§ die z’-Achse mit der Symmetrieachse des Kerns zusammenfillt. Die Formel
fiir das Quadrupolmoment lautet:

Q@1 = [ [ - (4 0] (),

Aufgrund der Rotationssymmetrie von p(7”) verschwindet auch hier Q% fiir i # j. Ebenso
folgt aus der Rotationssymmetrie Q' = Q?2, und da die Spur des Quadrupolmoments
verschwindet

Qll — Q22 — _1@33
5@
Wir berechnen Q33

Q¥ = /dgx' (22’2 - r’2> p(Z')

8
= 1—7;a2b(b2 —a?)p.
Nun ist nach Voraussetzung
4
%a%p = Ze



und daher

Somit

Teil b) Es ist

6
1 7@ 1@ 7)? |72

= ey — ~(3 -
6;\f-+|@|3+2( FRENETA

Mit fl = (C,0,0), fg = —Lfl, .’f3 = (O,C, O), f4 = —Lfg, fg; = (0,0,d) und f6 = —fgj findet
man

Py = —e|{-+-=+3 33— —2 —
? 6(c+al+ c3 * d3 c3 d3 *
4 2 1 1 9 9 9
= _6{E+E+<c_3_$) (® +y —22)}+...

Offensichtlich treten in der zweiten Ordnung keine Terme proportional zu zy, xz oder yz
auf. Wir berechnen noch A®, an der Stelle £ = 0:

L1 2,2 2
Teil ¢): Fiir das duBere elektrische Feld am Ort des Quadrupols haben wir
4 ; 11 v
E2 = —V¢2:2e<c—3—$> Y
—2z

Das Drehmoment ist gegeben durch
N = / Pz T x pﬁg

Integriert wir hier iiber das Rotationsellipsoid. Einsetzen liefert
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Fiir die Transformation vom System K’ nach K gelte

1 0 0
r 0 cosd —sind | &
0 sind cosd

8
I

Somit,
y' cosd — z'sind
d*x’ (y' siné + 2’ cos ) - p(Z")

J ;
/

=1
I

|
D
)

d*z’ (y'sind + 2 cos §) (y' cos § — 2'sin 6) &1p(7)

€1 sind cos & / P2 (y* — ()

) e [ d*a ((y'2 — Z%)sindcosd + y'z (cos? § — sin? 5)) p(7)

Il
|
(@)
)
/\/—\g—\/—\ VRS
o
|

1 1
€1 SinécoscS/d?’x' (ax'z + éy'Q - Z'2> p(T)

= 3e (— — —) € sin 6 cos § Q>

1 1
( - —) € sin d cos 9.

3 d3
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I"Jbungen zur Vorlesung “Elektrodynamik und klassische
Feldtheorie”

Blatt 8
S. Weinzierl
Abgabetermin: Mittwoch, 28.6.2006

1. Ladungsdichte eines Dipols (2 Punkte)

Ein elektrischer Dipol am Ort 7y kann durch eine effektive Ladungsdichte
p(@) = —d V6T - i)

beschrieben werden. Leiten Sie diese Aussage aus den bekannten Eigenschaften eines elek-
trischen Dipols her.

Losung: Es ist bekannt, daf} ein elektrischer Dipol durch das Potential
B d-(&—7

P pipor(T) = H
(@ — 2|

beschrieben wird. Aus der Poisson-Gleichung folgt:

p@) = = - BuPpipol(T)
Nun ist
d- (¥ — 7 S 1
(@ ﬁ:c??) IR
[Z — o] [7 — o
und da ﬁm und A, vertauschen
1 - = 1 S
r) = —d-V,A =—d- (7 -7
p(%) gy V.A, T V.07 (Z — &)

2. Magnetfeld im Hohlraum (3 Punkte)

Ein unendlich langer zylindrischer Leiter vom Radius R; besitze einen unendlich langen
zylindrischen Hohlraum vom Radius Ry. Die Achsen von Leiter und Hohlraum verlaufen
parallel im Abstand d. Es sei Ry +d < Rj.
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Im Leiter flieft gleichmafig tiber den gesamten Querschnitt verteilt der zeitlich konstante
Gesamtstrom J parallel zur Achse des Systems. Man bestimme das magnetische Feld in
der zylindrischen bohrung. Man weise dabei insbesondere nach, daf§ das Feld homogen ist.

Losung: Vorbemerkung: Wir betrachten zunéchst einen homogenen Zylinder (ohne Bohrung)
mit Radius R und Strom J. Die Achse sei ldngs der z-Richtung. Aus dem Satz von Stoke

— 4 —
/ Bai = = [ 4z
&
y F

folgt v eine Kreislinie mit Radius » < R beschreibt:

- 4
27r B('/’)’ = %%Tzﬂ',
- 2 _r
B ‘ - 5L
(r) el
Somit

. 27 [ 7Y

B _ 2L
(r) T g

Wir betrachten nun zwei Zylinder, einen mit R; und J;, der zweite mit Ry und .J5, wobei

Ry
Jl - R% _ R% J7
R2
Jy = ———2—1
R} — R
Sei d = (d,0,0). Dann gilt im Hohlraum
- — 0
. I 2.J; 4 2J
B = B+ DBy=—7 x — | x—d | =————<| d
cR? 0 cR3 0 c(R? — R2) 0

Dieses Feld ist homogen, da keine Ortsabhangigkeit vorliegt.

3. Spiegelladungen (4 Punkte)

Gegeben seien zwei leitende, geerdete Halbebenen (z = 0,y > 0,—00 < 2z < o0) und
(y =0,z > 0,—00 < z < 00) und eine Ladung im Punkt (z,yo,0), wobei x5 > 0 und
Yo > 0 ist.

a) Man gebe das Potential ®(Z) und die Feldstirke E(Z) an.
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b) Man bestimme die auf jeder der beiden Halbebenen influenzierten Ladungen.
c) Wie grof ist die Kraft auf die Ladung?

Losung: Die Ladung im Punkte (z,yo,0) trage die Ladung ¢q. Potential und Feldstarke
bestimmt man, indem man annimmt, daf in den Punkten (—xg, 3o, 0) und (zo, —yo, 0) zwei
Ladungen mit —g sich befinden, sowie im Punkte (—xo, —yo, 0) eine Ladung mit +¢. Somit

1 1
v q<\/($—$o)2+(y—yo)2+22 - V(@ +x0)? + (y — o) + 22

1 1
_\/(az—xo)2+(y+yo)2+z'2 - V(T +20)2 + (y—l—yo)2+z2>
Offensichtlich ist
®(0,y,2) = &(x,0,2) = 0.
Fiir z,y > 0 ergibt sich die Feldstarke zu

E=-Vd=
1 T — Ty 1 T+ Xo
q 3 Y—Yo - 3 Y—Yo
((z = 20)? + (y — y0)* + 22)? 2 ((z+20)> + (y — 90)? + 22)* z
1 T — I 1 T+ xg
— 3 ?/ero + 3 y+y0
((z = 20)* + (y + 40)* + 2°)? 2 ((z+20) + (Y +30)* + 22)° P

fﬁrx<00dery<0gi1tE:0.

Teil b) Fiir die Halbebene x = 0, y > 0 gilt;
(I 2weq [ . [ 1 1
o Y
T [ (@3 + (W +y)*+22)7  (25+ (Y —y)* +2%)*

220Y0q d 1 1 ToYoq [ du 1
- 3 2 2 2. .2 . 2 2
m 5+ 22\ R+ 2 m U\ u+ g u—

0 23
2 _ 22V — 22202 | 2 _ .2
= — 2 resin (%o %Q)U 5 Tobo| _ _ 4 (arcsin yg xg — arcsin(—l))
™ u(zg + yp) a2 @ Yo + o
1 1 . yE—ad
= —q (5 + — arcsin 8 x%
Analog ergibt sich fiir die andere Halbebene:
L S
= —q | =+ —arcsin .
Q= (2 e Ty



Teil ¢) Die Kraft 148t sich aus der Kraft, die von den drei Spiegelladungen herriihrt berech-
nen:

~ 1 2xg 1 0 ] 220
Fo= |- 2\3 0 A2\ 2o |+ 2 213 24o
(4z5)? 0 (4y5)® 0 (45 + 4y5)? 0

e 1 (L 1 (0 1 o

o4\ 22 o Bl B R A

o\ 0 Yo \ 0 (@5 +v5)* \ 0

4. Drehmoment auf eine Leiterschleife (7 Punkte)

Durch zwei konzentrische kreisformige Leiterschleifen mit Radien a und b flielen die Strome
I, und I,. Der Winkel zwischen den Ebenenen, in denen die Leiterschleifen liegen, sei mit
a bezeichnet. Es gelte b < a. Zeigen sie, dafl das Drehmoment auf eine der beiden Leiter-
schleifen den Betrag

2
om?r Ibb2 00 (’I’L + 1) T (’I’L + §) b om
N a § : 3 b .
ac? gt (2n+1) |T(n+2)T (2) <a> ont1,1 (COS @)

hat und in Richtung der Schnittgeraden der beiden Ebenen gerichtet ist. In dieser Formel
ist Pan41.1(cos ) eine assozierte Legendre-Funktion.

Losung: Bezeichne K ein Koordinatensystem, so dafl die Leiterschleife a in der z-y-
Ebene dieses Koordinatensystems liege. Fiir die Stromdichte in der Leiterschleife a gilt
in Zylinder- und Kugelkoordinaten

Jo = 1,0(r—a)i(z)e, = %5(7‘ — a)d(cos 0)é,.

Ebenso sei K’ das Koordinatensystem, so dafl die Leiterschleife b in der 2’-y'-Ebene dieses
Koordinatensystems liege. Fiir die Stromdichte j, haben wir

o 1
J = Jbé(rf—b)a(z')e;/:fa(rf—b)a(cosef)aa,

Fiir die Transformation vom System K’ nach K gelte
1 0 0
r = 0 cosa —sina |2
0 sina cosa

Die x-Achse stellt also die Schnittgerade der beiden Ebenen dar. Das Drehmoment auf die
Leiterschleife a ist gegeben durch

— 1 — —
N = —/d%fx(jabi)
c

1 — - — —
= —/d?’l‘ (fBb> ja_ (l_"]a> Bb.
C
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Bemerkung: Wegen v -fa =0, V- B,=0und

3
/dgx xijééa = /d?’x $i§aja Vzl = —/d?’:p z ka (xléa](lf)
k=1
= — / 3z xigaja Vi = — /d3:c xijééa.
verschwindet der zweite Term. Somit

N = 1/d?’:c (f§b> ja:%/d3x (féb) d(r —a)i(z)e,

C
2w

2m
2
= ]ag/dSO (f Bb) é:p = ]aa_/dso Bb,radialé;a
C C
0

0

Hierbei bezeichnet B .4 die Radialkomponente des magnetischen Feldes, welches von
der Leiterschleife b erzeugt wird. €, ist gegeben durch

—sinp
€, = Ccos

0

Wir berechnen nun By, q4ier im Koordinatensystem K’: Die Leiterschleife b erzeugt im
Koordinatensystem K’ das Vektorpotential

=, 1 . j’ =
Ap(T) = E/d% 7va’b(— 2”|
l
1
— 3 .01 / ! N =
- 2 [ /zzm (0 Y07, ) 5507 = )5 cos )

2

_— e~
- Z Z 21+1 —7 Ym (0, /)/dSO Y}m(gadl)ew”

0

Nun ist
T 20+ 1 (1l —m)! Cimo!
Y* - 1 — P . 0 imyp
lm(27()0) \/ 47_[_ (l+m)' [ ()6
und
€y = —sing”éy +cosyp’é, = —Im (ewn) € + Re (ei“0//> €y

53



Dabher iiberlebt nur m = +1. Aus Symmetriegriinden liefern beide Ausdriicke den gleichen
Beitrag. Wir berechnen daher m = 1 und multiplizieren mit 2.
2m

Ibb 47T bl 2l+ 1 (l - 1) s A
—Y (¢ —=F, d e
( SO) 4 (l+1) 11(0)/ QO@ 690
0

A= o

LbS An W 20 +1(1—1)!
0/ /
e a1t n@ N T )

= iAje, + Abey,

P[J(O) (Zé;&/ + gy/)

wobel

Ib~ 41 ¥ 2041
r ro
A = 2W722l+1 e Yl 2 =

Ibb (l — 1)[ bt 3
e =1 ((+1)! mPlJ(O)Pl,l(COS 6')e'®

—~

[—1)!
[+1)!

P1(0)

—~

™

Nun ist
. . —GZA;)y —07 A
Bg(f’) = V X Ag(f’) = 6214;)9“ = 0% Ay
axAg,y — ayAgf oAy —idv Ay

und

. 0 o
Bll),radial = T Bé<f/) = ; [(COS SOI —isin 90/) an =r

: , 0
50 " Snd (sin ¢’ + i cos ') 0 A}

e a9  cost 07
— —i——=— A
00’ sin @’ 9y’
= 0  cost

Ib [—1)! ¥
— QWL;EH_S' —5P11(0) {%jLSI '9/:|1D11(COS(9)
(-1

[—1) b 1 0

= 2717 2 (l—l—l)'r’HQPl (O)—e/wsm@ﬂl(cos@)

Iib = (I—=1)! o

¢ = [+ 1)t 107 SH’

V1 —cos?8'P,(cosb)

Nun ist

%MB,I(x) = I(l+1)P(z)
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. " .
und wir erhalten fir By . 40 fir r’ = a:

I~ U
Bl,),radial = _271-7 lzl l+2Pl 1(O)PI(COS el)
Nun ist cosf’ der Winkel zwischen dem Vektor zu einem Punkt auf a, der im System K
durch die Winkel § = 7/2, ¢ beschrieben wird, und dem Normalenvektor der Leiterschleife
b. Im System K wird dieser durch die Winkel 0, = a und ¢, = —37/2 beschrieben. Das
Additionstheorem liefert uns dann

l
icost) = PO(eose) +2 32 (PO Punteoseyos (i i+ 7))

m=1

Somit ergibt sich fiir das Drehmoment

2
N = [aa_ /dSO Bb,radial (_ sin Spgm + cos @gy)
C

27
b v’
= =27l E Pll(())/dgo (— sin @é, + cos pe,) P(cosb’)
c
=1 o

+ 2

e ¢}

b= (I=1)1Y 2
— 2 =
= 4r [albg; Ty a PO Pua(cos )2

Nun ist P, 1(0) = 0 falls [ gerade ist und

Pyoi1a(0) = (=1)"

Daher
2
N = 47T2_[ Ib— 2 e P2n 11(Cosa)e
Zo Cn+2)! [ T(n+1)T (%) +
= 27211 2 4 P,
s bac2 Zo 2n+1|T(n+2)T (%) ( ) ont1,1(COS V)€

95

)

2
-1y
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I"Jbungen zur Vorlesung “Elektrodynamik und klassische
Feldtheorie”

Blatt 9
S. Weinzierl
Abgabetermin: Mittwoch, 5.7.2006

1. Spiegelladung im Dielektrikum (4 Punkte)

Der Halbraum z < 0 sei mit einem Dielektrikum (mit der Dielektrizitdtskonstanten ¢)
gefiillt. Im Punkt x = d > 0 auf der z-Achse befinde sich eine Punktladung ¢. Bestimmen
Sie das elektrische Feld fiir x > 0 bzw. x < 0 jeweils durch Einfithrung einer geeigneten
Spiegelladung. Bestimmen Sie die auf der Grenzflache induzierte Ladungsverteilung und
die induzierte Gesamtladung.

Losung: Die Randbedingungen fiir die Grenzflache zwischen zwei Dielektrika (oder einem
Dielektrikum und dem Vakuum) lauten

o (B 50 —amy, i (B0 - 50 =
Hierbei ist 1 die Oberflachenladungsdichte der freien Ladungen auf der Grenzschicht, Po-
larisationsladungen tragen hierzu nicht bei. Freie Ladungen auf der Oberflache treten bei
einem Dielektrikum nicht auf. Daher hat man als Stetigkeitsbedingungen:

lim £, = lim ¢F,,
z—0+ z—0—
lim £, = lim £,
z—0t z—0~
lim £, = lim E,.
z—0t z—0~

Fiir z > 0 bestimmt man das Potential und das Feld durch eine Spiegelladung ¢’ bei
xr = —d:

/

q q

o = + ,
Ve —d?+y2+22 e +d)?+y?+ 22
B q r—d ¢ r+d
E = 3 Yy + 3 Yy
(z —d)? +y* + 22)? z ((z +d)* +y2 +2°) z

Wir betrachten nun x < 0. Da im Halbraum z < 0 keine freien Ladungen vorhanden
sind, ergibt sich das Potential aus der Punktladung bei z = d, die durch das Dielektrikum
modifiziert wird. Wir machen fiir x < 0 den Ansatz

1 q//

g\/(:c—d)2+y2+22’

o =

—d
. 1 ql/ x
E = - 3 Y
w—ap+y+)t |




1/

Aus den Stetigkeitsbedingungen ergeben sich Bedingungen fiir ¢’ und ¢”:

¢ = q—dq
q/l
— = q+q.
€

Lost man nach ¢’ und ¢” auf, so findet man
,  l—e¢
¢ = et

2e

"o
T T et

Wir betrachten noch die Polarisationsladungsdichte. Diese ist gegeben durch
-V.-P

Sie macht eine Sprung an der Grenzschicht und fithrt zu einer Flachenladungsdichte der
Polarisationsladungen

Mpotl = —<132—131) “ N1,

wobei n9; der Einheitsnormalenvektor von Medium 1 zum Medium 2 ist. In unserer Sit-
uation ist das Medium 1 das Vakuum und das Medium 2 das Dielektrikum im Halbraum
x < 0. Somit

e=l1_ 11-¢  qd
x_2w1+5(d2+y2+22)%

Npot = — lim P-ngy = lim P, = lim
z—0~ z—0~ r—0— 47

Induzierte Gesamtladung;:

00 00 o 27
Qua = /dy/dznpol:ghj/dr/dsom
—0o0 —0o0 0 0
11—
B q1+5

Bemerkung: Fir € > 1 nahert sich das Dielektrikum einem elektrischen Leiter an und
man findet in diesem Grenzfall fiir die induzierte Ladung Q;.q = —q.

2. Plattenkondensator (4 Punkte)

In einem Plattenkondensator (Plattenabstand a) befinde sich eine Punktladung ¢ im Ab-
stand xo von einer Platte. Beide Platten seien leitend verbunden und auf Potential Null.

a) Man berechne die auf jeder Platte influenzierte Ladung.

o7



(Anleitung: Fiir die Berechnung der Influenzladung ist es gleichgiiltig, an welcher Stelle
der Ebene x = 1z sich die Punktladung befindet. Also kann sie auch mit konstanter
Flachendichte in dieser Ebene verschmiert werden.)

b) Nun wird die Ladung ¢ mit konstanter Geschwindigkeit in z-Richtung bewegt (z¢ = vt).
Man berechne den Strom, der zwischen den beiden Platten flief3t.

Losung: Vorbemerkung: Fiir das Potential einer einzelnen Kondensatorplatte mit Ladung
@ und Flache F folgt aus dem Gaufi’schen Satz

o = —2#% || .
Teil a) Anstelle der Punktladung wird eine dritte geladene Platte angenommen. Fiir das
Potential erhalt man

2

)
F

|z =

wobei (01 die Influenzladung auf der ersten Platte und ()5 die Influenzladung auf der zweiten
Platte bezeichnet. Aus der Bedingung, daf die beiden Platten auf Potential Null liegen,

®(0) = ®(a) =0,
findet man

a—x

Ql _‘ 0‘ )
|a|

T
Q2 = —MQ-

|a

Teil b) Die Ladung bewege sich nun mit xy = vt. Ohne Einschrankung kénnen wir 0 <
o < a annehmen. Fiir den Strom gilt

d@v  dQy  dfa—m)  dfa—vt) qu

a - a . Ta o T w4 T o

3. Zylinderkondensator (4 Punkte)

a) Man berechne die Kapazititskoeffizienten eines Zylinderkondensators mit den Radien
r1 und 3.

b) Eine Punktladung ¢ befinde sich im Zylinderkondensator im Abstand ry von der Achse.

Man berechne die auf dem inneren und dufleren Zylinder influenzierte Ladung, wenn beide
Zylinder leitend verbunden und auf Potential Null sind.
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c) Man berechne den Strom zwischen beiden Zylindern, wenn sich die Ladung mit kon-
stanter Geschwindigkeit nach auflen bewegt.

Losung: Teil a) Der Zylinder mit Radius r; trage die Ladung @), der Zylinder mit Radius
ro trage die Ladung (5. Sei weiter 1 < 5. Im Auflenraum r > ry findet man mit dem
Gaufy’schen Satz

4T (@t Q) = B)-2mrL,
by = 2@l

Diese Feldstarke wird, wie man leicht nachrechnet, von dem Potential

2(@1+@2)

7 Inr

o(r)

erzeugt. Zwischen den beiden Zylindern r; < r < ry findet man

20, 1
E — =1-
r = 2l
2
o(r) = —%lnr+c.

Aus der Stetigkeit des Potentials bei r = r5 erhélt man

c = —Inry.

L

d(rq) _ 2 Inr Inr Q1
P(ry) B L\ Inry Inre Q-
Invertiert man diese Relation, so erhalt man
Q1 o £ 1 1 -1 d(ry)
(2 — 2(Inr —1Inry) \ 1 }E:; D(ry)

In Anlehnung an die Relation @ = CU bezeichnet man die Eintrage dieser Matrix (ein-
schliesslich der Vorfaktoren) als Kapazitatskoeffizienten.

Somit ergibt sich

Teil b) Wir verschmieren die Ladung ¢ iiber einen Zylinder mit Radius rq. Es gelte
r1 < rg < rg. Fur r > r9 verschwindet das Potential und daher

O +q+0Q = 0.

59



Fiir rg < r < ry gilt fiir das Potential

O(r) = 2(Q1L+ 9 Inr+ ¢
Aus der Stetigkeit bei r = ry folgt
= 2(Q1L+ 9 Inry
Firr <r <rp gilt
O(r) = —2;(51 Inr + co.
Aus der Stetigkeit bei r = rg folgt
Ccy = 2;gllnro+@ln:—z.

Der innere Zylinder liegt ebenfalls auf Nullpotential, daher

(I)(’f‘l) == O,
In :—2
Q1 = _ql—”'
0o,
Ferner
In :—é
Q2 = —q—Q1= _ql—“'
0o,
Teil ¢) Sei 1y = vt. Fiir den Strom finden wir
7 d@)q 1 d. ot q
= = — — In— = — .
a ~ mma iy, T T imo

4. Skinneffekt (4 Punkte)

Ein unendlich langer Metallzylinder (Leitfahigkeit o, Permeabilitdt u) werde so in eine
unendlich lange Spule gebracht, daf§ seine Achse mit der Achse der Spule identisch ist. In

iwt

der Spule flieBe ein Strom J = Jye

und es sei w << o. Bestimmen Sie das Magnetfeld

und das elektrische Feld im ganzen Raum. Der Radius des Zylinders sei a, der Radius der

Spule sei b und es gelte a < b.
Hinweis: Die Differentialgleichung

d? 1d
T H S YH A k2H = 0
dr? +Tdr +
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hat die Losung H = HyJy(kr). Ferner gilt

d
%JQ(ZL‘) = —Jl(ZL‘).

Dabei sind Jy bzw. J; die Besselfunktionen nullter bzw. erster Ordnung.

Losung: Vorbemerkung: Eine stromdurchfloene Spule erzeugt im Inneren ein homogenes
magnetisches Induktionsfeld, das sich durch

IB = j{Bdr:/do—(ﬁxé).ﬁ:g o7 i = 2 i,
C C

wobei n die Anzahl der Windungen pro Langeneinheit ist. Also gilt fiir das B-Feld inner-
halb einer Spule mit einem Strom der zeitlich nur sehr langsam variiert:

4 )
B = —WJOneMt
c

Wir betrachten nun das Magnetfeld im Inneren des Metallzylinders. Die vierte Maxwell’sche
Gleichung lautet:

O dr- 10 4
VxH = —j+-—FE.

¢’ * c ot
Fiir den Strom gilt im metallischen Leiter j= oE. Wegen w < o konnnen wir die zeitliche
Anderung des elektrischen Feldes vernachlassigen. Nehmen wir die Rotation der vierten
Maxwell’schen Gleichung, so erhalten wir

U (Vxi) = M9 xE= -0
c c2 ot
Daher
- Adrop 0 -
AH = —H
c2 Ot

Fiir die zeitliche Variation des Magnetfeldes machen wir den Ansatz
H = H(r)e“e..

Somit

Ao uw
2

AH(r) = i H(r).

C

Driicken wir den Laplace-Operator noch durch Zylinderkoordinaten aus, so erhalten wir
die Gleichung

> 1d Ao pw
— —— — H = 0.
<dr2 + rdr ! c2 ) (r) 0
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Definieren wir noch

so lautet die Losung
H(’T’) = H()J()(]{]T)

mit einer noch zu bestimmenden Konstanten Hy. An der Oberflache des Metallzylinders ist
die Tangentialkomponente von H stetig, aulerhalb des Metallzylinders ist B = H. Somit
ergibt sich Hy zu

4 Jon

Hy = =% .
0 ¢ Jo(ka)

Nebenbemerkung: Jy bezeichnet den Strom, der durch die Spule fliest, Jy(ka) die Bessel-
funktion mit Argument (ka). Somit haben wir fiir das Magnetfeld im Metallzylinder

47 J()(]{]T) iwt A

H = — .
c o Jo(ka) o

AuBlerhalb des Metallzylinders, aber innerhalb der Spule haben wir

- 47 '
H = —Jyne“e,.
c

Wir miissen noch das elektrische Feld bestimmen: Im Metallzylinder gilt

Vxi - o5
1
Daher
- c o Jon Ji(kr) ..
E — _ij: wwt :_71wt )
Aro° (kr)ee, o Jo(ka)e v
Fir a < r < b gilt
F = ———B.
VX c Ot
Daher
jqfﬁdg R
1
Somit
o T4 ‘
2mrE, = —%} |:§J0n€w}tﬂ' (7’2 — a2) + C’] ,
w47 iwt 2 2
E, = R — ?Jone 7r(r —a)+C’
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Stetigkeit fiir r = a ergibt
C

Somit haben wir fir a < r < b:

E = Jon(

.acJon Jy(ka)
= 2m —
wo  Jo(ka)

twt

a Ji(ka) ori

or Jo(ka) rc?

63



I"Jbungen zur Vorlesung “Elektrodynamik und klassische
Feldtheorie”

Blatt 10
S. Weinzierl
Abgabetermin: Mittwoch, 12.7.2006

1. Gleichphasige Dipole (4 Punkte)

m gleichphasige Dipole seien im Abstand A/2 auf einer Geraden angeordnet. Bestim-
men Sie das Feld dieser Dipolanordnung.

Losung: Fiir das Feld eines Dipols gilt in der Fernzone

ezkrfzwt

B(@) = K i xd,
T
. eikr—iwt
B@) = & (;1: x dj x .
T
Es sei
d = dé.,

und die Dipole seien im Abstand \/2 auf der y-Achse angeordnet:

Fir den Aufpunkt verwenden wir Kugelkoordianten;

£ = rsindcos pé, + rsinfsin pe, + rcos be,.
Somit
A 2%
17—, = r?—2rj=sinfsing + 2
2 2
Daher

A
7 -2 ~ r <1 - ‘;—Tsinﬁsingo)

Es gilt das Superpositionsprinzip:

esll

I
< 3
1M



Fir grofle Absténde findet man

k2 m—1
E - (Zi‘ X J) N § eikr—iwte—%ijkAsinesincp
r
=0
2€ikr—iwt 3 1— e—%imk)\sinesincp
= |k (:c X d) X T —
r 1— e—izkAsmﬁsmgo
Eo
Da kX = 27 ist, folgt
. - 1= e—iﬂmsin@sincp
E - EO

1 — e—insinfsine '

2. Elektrische Quadrupolstrahlung (4 Punkte)

Einen linearen elektrischen Quadrupol aus 3 aquidistanten Ladungen +¢q, —2¢ und +q
(siehe Skizze)

kann man sich aus zwei Dipolen entgegengesetzter Richtung zusammengesetzt denken.
Bestimmen Sie £ und B sowie die mittlere abgestrahlte Energie (S) fiir das Fernfeld und

=

skizzieren Sie die Winkelabhéngigkeit von (S). Es gelte

sKALr, q=qe ™.

Losung: Wir betrachten einen Dipol d, = dé, am Orte ¥ = —5€. und einen Dipol
dy = —dée, am Orte 7y = Je;. Fiir die Abstandsfunktion gilt wieder
1 52
S L2 2
r—a;" = r"+-rscos + —

und daher naherungsweise

T—2:| =~ r 1:|:§COS€ )
J
,

Somit
E(f) _ kQGikr—z‘wt [(:i" « d4) % i‘] (eikscose N e—ik50059)
r
ikr—iwt
= 2%k? [(:& X J) X i‘] sin (ks cos 0)
r
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Analog:

tkr—iwt

B(Z) = 2ik?

(fc X J) sin (ks cos )

Fiir den Poynting’schen Vektor findet man

(§) = (G (e E) x (re 5))

k*d?
= 62 —sin® (0) sin® (ks cos 0) 2
o
Wegen s < A gilt
ks < 1,

und daher kann sin(ks cosf) durch das Argument (ks cos#) gendhert werden:

- ckSd*s? ., 90 -
<S> = 5.2 b (0) cos® (0) z.
Die Winkelabhangigkeit ist

sin® (f) cos® (/) = - sin®(26).

3. Doppelbrechung (4 Punkte)

Untersuchen Sie die Ausbreitung ebener elektromagnetischer Wellen in einem homoge-
nen, anisotropen Dielektrikum (¢ = 1). Das Dielektrikum werde durch einen Tensor &;;
charakterisiert. Wenn man die Hauptachsen des Tensors ¢;; als Koordinatenachsen wahlt,

gllt also Dz = EiEi (Z = 1,2,3)

a) Zeigen Sie, daf fiir ebene Wellen mit der Frequenz w und Wellenvektor k gilt:

Fx (ExE)+5D = o
C

b) Zeigen Sie, daf fiir einen gegebenen Wellenvektor k= kit (i = (n1,n9,n3)) zwei
verschiedene Ausbreitungsmoden mit verschiedener Phasengeschwindigkeit v = w/k ex-

istieren, die die Gleichung

mit v; = ¢//€; erfiillen.

Losung: Teil a) Wir untersuchen ebene Wellen der Form
o E_’0€i<l;£—wt) ’

_ BeilfEr)

o =
|
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Zwei der vier Maxwell’schen Gleichungen lauten

L 10 -
VXxE = _EEB’
UxB = 19D
Andererseits ist
VxE = ikxE,
VxB = ikxB.

Somit findet man

Fx (FxB) = i (¥xB) = tix (55) = 15 (£ )

also

was zu zeigen war.

Teil b) Sei v = w/c und v; = ¢/\/€;. Mit D; = ¢;E; erhalt man fiir obige Gleichung:

2
v 2 2
(E) — (n3 +n3) n1n2 nins
2 L
v 2 2 —
ninoy (E) — (nl + 713) Non3 E =0
2
v _ 2 2

ning noNg (U3> (ni + n3)

N - v
M

Fiir eine nicht-triviale Losung ist

erforderlich. Setzt man

und berticksichtigt man, daf3



ist, so findet man

1
(1 =X)L = A)(1 = Ag)

()\2)\377,% + )\3)\177,% + )\1)\277%) = O,
)\2)\377,% + )\3)\177,; + )\1)\2n§ = O,

Teilt man noch durch AjAyA3 so erhélt man

4. Die Telegraphengleichung (4 Punkte)

Der Song “Telegraph Road” der Gruppe Dire Straits dauert 14:15 min. In dieser Zeit
kénnen Sie auch die folgende Aufgabe bearbeiten:

Die Telegraphengleichung beschreibt die Ausbreitung elektrischer Schwingungen in Ka-
beln. Die Standardform der Telegraphengleichung lautet:

@ — i@+( + )@
o022 2 |oe T\ Ty

+ rirov| .
Die Parameter ¢, r1 und 7y lassen sich durch den Ohmschen Widerstand R, der Selbstin-
duktion L, der Kapazitat C' und dem Isolationsverlust A wie folgt ausdriicken:

1 A R
C = —F— r = 5, o = Z
Wir betrachten die Situation eines Kabels der Lange [, das zur Zeit t = 0 ungestort ist und
dann am einen Ende (z = 0) sprunghaft auf die Spannung Vj gebracht wird. Das andere
Ende des Kabels (z = [) ist geerdet.
a) Bestimmen sie zunéchst den zeitunabhéngigen Spannungsverlauf V(z) = v(oo,z) der
sich im Langzeitlimes (¢ — 00) einstellt. Woher rithrt die Asymmetrie beziiglich x < [ —x7
b) Zeigen Sie, dafl die Abweichung von der stationédren Spannung u(t,z) = v(t,z) — V(z)
ebenfalls die Telegraphengleichung erfiillt. Geben Sie die Anfangs- und Randbedingungen
an.
c) Bestimmen Sie durch einen Separationsansatz u,(t,x) = T,(t)X,(z) die Funktionen
T, (t) und X, (z), so daf die Telegraphengleichung und die rdumlichen Randbedingungen
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erfiillt werden. Die zeitliche Anfangsbedingung wird zunéachst nicht auferlegt.

d) Konstruieren Sie nun eine Uberlagerung der Funktionen wu,(t, z), so daB diese Uberlager-
ung zur Zeit t = 0 die zeitliche Anfangsbedingung erfiillt. Hiermit haben Sie die Losung
des kombinierten Anfangs- und Randwertproblems fiir u(¢,z) und daher auch fir v(t, z)
gefunden.

Sollte es nach Ablauf der regularen Spielzeit des Songs zwischen Thnen und der Aufgabe
noch Unentschieden stehen, so geht es in die Verlangerung.

Sollten Sie dann an das Ende der Verlangerung kommen, so sind weitere Analogien nicht
besonders hilfreich. Rechnen Sie lieber konzentriert weiter und achten Sie darauf, am hin-
teren Ende (z = 0) keine Fehler zu machen.

Losung: Teil a) Der stationdre Spannungsverlauf erfiillt die Differentialgleichung

02 . 172
02 c?

v

Die allgemeine Losung hierzu lautet
V(z) = cie™ 4 cpeh,

wobei

Als Randbedingungen haben wir

Daher
cp+ca = Vo,
cre M4 et = 0
Vo
a = 1 — o2k’
Vo
© = 7= 2k

Die Asymmetrie beziiglich z < [ — x folgt aus der Asymmetrie der Randbedingungen.

Teil b) Behauptung: Fir u(t, z) = v(t,z) — V(z) gilt:

0? 1 [0? 0
@_E w‘i‘('fﬁ—'—?b)a—'—'f’ﬂ“g u = 0.
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Beweis: Nach Voraussetzung gilt
0? 1 [0 0
prciatel PR GREDE TRl S

AuBlerdem haben wir
82 172
{@ - 7} V=0

und
0
—V = 0.
ot
Daher ist die Behauptung richtig. Die Anfangsbedingungen lauten
u(0,2) = —V(x),
0
au(o,x) = 0.

Die Randbedingungen lauten

u(t,0) = VOt —ty) — Vo = —VoO(tg — t),
u(t,l) = 0.

Bemerkung: u(t,0) = 0 fiir ¢ > ¢,.

Teil ¢) Es sei u,(t, z) = T,,(t) X, (x). Dann

0? 1[0 0
@Tn@)X,@(SL’) = g ﬁ + (T1 + TQ) a + 117 Tn<t)Xn<x>7
0? 1 1 02 1 0
2n(®) = [mﬁﬂ(ﬂ + (r1+72) mng(t) Jr7“17“2] Xn(2),
2 02 1 0?2 1 0
Da die linke Seite nicht von der Zeit und die rechte Seite nicht vom Ort abhéangt, folgt
2
X, (2) 02 ) = O
= a—QT@)—F( +73) ! —T.(t) + = C
T. (o " TR eyt T = B
Also
0? Ch
0? 0
ﬁTnOf) + (7“1 + TQ) aTn(t) -+ (T1T2 - Cn) Tn(t) = 0.
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Losungen fiir X,,(z) sind

wobei

Die Losungen fiir T),(t) lauten

wobel

1
wd = §<T1+T2i\/(r1—7“2)2+40n)= <7“1+7”2i\/(7“1—7”2)2+402k721)

DO | —

Wir betrachten zunachst nur die Ortsabhangigkeit:
un(t,z) = V(t)e ™™ 4 @ (1)ehne.

Aus der Randbedingung u(t, 1) = 0 folgt

D (@)e il 4 (@D (et = 0,
() = —cD(t)e 2l
Daher
un(t,x) = 0511)(75)6—11@” (e—kn(x—l) B e’“”(ﬂﬁ—l)) '
Aus der Randbedingung fiir u(t, 0) folgt fir ¢ > ¢o:
(1) (1 _ e—zzkn) —

n

Daher

Teil d): Wir betrachten nun den Ansatz
u(t,r) = Z <C£Ll)€fw,ft I Cglz)ew;t> o~ lhn (efkn(:vfl) _ ekn(xfl)) ’
n=0

mit




Aus u(0,z) = =V (z) folgt

o0

Z (1 + C(Z —knar . eknm) _ Vb e—lm o ‘/0 ekx
o 1 — 2k 1 — 2k :
n=0
Wir entwickeln die rechte Seite in Fourierreihen:
k 2kl - emin
e = (1—e" _
( ) Z 2min + 21k
n=—oo
0 TinZ

[}

ke okl €
e = (1—e )Zoozm'n—m'

Somit
(1) (2) —min% min< _ 0 min<
(@) (et — ) = Y e
n=0 n=—00 (ﬂnn) + (lk>
Daher c(() ) + 082 = 0 und fiir n > 0 haben wir:
cg) +c2 = - Vomin

(mn)? + (Ik)?
Aus d/dtu(0,z) = 0 folgt

Z (w:{cg) + w;cg)) (e_k"x - ek"x) = 0.
n=0

Diese Gleichung ist erfiillt, falls

gilt. Somit haben wir

- ) [ —wit wyr —wpt | —lkn (. —kn(z—1) En(z—1)
u(t,x) = ch e - e e " (e —e ),

n=1 n
mit
a Vo Tin
¢, = — ,
(1 _ @) [(mn)? + (Ik)?]
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I"Jbungen zur Vorlesung “Elektrodynamik und klassische
Feldtheorie”

Blatt 11
S. Weinzierl
Abgabetermin: Mittwoch, 19.7.2006

1. Kovariante Vektoren (3 Punkte)

Es seien £# Normalkoordinaten und x# = z#(£) und 2" = 2/%(§) allgemeine Koordinaten
mit den Metriken
9 9¢° : 9gr o¢°

e =Tl g I = T i

Es sei aulerdem A* ein kontravarianter Vierervektor, der sich bekannterweise wie

ozt .,
ox'”

AF =
transformiert. Zeigen Sie, da8 A, = g,, A" ein kovarianter Vierervektor ist.

Losung: Zu zeigen ist, dal sich A, wie folgt transformiert:

or"
Ay = oA
Nun ist
o€P 9E” oEr 9€° dx” 0P 9E7 r
A, = gAY =n > A= 2> AT =p > 25 A
’ G e oxH Oxv "l oxH Oxv Ox'™ e oxH 0x'™
P o' HEe or' oz’
— it N T g AT = Al
oo 5™ Bt Oz’ 93 B FITREE

2. Teilchen im Gravitationsfeld (4 Punkte)

Leiten Sie mit Hilfe des Prinzips der kleinsten Wirkung aus der Wirkung

b
S = —mc/ds

fiir ein punktformiges Teilchen die Bewegungsgleichung

d?at i dx¥ dz”

ds? T ds ds




her.

Losung: Wir betrachten zunichst die Variation von ds?:

dg

dds® = § (gudadz”) = d:v“d:p”%chp + 29, dxtdoz”.

Nun ist andererseits auch

und daher

Daher

0S5

5 ds?

0

= 2ds dds,

1 /1 dg
— | Z gk gy ZIHY S H v
ods = 7 <2dx dx Dr 0" + g dx’dix ) .

b

R p——

a a
b

e [ (L e 0
N me 2 ds ds OzP

a

b

e [ (M
N 2 ds ds OzP

Daher muf3 gelten

Lot do” O
2 ds ds OzP

Die linke Seite 1a83t sich umschreiben zu

Ly Ogu _ d

2

_ 1
axp dS (g,upu ) 9

Der dritte Term 148 sich schreiben als

dg
Mty 222

ox?

Ly (aguﬂ

Lda" dz” Ogy .,
3 ds ds 0w "

d dxt
P _ - v
ox . <gW . ) ox ) ds

d

nv

ds

d dzt
= > p
7 <gup 7 )) 0xPds

d(,
ds g”pds

— lu“uy —aguy

oxP o ds

2 ox”

Mit der Definition des Christoffel-Symbols erhélt man

2

orr g“pﬁu 2 oxV

1u“u”8g‘w d , 1uuvagﬂp_

1 dg
ZuPyr 2P
2" opn
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dxt ddx¥
— | d
ds ) °

= 0.
dg
ut — uty? =2
ox”
09u,
oxH
—Gup—u" — uu’T



Somit ergibt sich

d
—u’ +utu"Ty, = 0,

ds

was zu beweisen war.
3. Die Bianchi-Identitat (3 Punkte)

Beweisen Sie die Bianchi-Identitat

VRR/,U/p)\ + VAR;wnp + VPRHV)\H = 0.

Losung: Offensichtlich ist die Gleichung manifest kovariant formuliert, gilt sie in einem
Koordinatensystem, so gilt sie auch in allen anderen Koordinatensystemen. Es geniigt
daher, diese Gleichung in Normalkoordinaten zu beweisen. In diesem System verschwinden
am betrachteten Punkt alle Christoffel-Symbole. Die Formel fiir die kovariante Ableitung
des Kriitmmungstensors vereinfacht sich daher zu

T T T T
V,‘@Ruup}\ = 8nRquA - FHMRTV/))\ - FKVRqu)\ - F/@pRMVT)\ - F,@)\R;u/pT = 8HR;,U//)>\

und die Definition des Kriimmungstensors zu
1
Ruvpr = 2 (07300 9pu = 0p0ugru — O30uGpw + 0p0ugrv) + gen (prurn/\y - ngvrnw)

1
= 5 (a)\al/gpu - apal/g)\,u - 8)\8,ugpl/ + apa,ugAu> .
Daher gilt in Normalkoordinaten
VRR/,U/p)\ + v)\R,ul/np + va,ul/)\/i = aﬁRuupz\ + a)\Ruwip + apR/J,l/)\li

1
= 3 (0500w — 00,0, 921 — OxOr0puGpy + 0x0,0,9x)

1

+ (aAapauglw - 8Aan8ugpu - aAapaugmx + aAanaugpu>

N Do

+ (8,)656”9)\“ - 8p8)\augmu - apanaug)\u + apaAaug/w)
= 0.

4. Eine gekrimmte Flache (6 Punkte)

Betrachten Sie eine gekriimmte Flache in der Néhe eines gegebenen Punktes, z.B. x =
y = 0. Die gleichung der Flache in der Umgebung des Punktes sei

2 2
z — :I;_ + y_’
2p1 2p2
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so dafl als Normalkoordinaten die kartesischen Koordinaten der Tangentialebene z = 0
gewahlt werden konnen.

a) Driicken sie das Linienelement ds? = da? + dy* + dz* auf der Fliche mit Hilfe von
dx und dy aus.

b) Geben Sie die Komponenten des metrischen Tensors an.
c¢) Berechnen Sie die Komponenten des Kriimmungstensors. (Hinweis: Es geniigt Ryy.y-)
d) Berechnen Sie den Ricci-Tensor und den Kriimmungsskalar.

Losung: Teil a) Aus der Gleichung der Flache

2 2
R
2p1 2p2
folgt
dz = £dachgdy.
P1 P2
Somit

2
ds®> = da® + dy2 +d? =da? + dy2 4 (id:c + gdy)
P1 P2

2 2
= (1 + a:_Z) dz? + (1 + y_Z) dy® + Qﬂdazdy.
P1 P2 P1P2

Teil b) Der metrische Tensor hat somit die Komponenten

I’Q y2 l’y
pt 7Y P Y pipe

Teil ¢) Vorbemerkung: Es wird der Punkt x = y = 0 betrachtet. In diesem Punkt
verschwinden alle Ableitungen des metrischen Tensors:

0.9 = 0yg = 0.
Daher sind auch die Christoffel-Symbole in diesem Punkt gleich Null.

Vorbemerkung 2: Wegen der Antisymmetrie des Riemann’schen Kriitmmungstensors 1, o
in den ersten beiden Indizes und in den letzten beiden Indizes muf fiir eine zweidimension-
ale Mannigfaltigkeit nur eine Komponente berechnet werden, z. B. R,y.,.
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Fir R,y., ergibt sich

1 1
nyxy = 3 (ayaxgxy - axaargyy + axaygyar - ayayga:a:) — .
2 P1pP2

Teil d) Wir berechnen zunéchst den Ricci-Tensor. Die allgemeine Formel lautet:
Ric,, = go‘ﬁngy.
Bemerkung: Im Punkte x = y = 0 haben wir
gr=9"=1g¥=0
Somit

Risz = gnyyxya: = nya:ya
Ricyy = gmmeymy = Rmya:yu
Ricyy = 9% Rypoy = —9¥" Ryyay = 0.
Fiir den Kriitmmungsskalar findet man
R = ¢"™Ricy, + 29" Ricyy + 9% Ricyy, = 2 (979" — §"Y9"Y) Ryyay
2

- 2nymy - @
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