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1. Einleitung

Die Zahlen, die uns in der Erforschung physikalischer Zusammenhénge und
in deren Formulierung im Rahmen von Naturgesetzen begegnen, sind sehr un-
terschiedlicher Natur. Da gibt es sehr grofie Zahlen sowohl im Bereich der uns
umgebenden Materie als auch in der Physik des Universums, es gibt sehr klei-
ne Zahlen im Bereich der elementaren Bausteine der Materie. Viele bedeutsame
Zahlen der Naturbeschreibung sind dimensionsbehaftet, d.h. werden in frei wahl-
baren Mafseinheiten ausgedriickt, andere sind dimensionslos und somit universell
mitteilbar, ohne auf Eichstandards, ,,Urldngen“, ,Referenzzeiten und -gewichte*
oder anderes Bezug zu nehmen. Diese Begriffe und Unterscheidungen werden wir
als erste kléren miissen, bevor wir uns dem eigentlichen Thema zuwenden kénnen.
Hierbei werde ich mich iiberwiegend auf die kleinsten Einheiten der Materie und
auf die zwischen ihnen wirkenden, fundamentalen Krafte konzentrieren. Alle ma-
kroskopischen Eigenschaften sollten daraus erkldrbar sein. Strukturen bildende
Materie unserer Alltagswelt baut auf elementaren Teilchen und ihren Wechsel-
wirkungen auf und folgt, wenn wir in der Analyse nur tiichtig genug sind, aus den
fundamentalen Gesetzméfigkeiten. Auch der Aufbau des Universums, das Ver-
stdndnis des Kosmos wie wir ihn beobachten, beruht auf einfachen Grundgesetzen
und sollte mit der Mikrowelt verkniipfbar sein.

Wenn wir manche Zahl, die uns in der physikalisch erfassbaren Natur begegnet,
als ,magisch® oder ,,geheimnisvoll“ bezeichnen, dann ist dies oft ein Eingestindnis
unserer Unkenntnis, oder, schlimmer noch, unseres Unvermdgens, solchen Zahlen
eine iiberzeugende Erklarung zu geben. Wir haben anhand der Phénomenologie
erkannt, dass ihnen eine tiefere Bedeutung innewohnt, wir sind aber auferstan-
de, sie in einen groferen Zusammenhang zu stellen und sie einer kohérenten,
moglichst einfachen Beschreibung einzugliedern.

Poetisch und nun wirklich und in einem tieferen Sinne magisch werden hinge-
gen solche Zahlen, die uns einen Bauplan in der Struktur der Materie verraten
und die wir — wenn die Gotter mit uns sind — in einen logisch {iberzeugenden,
mathematisch konsistenten Rahmen einordnen und vielleicht sogar erkldren kon-
nen. Sie sind magisch, weil sie der Grundstruktur unserer physikalischen Natur zu
eigen sind, die offenbar so und nur so existieren kann. Sie werden poetisch, wenn
sie auf schopferische Weise weiterfithren und den Fortschritt im physikalischen
Versténdnis auf intuitiven Wegen befoérdern.

~What we actually do is nothing to what we dream of doing®
(S. Coleman)

Von all solchen Zahlen soll hier die Rede sein, von denen, die eine Dimension
tragen und die dennoch Naturkonstanten sind, von dimensionslosen, die grund-
legende Verhéiltnisse angeben und von Zahlen, die magisch sind und denen durch
die Assoziationen, die sie auslésen, ein poetischer Charakter zu eigen wird.



2. Dimensionsbehaftete und dimensionlose Zahlen in der Physik

In der Regel sind die wichtigen Zahlen der Physik mit einer physikalischen Di-
mension versehen. In unserer Alltagswelt messen wir Abstinde in Metern, Zeiten
in Sekunden, Gewichte und Massen in Kilogramm usw., oder in anderen, der
jeweiligen Situation angepassten Einheiten. Insofern konnte man argumentieren,
dass der absoluten Zahl fiir eine physikalische Grofe in einem dieser Mafsysteme
keine Bedeutung zukommt. Wir konnen diese ja jederzeit dndern. So ist die Hohe
des Eiffelturms

H =300 Meter, aber auch =200-10"'' AE |

wo das Symbol AE die astronomische Einheit, d.h. die mittlere Distanz von der
Erde zur Sonne bedeutet. (Wir verwenden durchweg die sehr bequeme Notation
der Zehnerpotenzen. Der Exponent von Zehn, so er positiv ist, gibt die Zahl der
Nullen an, die hinter die erste Zahl geschrieben werden miissen. Wenn er negativ
ist, dann sind die Kehrwerte gemeint. So bedeuten zum Beispiel

3-10°=3.000.000 und 8-107°=

= 100,000 — 0,00008 .

Der Vorteil dieser Schreibweise, neben ihrer Ubersichtlichkeit, ist die Feststellung,
dass beim Multiplizieren die Exponenten einfach addiert werden.

Beispiele: 10% - 10° = 108, 10°- 1073 = 10 = 100.

Der Radius eines Wasserstoffatoms ist in Metern

p(Wasserstoff) _ o 599.10-19 1y aber auch ~ 61500 r(Proton)

wenn man ihn mit der Grofe seines Kernes, dem Proton vergleicht.

An dieser Stelle ist eine wichtige Bemerkung angebracht:

Bemerkung: Dimensionsbehaftete Zahlen der Physik sind fast im-
mer mit dem Auftreten von Massen verkniipft. Im Bereich der funda-
mentalen Kréfte treten solche Zahlen in der Regel dann auf, wenn die
Elementarteilchen nichtverschwindende Massen tragen. Die physika-
lischen Gesetze enthalten dann Konstanten, die von Lingen, Zeiten
und Massen abhéngen. Sie bleiben nicht invariant, wenn man die-
se Einheiten skaliert (mit beliebigen Streckungs- oder Stauchfaktoren
multipliziert). Interessanter Weise kann man sich aufgrund unserer
Kenntnis der fundamentalen Wechselwirkungen durchaus ein physi-
kalisch sinnvolles Universum vorstellen, in dem es nur masselose Teil-
chen gibt. In diesem Fall sind die Gesetze vollkommen skaleninvariant.
(Natiirlich ist diese Vorstellung physikalisch zwar wohlbegriindet, aber
unrealistisch, denn ohne uns massive Erdbewohner und ohne unsere
massiven Messgerite konnten wir keine dieser Aussagen experimentell
tiberpriifen.)



Auch die bekannten Naturkonstanten sind mit einer physikalischen Dimension
versehen. Besonders wichtige Beispiele sind die

Lichtgeschwindigkeit ¢ = 299.792.458 m s~ ; (1a)
Newton’sche Gravitationskonstante Gy = 6,6742- 10~ m3kg™'s™2; (1b)
Planck’sche Konstante h = 6,626...-107** Joule s ; (1c)
elektrische Ladung eines Protons e = 1,602...- 10~ Coulomb . (1d)

Zunichst ist man etwas ratlos, wenn man gefragt wird, was solche Zahlen, jede fiir
sich genommen, aussagen. Sind sie grof? Sind sie klein? In welchem Mafstab?
Begreifbarer werden solche Zahlen erst, wenn man sie in Relation zu anderen
Zahlen der gleichen physikalischen Dimension setzen kann. Ein Beispiel mag dies
beleuchten: Wir kennen alle den Blitz- und Donner-Effekt bei der Beobachtung
eines Gewitters in der Ferne. Die typische Schallgeschwindigkeit in atmosphéri-
scher Luft ist vsenan ~ 300 m s, die des Lichtes aber ist die oben angegebene.
Ihr Verhéltnis

VUSchall - C X 1- 10_6 = m(]lm
gibt uns ein unmittelbares Gefiihl fiir die ungeheure Grofe der Lichtgeschwindig-
keit. Diese Feststellung ist physikalisch bedeutsam: In der Regel ist unsere all-
tagliche Dynamik nichtrelativistisch, d.h. alle Geschwindigkeiten sind sehr klein
im Vergleich mit der Lichtgeschwindigkeit. Selbst die Geschwindigkeit der Erde
auf ihrer Umlaufbahn um die Sonne, die von der Grofenordnung 30 km s ! ist,
bleibt sehr klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit. Nur weil alle relevanten
Geschwindigkeiten klein gegen den Wert (1a) von ¢ sind, kann die Himmelsme-
chanik unseres Planetensystems mit Newton’scher Mechanik beschrieben werden
und kommt ohne Gebrauch der Speziellen Relativitdtstheorie aus.
Dies ist ganz anders in der Mikrophysik der Elementarteilchen. Hier kann man
Elektronen sehr leicht auf Geschwindigkeiten bringen, die der Lichtgeschwindig-
keit nahekommen. Die Dynamik ist dann eine grundlegend andere als die des
Billardspiels, des Fukballs oder des Fahrradfahrens.

Damit sind wir bei Verhdltnissen gleichdimensionierter Groken angelangt, die
dann reine Zahlen sind und die moglicherweise tiefere Bedeutung tragen.

3. Verhiltnisse vergleichbarer Grofien und universelle Zahlen

In der Physik der kleinsten Bausteine gibt es magische Verhéiltnisse von empi-
rischen Grofen gleicher physikalischer Dimension, in denen verschliisselte Infor-
mation iiber die Struktur der Materie steckt. Ich gebe einige Beispiele:

e Verhiltnisse von Massen der Elementarteilchen:

Die beiden Bausteine des Wasserstoffatoms, das Elektron und das Proton,



stehen im Verhéaltnis

m(p) _ 1836,15. .. . (2a)

m(e)

Diese Zahl ist universell. In Form einer Botschaft kénnten wir sie den Be-
wohnern eines fernen Planeten, weit weg von uns im Weltall, mitteilen.
Wenn deren Umwelt ebenfalls Wasserstoff enthielte, konnten sie diese Nach-
richt sofort entschliisseln. Warum dieses Verhéltnis den Wert (2a) hat, wis-
sen wir bis heute nicht. Was wir aber wissen, ist, welche Konsequenzen ein
anderer Wert dieses Verhéltnisses hétte. Waren zum Beispiel Elektron und
Proton gleich schwer, so wire das Wasserstoffatom zwei Mal groker als es
nun einmal ist. Ebenso wéren alle anderen Atome um etwa einen Faktor 2
vergrokert. Ob allerdings die ganze organische Chemie und Biochemie, von
der wir abhingen, noch in gewohnter Weise funktionieren wiirde, miisste
man sorgfiltig iiberpriifen.

Das Elektron besitzt zwei schwerere Schwestern, die in allen Eigenschaften
aufser der Masse und der Stabilitdt mit ihm {ibereinstimmen. Das Elektron
ist fiir alle Zeiten stabil, wihrend seine Schwestern nach einer gewissen Zeit,
mittlere Lebensdauer genannt, in leichtere, stabile Teilchen zerfallen. Die
néchst schwerere Schwester ist das Myon, mit u bezeichnet, dessen Masse
etwa 207 Mal grofer ist als die des Elektrons,

M = 206, 768... . (2b)
m(e)
Auch diese Zahl ist eine — zugegeben rétselhafte — Konstante der physikali-
schen Natur, die unverinderlich ist und die wir unseren Mitbewohnern des
Weltalls als Botschaft mitteilen kénnten. Das Myon ist instabil, lebt aber
Jfiir seine Verhéltnisse® lange: Die Lebensdauer ist

(1) =2,19703-107 % s,

wobei das Myon dominant in ein Elektron und zwei Neutrinos iibergeht
(die ihrerseits stabil sind). Man darf von einer langen Lebensdauer sprechen,
weil die Unschérfe in seiner Masse h/7(u) sehr klein im Vergleich zur Masse
selbst bleibt,

h
—— :m(p) ~2-107*",  sehr klein gegeniiber 1 .
(1)

(Eine praktische Konsequenz dieses Verhéltnisses ist die Moglichkeit, Myo-
nen iiber makroskopische Distanzen beschleunigen und fiithren zu kénnen

derart, dass man mit ihnen wie mit Elektronen Prézisionsexperimente durch-
fithren kann.)



Gébe es das Elektron nicht, so wére seine schwere Schwester, das Myon,
selbst stabil und wiirde den Platz des Elektrons einnehmen. Die Geset-
ze der Physik sagen uns, wie die unbelebte Natur dann beschaffen wire:
Denkt man sich alle Elektronen in unserer Materie durch Myonen ersetzt,
so werden alle Gegenstidnde um uns und auch wir selber um das Verhalt-
nis (2b) kleiner. Fiir sich alleine genommen, wire die Reduzierung auf eine
solch extreme Variante von Jonathan Swifts Liliput nicht sonderlich er-
schreckend. Man muss allerdings bedenken, dass zugleich alle Spektralinien
in den Frequenzen um denselben Faktor vergrofert wiirden und dass somit
aus wohltuender Morgenrdte gefihrlich harte Rontgenstrahlung wiirde, die
unser organisches Leben unméglich machen wiirde.

Die zweite Schwester des Elektrons, das sog. 7-Lepton, ist noch wesentlich
schwerer,

m(7)
m(e)

tritt aber weniger dramatisch in Erscheinung, weil sie — im Gegensatz zum
Myon — extrem kurzlebig ist und keine nachweisbaren Atome bilden kann.

=3.477,5 (2c)

Verhiltnisse von Kombinationen der Naturkonstanten:

Die (dimensionsbehafteten) Naturkonstanten wie die der Gleichungen (1a)
bis (1d) kénnen und miissen zu reinen Zahlen ohne physikalische Dimension
zusammengefasst werden. Man kann dies tun, wenn man ihre Einheiten
analysiert und dafiir sorgt, dass diese in einem Produkt oder Verhiltnis
herausfallen. Ein Beispiel mag dies erhellen: Man weift aus Schultagen, dass
das Coulomb’sche Potenzial

62

UCoulomb(T) = 7

die Dimension einer Energie hat. Daraus folgt, dass e* = U(r) - r die Di-
mension EnergiexLinge haben muss. Dies ist aber auch die physikalische
Dimension der Planck’schen Konstanten (1c), wenn man diese mit der Licht-
geschwindigkeit ¢ multipliziert,

[h- ] = (Energie x Zeit) x (Lénge - Zeit ') = Energie - Linge .
Es ist somit natiirlich, das dimensionslose Verhéltnis

2
a(Sommerfeld) = 2;6 (3)
c

aus der Ladung des Protons, der Planck’schen Konstanten und der Licht-
geschwindigkeit zu bilden. (Der reine Zahlenfaktor 27 ist dabei eine Sache



der Konvention.)

Man muss dies sogar tun, wenn man die Quantendynamik der Elementar-
teilchen und der Atome in Wechselwirkung mit elektromagnetischer Strah-
lung berechnen will. Dort stellt sich heraus, dass a(Sommerfeld) fiir die
Starke der Wechselwirkung und damit fiir alle elektrodynamischen Quan-
teneffekte charakteristisch ist. Auch hier wird man fragen, warum die Som-
merfeld’sche Konstante gerade den Wert (3) hat, @ ~ 1/137 und keinen
anderen, der grofer oder kleiner wire. Wiirde man diesen Wert &ndern, so
héitte dies dramatische Konsequenzen. Die beiden hier relevanten Formeln
sind der Bohr’sche Radius ag und die Bindungsenergie B des Wasserstof-
fatoms,

he

ap = ——— ,
2mramc?

B =—1a’mc*. (4)
Wiirde man « vergrofern, so wiirden der Bohr’sche Radius ag und mit ihm
alle Atome mit dem Kehrwert von « kleiner. Gleichzeitig wiirden die Bin-
dungsenergie B und mit ihr alle Energiedifferenzen in Atomen mit dem Qua-
drat von « gréfler. Man erreicht mit diesem Gedankenspiel schnell Grenzen,
jenseits derer belebte Natur und damit unser Fragen nach dem Wie und
Warum unmdéglich wird.

Aus der Masse des Protons, der Lichtgeschwindigkeit, sowie den Newton’schen

und Planck’schen Konstanten kann man ebenfalls eine dimensionslose Zahl
bilden,

2rGym?(p)
T hee ®)

deren tiefere Bedeutung nicht vollstindig verstanden ist, die aber direkt
mit der Sommerfeld’schen Konstanten (3) verglichen werden kann. Die em-
pirischen Werte dieser beiden Zahlen sind

a(Gravitation) =

o(Sommerfeld) = (137,036)~" = 0,0072973 ,
a(Gravitation) = 5,9 - 1037 .

Eine direkte physikalische Interpretation erhalten diese so dramatisch ver-
schiedenen Zahlen durch den Vergleich der elektrischen Wechselwirkung
zweier Protonen mit ihrer gravitativen Wechselwirkung. Die Stdrke der
Gravitationskraft Fig zwischen zwei Protonen, die sie zueinander hin zieht,
dividiert durch die Stirke der Coulombkraft Fi, die abstofend ist, ergibt

|Fa| 35

— =28,1-107*°! 6

| Fel ®
Dies ist eine unvorstellbar kleine Zahl, die unserer Alltagserfahrung der
blutigen Kniee beim Sturz vom Fahrrad und der Tranen iiber das herunter
gefallene Meifner Porzellan aus Omas Zeiten zu widersprechen scheint.
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Bemerkung: Der Kleinheit der Zahl (6) steht die ungeheuer
grofle Zahl elementarer Bausteine entgegen, aus der die makro-
skopisch grofe Tasse besteht. Man zeigt sogar, dass ab etwa 10°°
Protonmassen die Gravitation in der Diskussion von Stabilitéit die
dominante Rolle spielt (siehe [2]). Um es genauer zu sagen: So-
bald die Gravitation, die ja immer anziehend ist, zur dominanten
Wechselwirkung aufriickt, gibt es keine Stablitét mehr.

4. Magische Zahlen in der Mikrophysik
Zu den in einem tieferen Sinne wirklich magischen Zahlen fiihrt uns die Physik
der kleinsten Bausteine der Materie in ihren tiefen Grundlagen.

e Spin und Statistik
Eine von diesen ist die Zahl Zwei in der Existenz von zwei Statistiken
fiir ununterscheidbare Elementarteilchen. Dazu muss man folgendes wissen
oder sich in Erinnerung rufen:
(i) Elementarteilchen sind absolut ununterscheidbar. Es gibt keine Moglich-
keit, ein einzelnes Elektron zu einem Individuum zu machen, indem man
ihm eine Eigenschaft zuordnet (oder zufiigt), die nur es und kein anderes
tragt. Alle Elektronen sind absolut gleich. Wenn man 102 von ihnen er-
zeugt hat, aber nur eines in einer Apparatur nachweist, kann man auf keine
Weise feststellen, welches aus der urspriinglich groften Zahl dies war. Die-
selbe Aussage gilt auch fiir Photonen, die Quanten des Lichtes. Photonen
kénnen nicht ,markiert” werden. In einem Zustand, der zwei kinematisch
unterschiedliche Photonen enthélt, kann man niemals sagen, welches wel-
ches war und woher es kam.
(ii) Die Elementarteilchen tragen einen inneren Drehimpuls, den sogenann-
ten Spin, der zu seinen unverinderlichen und daher charakteristischen Ei-
genschaften gehért. Ein Drehimpuls tragt die physikalische Einheit
EnergiexZeit, das ist dieselbe Einheit wie die der Planck’schen Konstanten
(1c). In Einheiten dieser Konstanten (geteilt durch 27) ausgedriickt, haben

Spins entweder ganzzahlige Werte, also 0,1,2,... , oder halbzahlige Wer-
te, d.h. %, %, ... . Elektronen und Protonen tragen den Spin % Photonen

dagegen tragen den Spin 1. Teilchen fallen generell in zwei Klassen
Spin S = 22£1  und solche mit Spin J=n, (n=0,1,2,...). (7)

Protonen, Elektronen, Neutronen, auch die Quarks gehéren zur ersten, Pho-
tonen, m-Mesonen, Gravitonen gehdren zur zweiten Kategorie.!

(iii) Zusténde der Quantenmechanik besitzen die merkwiirdige Eigenschaft,

'Der Zusammenhang zwischen der Ganz- oder Halbzahligkeit des Spins eines Teilchens und
der Statistik, der es geniigt, ist Inhalt eines fundamentalen Theorems von Markus Fierz und
Wolfgang Pauli. Es beruht auf allgemeinen Voraussetzungen, denen jede ,verniinftige* Quan-
tenfeldtheorie geniigen sollte, siehe z.B. [1].



dass sie sich wie optische Wellen iiberlagern, und somit sich durch Interfe-
renz gegenseitig verstirken oder ausloschen kénnen [3].

Die Welten der Teilchen mit halbzahligem Spin und derer mit ganzzahligem
Spin sind vollstdndig getrennt. Teilchen der ersten Gruppe geniigen einer
grundlegend anderen Statistik als die der zweiten Gruppe. Es gibt keine
Moglichkeit, einen Zustand mit halbzahligem Drehimpuls mit einem Zu-
stand interferieren zu lassen, der ganzzahligen Drehimpuls besitzt. Solche
Zusténde sind, wie wir sagen, durch eine Super-Auswahlregel getrennt. Die
Elementarteilchen der ersten Gruppe, die nach Enrico Fermi (Physiker,
1901-1954) Fermionen genannt werden, sind besonders merkwiirdig: Ein
quantenmechanischer Zustand kann aus einer Sorte gleichartiger Fermionen
nur mit einem oder gar keinem Exemplar besetzt sein. Dieses eigenartige
Ausschliefsungsprinzip ist die Ursache fiir die Schalenstruktur der Atombhiil-
len und damit fiir das Periodensystem der Elemente. Auch in der Frage der
Stabilitdt von Materie spielt es eine zentrale Rolle [2].

Teilchen mit ganzzahligem Spin, die Bosonen (nach Satyendra Nath Bo-
se, 1894-1974) genannt werden, dagegen fiihlen sich in ein und demselben
Quantenzustand duferst wohl. So kann man beliebig viele Photonen in ein
sog. Bose-Einstein-Kondensat packen, das makroskopisch sichtbar gemacht
wird.

Das Geheimnis der drei Familien

Wie oben erwdhnt, hat das Elektron zwei schwere Schwestern, das Myon
1 und das 7-Lepton. Alle drei tragen elektrische Ladung und Spin %, und
sie unterscheiden sich scheinbar nur durch ihre Masse. Jeder von ihnen ist
aufserdem ein neutrales Teilchen, ein Neutrino zugeordnet, so dass sie in
Paaren

(e ve) , (wwu) und  (707) (8)

auftreten. Es gibt drei solcher Familien von Elektron-artigen Teilchen, nicht
mehr. Dies weiff man sehr genau. Man weifs auch, dass jede einzelne der drei
Familien (8) noch eine verborgene, innere Eigenschaft besitzen muss — wir
nennen sie Leptonzahlen — derart, dass ein Myon mehr als nur ein angeregtes
Elektron ist (d.h. nicht einfach {iber einen Prozess Myon — Elektron -+
Photon zerfallt). Jeder Zerfallsprozess mit den Teilchen (8) lduft so ab,
dass alle drei Lepton-Familienzahlen erhalten bleiben.

Dieselbe magische Zahl 3 findet sich in den drei Familien von Quarks wieder,

(up,down) , (charm,strange) und (top,bottom) , (9)

aus denen stark wechselwirkende Teilchen und Materie aufgebaut sind.
Auch hier sind es gerade drei Familien. Es gibt gute analytische Griinde
dafiir, dass diese Zahl mit der Zahl der Familien (8) {ibereinstimmt. Dies
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bedeutet, mit anderen Worten, dass Elektron-artige Teilchen mit Quarks
konspirieren, um eine mathematisch konsistente Beschreibung der elemen-
taren Wechselwirkungen zu ermoglichen.

Die Zahl 3 wiederholt sich {iberdies in der Welt der Quarks in Form des in-
neren Farb-Freiheitsgrades, der fiir jede Quark-Familie zur Verfiigung steht.
Auch hier sind es je drei solche Freiheitsgrade.

5. Magische Zahlen und chaotische Bewegung

Eigenartiger Weise treten auch in der makroskopischen Dynamik, die im klas-
sischen Sinn streng deterministisch ist, universelle Zahlen auf. Wir kennen diese
Zahlen aus empirischen, oft auf Rechner gestiitzten Analysen, verstehen aber
die allermeisten noch weniger als die magischen Zahlen im Mikrobereich, die wir
weiter oben diskutiert haben. Als deterministisch chaotisch bezeichnet man eine
Dynamik, die zwar im Prinzip aus ihren Anfangsbedingungen in eindeutiger Wei-
se vorhergesagt werden kann, die aber dennoch in endlicher Zeit in ein chaotisches
Regime iiberfiihrt, weil benachbarte Anfangsbedingungen zu Lésungen gehoren,
die sich exponentiell voneinander entfernen [4]. Selbst die kanonischen Systeme
der Mechanik, die wir seit W.R. Hamilton und C.G.J. Jacobi gut verstanden
glaubten, zeigen in verdéchtig vielen Fillen chaotisches Verhalten sobald sie eine
Mindestzahl von Freiheitsgraden aufweisen. Aus der Fiille solcher Systeme, die
man z.B. in [4] beschrieben findet, mochte ich nur das Planetensystem unserer
Sonne herausgreifen, das Jahrhunderte lang als Hort der Stabilitit und immer-
wihrende, ruhig schlagende Himmelsuhr galt, in dem aber in Wirklichkeit Chaos
lauert oder, wie im Fall der Rotationsdynamik des Saturnmondes Hyperion, offen
sichtbar ist [5].

In der Dynamik von Planeten, Planetoiden und Asteroiden scheint der Gol-
dene Schnitt eine verborgene, aber wichtige Rolle zu spielen. Zur Erinnerung:
Der Goldene Schnitt ist ein Begriff aus der Proportionenlehre, den man an einer
klassischen Saule der Hohe H demonstrieren kann. Diese Sdule wird in zwei Teil-
stiicke mit Hohen h; bzw. hy aufgeteilt derart, dass h; + hy = H ist und dass das
Verhéltnis des kleineren Stiickes zur Linge des grokeren Teilstiicks dasselbe ist
wie das des groferen Teilstiicks zur ganzen Saule,

h h h —1
_1:_2: 2 , :}75@:\/5
hg H h1+h2 h2

~ 0,618034 . (10)

Hier ist rechts der aus der beschriebenen Bedingung folgende Wert des Golde-
nen Schnittes angegeben. Aus mathematischer Sicht ist der Goldene Schnitt eine
,sehr irrationale Zahl. Auch in der Mechanik chaotischer Systeme spielt er eine
besondere Rolle, auf die ich aus Zeit- und Platzgriinden nur skizzenhaft eingehen
kann. So fiihrt quasiperiodische Bewegung mit rationalen Windungszahlen, fiir
die man die beriihmte Fibonacci-Reihe wahlt,

F():O,Flz]_, Fn+1:Fn—1+Fn7
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auf den Goldenen Schnitt,

. Fy
1m =

und damit in ein interessantes chaotisches Regime|6] .

Aus numerischen Studien ist bekannt, dass die Umlaufbahnen von Planetoi-
den, deren Umlaufzeit in einem einfachen rationalen Verhéltnis zur Umlaufzeit
von Jupiter stehen, chaotische Bewegungen ausfiihren. Dies fiihrt dazu, dass sie
mit erhohter Wahrscheinlichkeit anderen Planeten (darunter auch die Erde!) na-
he kommen koénnen und durch solche Beinahe-Kollisionen aus ihren Bahnen her-
ausgestreut werden. Dieser Mechanismus erklért recht iiberzeugend die aus der
beobachtenden Astronomie bekannten Kirkwood’schen Liicken.

Noch rétselhafter sind die Ergebnisse einer phdnomenologischen Untersuchung
des Mathematikers J.-M. Souriau Le Nombre d’Or et le Systéme Solaire, in der er
feststellt, dass die Verteilung der Planeten und deren Satelliten sich als Phinomen
von Resonanzen bzw. Nicht-Resonanzen darstellt, in dem der Goldene Schnitt
und sein Quadrat 72 eine nicht unerwartete, aber auch nicht entschliisselte Rolle
spielen [7].

Die Beispiele, die wir hier diskutiert haben, zeigen magische Zahlen in der
physikalischen Naturbeschreibung, die uns entweder in die Verzweiflung treiben,
weil wir sie nicht wirklich entzaubern konnen, oder uns in Traume iiber Strukturen
der physikalischen Welt entfiihren, die sich dahinter verbergen und die wir eines
Tages vielleicht erkldren konnen. Bei allem bleibt uns Physikern, was eingangs
gesagt wurde

~What we actually do is nothing to what we dream of doing!“

11



Literatur

[1] Alle Definitionen, Zahlen und anderen Einzelheiten zu den im Vortrag ge-
nannten Grofen der Quantenwelt findet man z. B. in:
F. Scheck: Quantum Physics, Springer-Verlag 2007
(siehe dort insbesondere die Tabelle des Anhangs A.8)

[2] Eine besonders schone heuristische Diskussion der Stabilitdt der Materie und
des physikalischen Universums findet man in:
W. Thirring: Stabilitédt der Materie,
Naturwissenschaften 73 (1986) 605 — 613

[3] Yakir Aharonov, Daniel Rohrlich: Quantum Paradoxes — Quantum Theory
for the Perplexed,
WILEY-VCH Verlag, 2005

[4] F. Scheck: Theoretische Physik 1: Mechanik — Von den Newton’schen Geset-
zen zum deterministischen Chaos,
8. Auflage, Springer-Verlag 2007

[5] J. Wisdom: Chaotic Behaviour in the Solar System,
Nuclear Physics B (Proceedings Supplement) 2 (1987) 391

[6] J. Guckenheimer, Ph. Holmes: Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems,
and Bifurcations of Vector Fields,
Springer-Verlag (New York) 2001

[7] Jean-Marie Souriau: Le Nombre d’Or et le Systéme Solaire,
CPT-89/P. 2296 (1989)

12



