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Aufgabe 5. Masse der Schwarzschild-Metrik. In der Vorlesung wurde der allgemeine
Ausdruck

M = −
1

8π

∫

S

ǫµνρσ∇
ρξσ (1)

für die im Innern einer Sphäre S liegende Masse angegeben. Werten Sie diese Formel für
die Schwarzschild-Metrik aus und zeigen Sie, dass sich tatsächlich der Massenparameter
der Schwarzschild-Metrik ergibt.

Aufgabe 6. Drehimpuls. In einer axialsymmetrischen, asymptotisch flachen Raumzeit
existiert ein axiales Killing-Vektorfeld, das wir mit ψµ bezeichnen. Dann kann man den
totalen Drehimpuls J definieren:

J =
1

16π

∫

S

ǫµνρσ∇
ρψσ , (2)

wobei über eine im asymptotischen Bereich liegende Sphäre integriert wird.

a) Zeigen Sie, analog zur Vorgehensweise in der Vorlesung, dass diese Definition unab-
hängig von der Wahl der Sphäre S ist und dass

J = −

∫

Σ

Tµνn
µψν dV (3)

gilt. Darin ist die Hyperfläche Σ so gewählt, dass sie ψµ überall als Tangentialvektor
hat.

b) Zeigen Sie, dass J = 0 in jeder statischen, axialsymmetrischen Raumzeit, d.h. in
einer Raumzeit, in der es ein zeitartiges Killing-Vektorfeld ξµ gibt mit ξµψµ = 0.

c) Berechnen Sie den Drehimpuls für die Kerr-Metrik

ds2 = −

(

1 −
2Mr

Σ

)

dt2 −
4Mar sin2 θ

Σ
dtdφ +

Σ

∆
dr2 (4)

+Σdθ2 +
(r2 + a2)2

− a2∆ sin2 θ

Σ
sin2 θdφ2 ,

mit Σ = r2 + a2 cos2 θ und ∆ = r2 + a2
− 2Mr und zeigen Sie, dass J = Ma gilt.


