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Das Mogliche ist beinahe unendlich, das Wirkliche streng begrenzt, weil doch nur
eine von allen Moglichkeiten zur Wirklichkeit werden kann. Das Wirkliche ist nur
ein Sonderfall des Mdéglichen und deshalb auch anders denkbar. Daraus folgt, dass

wir das Wirkliche umzudenken haben, um ins Mdogliche vorzustofien.

Dr. h. c. Isaak Kohler in Justiz von Friedrich Diirrenmatt



Kapitel 1
Einleitung

Uber viele Jahre hinweg wurden wieder und wieder Argumente angefiihrt, die diskreten Réumen
gegeniiber kontinuierlichen Rdumen eine fundamentalere Rolle zusprechen. Viele Ansétze basie-
ren auf der vierdimensionalen Raum-Zeit, die ab einer bestimmten Langenskala eine granulare
Struktur aufweist und gewissen Vertauschungsrelationen entspricht [22]. Es gab Uberlegungen
zu klassischer und Quantenfeldtheorie [31], [42], [4R] auf diskreten Réaumen [47]. Die Endlichkeit
der Entropie eines schwarzen Lochs veranlasste 't Hooft, {iber diskrete Strukturen der Raum-
Zeit bei der Planck-Skala nachzudenken. Zur Diskretheit von Raum und Zeit existieren viele
interessante Ideen, wie zum Beispiel in [21], [6], [1], [8], [25], [3Y9], [249], [34]. Diskretisierungen in
Form von Gittertheorien wurden durch eine bestimmte Deformation des gewhnlichen Kalkiils

von Differenzialformen in Kontinuumstheorien iiberfiithrt [12], [13, 1R8], [40].

Unser Zugang zur diskreten Welt wird durch neuere Uberlegungen der Nichtkommutativen
Geometrie (NKG) bestimmt [I0], [83], [24]. Seit ca. 15 Jahren gibt es Anstrengungen und
auch Fortschritte, Physik mit Hilfe von Nichtkommutativer Geometrie besser zu verstehen.
Nur eine von vielen Moglichkeiten ist die Reformulierung des Standardmodells der Elementar-
teilchenphysik [9], [IT], [41]. Unter anderem gelingt es, auch den Higgs-Mechanismus [25], [28]
geometrisch zu beschreiben. Das Higgs-Feld wird in der NKG in Form eines Zusammenhangs

auf einer zweielementigen Menge beschrieben.

Aufbauend auf der Arbeit von R. HauBling [26] wollen wir in dieser Arbeit verschiedene Ziele
verfolgen: Es soll die Quantisierung einer nulldimensionalen ,,Raum-Zeit” untersucht werden
[86]. Unter dem Prototyp einer Raum-Zeit verstehen wir zwei Punkte, die es ermdglichen, von
einem Zusammenhang zu sprechen und die es vor allem gestatten, Fichfelder einzubauen. Ein
weiteres Ziel wird es sein, Feynman-Graphen in einer nulldimensionalen Theorie abzuzéhlen und
entsprechende Feynman-Regeln zum Berechnen von Diagrammen aufzustellen. Eine besondere

Rolle werden Termini, die in der Quantenfeldtheorie ihren Ursprung haben, gewidmet. Eine der



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Eigenschaften der Quantenfeldtheorie in Null Dimensionen ist die Endlichkeit der relevanten
Groflen. In diesem Rahmen werden wir in der Lage sein, Begriffe frei von Komplikationen, die
durch etwaige Divergenzen oder Schwierigkeiten technischer Natur verursacht werden kénnten,
zu diskutieren. Dazu gehdren unter anderem Eichfixierungen, Geistbeitrage, Slavnov-Taylor-

Identitédt und sogar das Herz einer jeden Quantenfeldtheorie: Die Renormierung.

Den Aufbau der vorliegenden Arbeit wollen wir anhand des folgenden Schemas veranschauli-

chen:

<+ | o |a |m
o | | |T |©
by ] = ] =
2 la |la | a | &
& & =) & &
MO (MM XM
YM-Theorie

Algebra auf einem Punkt
SSB, YM-Theorie, Symmetrie, pQFT, Renormierung
YM-Theorie, Symmetrie, pQFT

Algebra auf zwei Punkten

Abbildung 1.1: Schematischer Aufbau der Arbeit.

Zu Beginn der Arbeit werden wir den Aspekt der Beschreibung des Higgs-Feldes als Zusam-
menhang erneut aufgreifen und die Algebra auf einem Zwei-Punkte-Raum genau studieren. Im
zweiten Kapitel stellen wir allgemeine Anforderungen, die sowohl den Anspriichen von Gitter-
anséitzen als auch der Nichtkommutativen Geometrie geniigen. Eine Folge der Untersuchungen
wird es sein, dass das Produkt der Algebra durch einen Parameter bestimmt wird, der mit
einer deformierten Symmetrie in Verbindung gebracht werden kann. Nachdem wir eine Diffe-
renzialalgebra aufgebaut haben, werden wir diese im dritten Kapitel dazu verwenden, um mit
Hilfe eines verallgemeinerten Vektorpotenzials eine Yang-Mills-Theorie zu konstruieren. Die auf
diese Weise bestimmte Wirkung zeichnet sich durch eben diese deformierte Symmetrie aus. Die
Probleme im Zusammenhang mit der Anwesenheit masseloser Goldstone-Moden treten zwar

schon an dieser Stelle auf, eine ausfiihrliche Diskussion wird aber auf ein nachfolgendes Kapitel



verschoben. Vielmehr wollen wir uns der Antwort auf die Frage nach der Quantenfeldtheorie
auf einer Zwei-Punkte-Raum-Zeit zuwenden. Dazu werden wir im vierten Kapitel die algebrai-
schen Grundlagen der Formulierung einer solchen Raum-Zeit schaffen. Wir werden dann wieder
ein verallgemeinertes Vektorpotenzial, das dann neben den Higgs-Feldern auch Eichfelder bein-
haltet, verwenden. Dieses Vektorpotenzial als Zusammenhang aufgefasst ist der wesentliche
Baustein zur Konstruktion einer Yang-Mills-Wirkung. In diesem Rahmen wird es mdoglich sein,
kinetische Terme und auch Eichfelder in das Konzept aufzunehmen. Die Herleitung einer Wir-
kung auf einer Zwei-Punkte-Raum-Zeit ist Gegenstand von Kapitel 5. Sie wird eine Folgerung
sein, die aus rein nichtkommutativen Uberlegungen herriithrt. Um auf dieser Raum-Zeit Quan-
tenfeldtheorie betreiben zu kénnen, miissen die Probleme masseloser Moden behoben werden.
Dies geschieht durch addquates Hinzufiigen einer Eichfixierung, eines Faddeev-Popov-Anteils
und externer Felder. Dabei wird die Symmetrie, als definierendes Element der Theorie, von
einer lokalen Eichsymmetrie zu einer BRS-Symmetrie erweitert werden miissen. Auf funktio-
nalem Niveau wird diese BRS-Symmetrie durch eine Slavnov-Taylor-Identitét repréasentiert.
Nach der Bestimmung der freien Feynman-Propagatoren und dem Studium der zugrundelie-
genden Symmetrie der Zwei-Punkte-Raum-Zeit werden wir uns der perturbativen Losung des
Erzeugendenfunktionals der Green’s-Funktionen widmen. Die Vorgehensweise zum Losen der

Dyson-Schwinger-Gleichungen wird bestimmt durch:
Z —w—T, (1.1)

also dem Ubergang vom Erzeugendenfunktional der allgemeinen Green’s-Funktionen Z (p) iiber
das der zusammenhéngenden Green’s-Funktionen w(p) zu dem Erzeugendenfunktional der Ein-
Punkt-irreduziblen (Ein-PI) Green’s-Funktionen. An den somit gewonnenen Ein-PI-n-Punkt-
funktionen werden wir einfache Feynman-Regeln testen. In der angesprochenen Untersuchung
der Symmetrie werden wir feststellen, dass eine der Symmetrien im vorliegenden Modell eine
versteckte Symmetrie sein wird. In Kapitel 6 werden wir diese Eigenschaft ausnutzen und die
Symmetrie explizit brechen. Anhand des dann spontan gebrochenen Modells werden wir zu
Beginn dieses sechsten Kapitels verschiedene Begriffe wiederholen: Die Angabe der Feynman-
Propagatoren gehort ebenso dazu, wie der Vergleich der Feynman-Regeln auf Feynman-Diagram-
men mit den Ergebnissen fiir die Ein-PI-n-Punktfunktionen aus der Dyson-Schwinger-Prozedur.
Der wesentliche Vorteil der spontan gebrochenen Symmetrie liegt in der Vereinfachung vieler
Ergebnisse. Dies hat zur Folge, dass wir dann in der Lage sind, den Renormierungsprozess in
Abwesenheit von Komplikationen, wie sie in der vierdimensionalen Theorie auftreten konnten,
zu studieren. Es wird sich an vielen Stellen herausstellen, dass sich die Verfahren automatisie-
ren lassen. Wir werden auf diesen Aspekt an den entsprechenden Stellen zuriickkommen. Im
letzten Kapitel, dem Kapitel 7, werden wir alle Ergebnisse noch einmal zusammenfassen und
einen Ausblick auf weitere Fragestellungen geben. Doch nun erst einmal zuriick zum Anfang

dieser Arbeit: Der Diskretisierung auf zwei Punkte.
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Kapitel 2

Nichtkommutative Geometrie

und Diskretisierung auf zwei Punkte

Ein Ausgangspunkt der Nichtkommutativen Geometrie ist es, Rdume durch Algebren zu erset-
zen. Im Allgemeinen hat man nur Kenntnisse iiber die Algebra selbst, es gibt jedoch keinerlei
Analogon zum Raum. Wir wollen in diesem Kapitel die benotigten Begriffe zu Algebren von
Funktionen auf Rdumen kldaren. Die Anforderungen an die fiir das zu diskutierende Model zu
Grunde liegende Algebra werden durch zum Teil physikalisch motivierte Eigenschaften gestellt.
Es handelt sich hierbei um eine Algebra auf einer zweielementigen Menge, die einen Zwei-
Punkte-Raum widerspiegelt. Zwei-Punkte-Rdume gewannen spétestens nach den Arbeiten von
A. Connes an Popularitat [9, I0], in denen ein solcher Zwei-Punkte-Raum Y an die gewohnte
vierdimensionale Raum-Zeit Mannigfaltigkeit M heran multipliziert wurde, und das Higgs-Feld,
interpretiert als Zusammenhang, in den geometrischen Sprachgebrauch aufgenommen wurde. In
unseren Uberlegungen gibt es zwei Leitbilder, die das Studium der Zwei-Punkte-Réume inter-
essant machen: Zum einen die schon erwahnte Mo6glichkeit, Higgs-Felder in einer konsistenten
geometrischen Formulierung beschreiben zu kénnen und zum anderen den Zwei-Punkte-Raum
als Prototyp einer Diskretisierung des Kontinuums. Daher stellen wir uns zunéchst die Aufgabe,
das allgemeinste kommutative, assoziative Produkt auf einer zweielementigen Menge herzulei-

ten.

2.1 Diskretisierung auf zwei Punkte

Ausgangspunkt dieser Uberlegung ist eine Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit, die durch kontinuierli-
che Koordinaten ,,aufgespannt” wird. Nimmt man an, dass bei sehr kleinen Abstinden das

Raum-Zeit-Kontinuum eine granulare Struktur besitzt, so stellt sich die Frage nach einer

5



6 KAPITEL 2. NKG UND DISKRETISIERUNG AUF ZWEI PUNKTE

addquaten Ubersetzungvorschrift auf diesen diskreten Raum. Der puristischste diskrete Raum
ist der Ein-Punkt-Raumf], der in der Habilitationsschrift von R. Hauflling [26] diskutiert wurde.
Ist man im néchsten Schritt an Wechselwirkungen, die Ableitungen enthalten, interessiert, so
ist die néchste Erweiterungsstufe der Zwei-Punkte-Raum. Als Vorstellung dient hier folgendes
Bild:

f(x) f(x)

- f(x,) fix,)
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -
X4 X, X X4 X, X

Punkt 1 Punkt 2

Abbildung 2.1: Diskretisierung des Kontinuums.

Einige wenige elementare Forderungen an eine Diskretisierungsvorschrift auf zwei Punkte stel-
len schon grofie Einschrankungen an den allgemeinsten Ansatz. Der allgemeinste Diskretisier-
ungsansatz auf zwei Punkte schlieft ad hoc Nichtlokalitdten nicht aus. Fiir die Diskretisierung
eines Produktes von zwei Feldern wihlen wir zunéchst die allgemeinst mdgliche Vorschrift,
wobei die Indizierung den Punkt angibt, auf dem die Felder X und Y ausgewertet werden

sollen,

(XY], = cXiY1+ XiYs + 3 XoY1 + e XoYs
[(XY], = diXoYo+ doXoY1 +d3X1Ys + daXa Vs (2.1)

oder, im Vorgriff auf den spéteren Gebrauch in Matrizenschreibweise

XOY =3 XY — X0V —vnXnY 4+ yunXnnYn,
WO

0 1 ¢ 0 ,
7721 N Z:_L j€{172a374}
10 0 d

"Wer sich keinen Punkt denken kann, der ist einfach zu faul dazu.
Mathematiklehrer Brennecke in Fduards Traum von Wilhelm Busch (1832-1908)
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und

X: Y:

Das [-Produkt iibernimmt hierbei die Diskretisierungsoperation. Das Vorkommen der nichtlo-
kalen Beitrédge erscheint im ersten Moment gewthnungsbediirftig. Das Auftreten und die Rolle

dieser Terme wird aber im Verlauf der Rechnungen deutlich werden.

Im Weiteren sollen nun aufgrund von Eigenschaften, die auf jeden Fall in der Vorschrift realisiert

sein sollen, Einschrankungen fiir die konstanten Koeffizienten {¢;, d;} gefunden werden.

Kommutativitéit: Seien die Felder in der Kontinuumswelt skalare Felder und daher kom-
mutativ. In unserer diskreten Welt moge diese Eigenschaft weiterhin gelten. Aus der

Kommutativitét
[XY]j = [YX]j (2.2)
folgt ohne Rechnung sofort, dass
cy =3 und dy = dj (2.3)
seln miissen.

,,Konstante Felder”: Angenommen ein Feld sei konstant, d. h. ein Feld nehme auf beiden
Punkten den selben Wert an, dann sollte sich die Diskretisierung lediglich auf das ver-
bleibende Feld beschrénken. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit (O. B. d. A.) sei
Y =Y, =Y; =1, dann folgt

(X1, = [X],=(a+e)Xi+(+ca)Xe=X)
[X1]2 - [X]Q == (dl + d2>X2 + (dg + d4)X1 - XQ. (24)
Damit ergeben sich fiir die Konstanten die Bedingungen

c1+c=1 co+cy =0

d1+d2:1 d2+d420.
Fassen wir kurz zusammen: Die Diskretisierung ist eine konvexe Kombination von lokalen
und nichtlokalen Termen:

(XY], = aXiVi+ (1 —ca)(XiYe+ X0V, — XoY5)
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Assoziativitit: Beginnen wir hier mit einer kurzen Bemerkung. Die Reihenfolge, in der die
Forderungen an eine verniinftige Diskretisierungsvorschrift abgearbeitet werden, ist belie-
big. Es zeigt sich jedoch, dass der hier eingeschlagene Weg schneller zu den Ergebnissen
fithrt als Andere. Mit der vorgezogenen Betrachtung der Eigenschaft , konstanter Felder”
erspart man sich bei der Untersuchung der Assoziativitdt nicht nur eine Vielzahl von

Fallunterscheidungen, sondern mit den bisher erarbeiteten Regeln wird die Assoziativitét
[(XY)ZL‘ = [X<YZ)]Z‘ (2.6)

automatisch respektiert.

An dieser Stelle angelangt, wére der néchste Schritt die korrekte Behandlung von Ableitungen,
d. h. es wird die Antwort auf die Frage nach der richtigen Ubersetzung von Ableitungen aus
einem Kontinuumsraum zu einem diskreten Raum gesucht. Im Hinblick auf eine Interpreta-
tion im nichtkommutativen Sinn wollen wir nicht den Weg der Gitterfachleute einschlagen und
Ableitungen durch schlichte Differenzen ersetzen. Zu dieser Methodik werden wir weiter unten
noch eine Bemerkung nachtragen. Vielmehr wollen wir die Grammatik der Nichtkommutativen
Geometrie verwenden. Es stellt sich also die Frage nach der Differenzialalgebra. Um aber {iber
eine solche sprechen zu konnen, sollten wir die zugrundeliegende Algebra genauer bestimmen.

Dazu holen wir ein bisschen weiter aus und reformulieren die Resultate in algebraischer Sprache.

2.2 Die Algebra

Im Folgenden wird die Algebra A eine Algebra iiber den komplexen Zahlen C sein, d. h. A ist
ein Vektorraum iiber C, so dass Objekte wie aa + 6b mit a,b € A und «, § € C wohldefiniert
sind. Auflerdem existiert ein Produkt auf der Algebra

Ax A — A
(a,b) +— allb, (2.7)

das distributiv bzgl. der Addition ist. Im Allgemeinen ist dieses Produkt nicht kommutativ, im
vorliegenden Fall soll es aber diese Eigenschaft besitzen.
2.2.1 Grundlegendes zur Algebra

Der hier zugrundeliegende Raum M = C® C ist isomorph zu den diagonalen Matrizen MZ(C).
A ist die Algebra von Funktionen auf M. Fiir die Algebra fithren wir die Basisfunktionen e,
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und ey geméf

1
0 (2.8)

61(1)
61(2)

62(2)
62(1)

ein. Es gilt e; + e2 = 1, wobei 1 das Unital der Algebra ist und es folgt 1(1) = 1(2) = 1.

Die diskretisierungsimitierende Multiplikation, [, in der Algebra ist punktweise definiert:

fOh=nfh+n-=1)nhn+nfnh+nfnonhn), (2.9)

WO

f,h € M{(C) und  np=i

Das Produkt hat folgende Eigenschaften auf der Algebra, die schon weiter oben besprochen

wurden,

fOh=hLlf kommutativ
A)Bh=fE\R) =XfEh) R — linear

(fHg EOh=fE(gEh) assoziativ
fl(g+h)=f0g+ fEI distributiv bzgl. Addition
(f+9)Bh=fEOh+gEn

fU1=10f=f Unitaleigenschaft.

Wertet man das Produkt auf den zwei Punkten aus, so erhélt man

(fBR)A) =crfihi + (1 = c1)(fihe + foha — f2ho)
(FER)(2) = di foho + (1 — dy)(foha + fihs — fiha). (2.10)

Mit Hilfe des Produkts kann man die algebradefinierenden Relationen angeben:

erldley = ml—e
61562 = (1—’}/1)1
62'362 = ’}/11—61. (211)

Funktionen auf der Algebra kénnen mit den Basisfunktionen geschrieben werden, f = fie; +

f2€2.
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Die Algebra besitzt also nicht nur eine Einheit, ndmlich das Element 1, sondern ist auch als
x-Algebra zu verstehen, wenn wir die komplexe Konjugation als antilineare Involution * : A —

A mit den Eigenschaften

=
(fBg) = g O f,
(af +Bg)" = af + B¢ (2.12)

auffassen.

2.2.2 Differenziale

Im Hinblick auf physikalisch interessante Modelle wird es sinnvoll sein, eine normierbare Algebra
zu haben. Bevor wir uns aber diesem Punkt widmen, mochten wir einen weiteren, wichtigen
Punkt vorziehen. Es handelt sich dabei um den Ableitungsbegriff aus der Kontinuumstheorie,
den wir in algebraischer Formulierung in der Differenzialalgebra wiederfinden. Konstruieren
wir daher im néchsten Schritt die zugehorige Differenzialalgebra Q(A) = @,-, Q" (A), wo
0%(A) = A, mit Hilfe eines linearen Operators

d: Q" (A) — QTHA) (2.13)
mit den Eigenschaften
d1 = 0,
& = 0,
dwBuw) = (dw)BDw + (—)'w(dw'), (2.14)

wo w und «’ r- bzw. r’-Formen sind.

Bisher beschrinken sich unsere Kenntnisse auf die Algebra A = Mg(C) und den Hilbertraum
H = Hy ® Hs, wo wir H; = Hs = C gewihlt haben. Die Darstellung einer Funktion auf der
Algebra ist dann:

fi 0
0 fo

fed —

Die in der Nichtkommutativen Geometrie benutzten spektralen Tripel beinhalten neben einer
Algebra und einem Hilbertraum den Dirac-Operator. Betrachten wir nun den Dirac-Operator
D. Mit dem oben gewihlten Hilbertraum ist der Dirac-Operator eine 2 x 2-Matrix mit der
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folgenden Zusammensetzung:

Dyy Dy
D =
D21 D22

Aus der Vertauschungsrelation des Dirac-Operators mit den Algebraelementen heraus miissen

D11 = Dyy = 0 gewdhlt werden, also

0 Dy

wo Dio = D3, und Dy eine lineare Abbildung von H; nach Hs ist. Hier sei Dijg = Dy = 1,
d. h. D= —m.

Differenziale werden in diesem Sinn mit Hilfe des Dirac-Operators gebautf
df =[D, fl,g=DEf—(=)”fED  mit feQ(A). (2.16)
Soll nun die Leibnizregel d(w Hw') = (dw) D w’' + (—)"w H (dw') erfiillt sein, dann folgt nach
einer kurzen Rechnung, dass dies nur der Fall ist, wenn
g =dy (2.17)

gilt. Dies entspricht gleichzeitig der Forderung, dass die Welt von iiberall gleich aussieht (B.10).

Unter Verwendung der algebradefinierenden Relationen kann fiir die Basisfunktionen die fol-

gende Darstellung gewéhlt werden:

In dieser Darstellung folgt mit den angegebenen Regeln die Einsform

—1
n(der1) = [D,m(e1)]gp=D0Be; —en B D =
1 0

2Bei dem vorliegenden graduierten Kommutator verstehen wir unter dem Grad von f, 8f, angelehnt an die

weiter unten definierte Graduierung I

[f,Tl]g=0 < 0f=0 < [ gerade
{f,T}Ja=0 < 9f=1 < f ungerade fir f e My(C). (2.15)
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Die Differenzialalgebra ist dann durch

de; = —dey
dlesHe) = egde+dei ey =dey
d(esey) = eslldey+dey[Hes =dey
degles) = egHdes+de; ey =0 (2.18)

festgelegt.

Fiir das Differenzial einer beliebigen Funktion gilt:

df = d(fier + fae2)
= fide; + fadey
= (fi— fo)des
= 2e1Lde(fi — fo)
= —2e;Udex(f1 — f2)
= (eade; —eg Hdes)(fi — f2)
= > eBdei(f;— ). (2.19)
1,551 7]
Das Differenzial einer Funktion auf einem Zwei-Punkte-Raum ist also die Differenz der Funkti-

onswerte auf den beiden Punkten. Dieses Objekt lebt allerdings in der Differenzialalgebra und

nicht in der Algebra, wie man es von Gitteransitzen [5] her vermuten konnte.

Wiirde man némlich, wie manche Gitterexperten, die Ableitungen, angelehnt an Differenzen-

quotienten, durchf]
(0:X); = —(Xi—Xy)

(Xo — Xy)

SRk 3 |

(8ZX)2 =

ersetzen [3%], [&3], [44], dann kommt man im Vergleich zu unseren Uberlegungen zu einem
restriktiveren Ergebnis. r trdgt hier die Rolle einer Gitterkonstanten. Um nun aber die Leib-
nizregel, d. h. die Produktregel erfiillen zu konnen, miissen nicht nur ¢; und d; wieder gleich

sein, sondern sie werden auch auf ¢; = d; = % festgelegt. Dieser Wert hat aber fiir unseren

3Der allgemeinere Ansatz

(0.:X);, = rmuXi+r2Xs
(0:X)y = raXi+7r2Xs

fiihrt im wesentlichen zu den selben Ergebnissen.
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Ansatz katastrophale Folgen, denn genau bei dieser Wahl bricht die oben konstruierte Differen-

zialalgebra zusammen. Es existieren dann keine héheren Formen als Einsformen. Da wir aber

3
4

der nichtexistenten Kriimmung, die ja bekanntermaflen eine Zweiform ist, ausgeschlossen.

physikalische Theorien aus Yang-Mills-Theorien bauen wollen, ist der Fall ¢ = 2 auch aufgrund

2.2.3 Normen

Kommen wir nun zu der Frage nach einer genormten Algebra zuriick. Eine genormte Algebra

A ist eine Algebra mit einer Norm ||-|| : A — R mit den Eigenschaften
IfIl=0,  |fl=0&f=0
lef I = lafll 1],
1f =+ gll < {If11 =+ [lgll,
1F Bl < [ f1lgll, (2.20)

fir f,g € A und a € C. Es scheint nun nicht weiter schwierig zu sein, Normen anzugeben.
Beispiel 1: Wéahlen wir
[Fly = sup{Fy},  F=(Fy) € My(C), (2.21)

dann ist fiir ¢ < 1 ||-||; eine Norm. Die Einschrankung an c leitet sich aus der Produktun-

gleichung ab, denn ausf]

cfogo + (1 —¢)(foor + f192 — fro1) < fogo (2.22)

folgt sofort
c—1<0. (2.23)
[[]l1 ist also fiir 2 < ¢ <1 eine Norm.

Beispiel 2: Eine weitere mogliche Wahl der Norm ist

Ifl = Vsup{o(f* B )}, (2.24)

also die Wurzel aus dem grofiten Eigenwert von f* [ f. Erinnern wir uns, dass

POf = c|fil? + (1 = ¢)(2Refifo — | f2]?) 0 |
0 clfo* + (1 = c)(2Refifo — | 1]?)
wo f= i 0 mit f; € C, (2.25)
0 f

40. B. d. A. kénnen |f1] < |f2| und |g1| < |g2| gewiihlt werden.
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so stellen wir fest, dass || f|| auch mit Hilfe eines Skalarproduktes beschrieben werden kann

IFl =L wo f=(fufa). (2.26)

Das Skalarprodukt selbst ist definiert als

U= flig:fe (2.27)

als

mit der Metrik

g= (2.28)

und dem geordneten Vektor f

e (f1, f2) falls L1l < | fo (2.29)

(f2, f1) falls |1l > [ f]-
(-|-) ist tatséchlich ein Skalarprodukt, denn

1. (:|f) und (f*|-) sind in beiden Argumenten linear, also ist (:|-) sesquilinear,
2. (f*lg) = (g*|f)*, d.h. {-|-) ist symmetrisch und
3. (f*|f) >0 fir f #0, ist also positiv definit.

Da in der Definition der Norm jetzt aber auch das Produkt der Algebra vorkommt, miissen
die Eigenschaften sorgsam nachgepriift werden. Die Positivitdt wollen wir gleich zeigen.
Wieder ist o. B. d. A. |fi] < |f2] und wir schreiben |fi| = &|f2|, mit 0 < £ < 1. Unter

Benutzung von f; = |f;|e"? erhalten wir dann

IFIl = Velfol? + (1= c)(2Refifo = [£i]?)
= |AIVe+ 1 =) (2 cos(pr — p2) — #2)
> | fal e+ (¢ —1)(2k + K2). (2.30)

Damit ||f]| > 0 ist, muss also
c> (1—c)(2k + K?) (2.31)

gelten. Dies ist aber unter der Nebenbedingung 0 < x < 1 nur der Fall, wenn ¢ > % ist.

Soweit ¢ > % gilt

IFF>0,  fl=0 < f=0 (2.32)

Um nun aber zu zeigen, dass ||-|| eine Norm ist, miissen neben der Positivitéit, die ja schon

gezeigt wurde, auch
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L lafl = el £]] und
2. die Dreiecksungleichung || f + g|| < || f]| + |||

gelten.

Die Homogenitétsrelation ist mit der Sesquilinearitdt des Skalarproduktes trivial und
der Beweis der Dreiecksungleichung ||f + g|| < ||f|l + [lg|| ist mit Hilfe der Cauchy-

Schwartz’schen Ungleichung schnell gezeigt. Betrachten wir dazu nur das Quadrat

LI+ TlglD* = 1A+ 20 gl + gl
> 1 +2(f1g) + lgl? (2.33)
= |f+gl* .

Der Beweis der Cauchy-Schwartz’schen Ungleichung |{(f*|g)| < ||f]/|lg|l ist auch schnell
nachgereicht: Fiir g = 0 ist er trivial. Sei g # 0. Setze £ = {Mg) ¢ R, dann folgt

[k
0 < (f"=&9|f—¢&g)
= (1) =& o) — &g f)y + 1€ (g7, 9)

s 1l -
117 = B (234)
Also (19} < 1P gl - b 119 < 1l .

Die letzte Eigenschaft, die eine normierte Algebra noch erfiillen muss, ist die Produktun-

gleichung, ndmlich

1A gl < [[£[Hlgll (2.35)

Unter welchen Umstédnden diese Bedingung erfiillt ist, ist am Einfachsten zu verstehen,
wenn wir sowohl f als auch g wie oben in Polardarstellung schreiben und berticksichtigen,
dass die Produktungleichung fiir alle f, g € C gelten muss. Schreiben wir f; = | f;|e**/ und
g; = |g;le™’ und setzen wir wieder o. B. d. A. |f1| = k1|f2| < |fo| und |g1| = Kalga| < |go]

mit 0 < K1, ko < 1 voraus, so muss

K1, @2, 001,10, k1, 652) = [ f gl = lf B gl = 0 (2.36)
fiir jede beliebige Wahl von ¢1, ¢, 11, 19, k1 und ko gelten. Aus
K:(le = qbg = 101 = wg = O,Fdl, Ko = 1 — I€1> = (C — 1)(2 — Iil)(l — Iil):‘il(l + Iil) Z 0

folgt, dass ¢ nur < 1 sein darf. Mit der oben gefunden Einschréankung also: % <c< 1
Aus

K(d1 = do =t = 0.0 = S,k = L= k1) > 0 (2.37)
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lasst sich zeigen, dass ¢ nur genau 1 sein kann, wenn eine Norm auf der Algebra existieren

soll.

Also ist die zweite vorgeschlagene Norm nur dann eine Norm, wenn die Multiplikation

auf der Algebra die gewohnliche Matrizenmultiplikation ist.

Sind wir an einer Topologie interessiert, so konnten wir diese sogenannte Norm- oder uniforme
Topologie, wie der Name schon verrét, iiber die Norm definieren. Die entsprechenden Umge-

bungen eines Elements f € A sind durch
U(f.e)={gcAlllf —gll <€}, €>0 (2.38)
gegeben.

Eine Banach-Algebra ist eine genormte Algebra, die unter der uniformen Topologie vollstindig

ist.
Eine Banach-x-Algebra ist eine genormte *-Algebra, die vollstandig ist und

1 =1fl. VvVfeA (2.39)
erfiillt.

Méchte man iiber C*-Algebren sprechen, dann spricht man iiber Banach-*-Algebren, die zusétz-
lich die Eigenschaft

I afl=10r7  vieA (2.40)
besitzen.

Eine Untersuchung der C*-Eigenschaft zeigt auf, dass das Produkt der Algebra dann nur die

gewohnliche Matrizenmultiplikation, d. h. ¢ = 1 sein kann.

2.2.4 Graduierung

Soll nun auch eine Graduierung realisiert sein, d. h. ein Operator, der die Eigenschaften

I'da—alT = 0 Yae A
rdD+DAT = 0
und I?=T0HTI = 1 (2.41)

erfiillt, so fithrt eine kurze Rechnung mit dem spurlosen, diagonalen Ansatz diag(z, —z) zu

1 1 0

N= ——
\/40—3 0 —1

. 1 . . 3 .
Anhand des Koeffizienten i3 eigt sich auch, dass ¢ > % sein muss.
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2.2.5 Integrale

Die Integration iiber den Zwei-Punkte-Raum kann mit Hilfe des Zustandsbegriffs interpretiert

werden. Unter einem Zustand auf der Algebra verstehen wir ein lineares Funktional
o : A — C, (2.42)
das positiv und auf 1 normiert ist, d. h.

d(a*a) > 0, Va € A
I = 1. (2.43)

Die Norm sei hier durch [|¢| = sup{|¢(a)| | [[a]| < 1} definiert. Die Menge der Zustéinde S(A)

von A ist ein konvexer Raum
pp1+ (1 —p)oa € S(A) Vo1, 0o € S(A), 0<p<1 (2.44)

Alle Zustédnde, die nicht als konvexe Kombination dargestellt werden kénnen, nennen wir
reine Zustdnde. In unserem Fall sind e; und e; die reinen Zustédnde. Neben der Interpre-
tation des Integrals als Zustand kann man alternativ das Integral iiber die Mannigfaltigkeit
M =C @ C = MZC) als Spur iiber die Dichtematrix

p=peie; + (1 —p)ese, (2.45)
also

/ =Tr (pM) (2.46)
M

auffassen. Da wir bei der Wahl von p nicht eingeschréankt sind, konnen wir p = % wéhlen und

fiir das Integral die Spur iiber die diagonalen Matrizen verwenden
/ =Tr (M) M e M), (2.47)
M

Die Wahl p = % spiegelt auch gleichzeitig wider, dass die Welt von {iberall gleich aussieht. Die
gewohnliche Spur iiber Matrizen ist in diesem Fall auch die Dixmier-Spur, die in der Nichtkom-

mutativen Geometrie als das Integral interpretiert wird.
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2.3 Zwischenbilanz

Fassen wir die wichtigsten Ergebnisse dieses Abschnitts noch einmal zusammen:

Die allgemeinste assoziative, kommutative, genormte Algebra auf einer zweielementigen Menge,
mit der zudem auch eine Differenzialalgebra konstruiert werden kann, schliefit nichtlokale Terme

zunéchst nicht aus. Das Produkt auf der Algebra ist dann durch

fOh=cfh+(c=1)(fnhn+nfnh+nfnnhn) (2.48)

bzw. auf den Elementen selbst durch

(fBh)(1) =cfiby + (1 = c)(fiha + foh1 — fahs)
(f B h)(2) = cfohg + (1 = c)(foh1 + fihe — fih1) (2.49)

gegeben. Die gewdhnliche Matrizenmultiplikation ist im Spezialfall ¢ = 1 enthalten und ent-

spricht der naiven Diskretisierung.

Weiterhin kénnen auch Algebren, die ein von ¢ abhéingiges Produkt besitzen, normiert wer-
den. Nur fiir den Fall ¢ = 1 ist die Algebra zuséitzlich noch eine C*-Algebra. Nach dem
Gel'fand-Naimark-Theorem existiert eine vollstindige Aquivalenz zwischen der Kategorie von
lokal kompakten Hausdorff-Raumen und stetigen Abbildungen sowie der Kategorie von kommu-
tativen C*-Algebren und *-Homomorphismen. Verzichtet man jedoch auf das Pendant auf der
Hausdorff-Raum-Seite, so steht Modellen, die auf einer Algebra mit nicht weiter bestimmtem

Parameter ¢ im Produkt beruhen, nichts im Weg.

Differenziale sind Einsformen, die proportional zu der Differenz der Funktionswerte auf den
beiden Punkten sind, d. h.

if =Y eBde(f; — f)- (2.50)

0,557
Und das Integral ist als Dixmier-Spur, die hier der gewdhnlichen Spur iiber Matrizen entspricht,
/ ~Tr (M) M e MC), (2.51)
M

zu verstehen.



Kapitel 3

Yang-Mills-Theorie auf zwei Punkten

3.1 Das spektrale Tripel

In diesem Abschnitt wollen wir die Yang-Mills-Theorie auf zwei Punkten ausarbeiten. Ziel ist es,
zunéchst die hier relevanten geometrischen Begriffe des Zusammenhangs und der Kriimmung
einzufithren, um dann im Sinn von Yang und Mills eine Wirkung zu konstruieren und zu
diskutieren. Die Algebra A ist weiterhin die direkte Summe A = C & C, versehen mit dem
[J-Produkt. Jedes Element f € A ist ein Paar von komplexen Zahlen (fi, fo) mit f; = f(4)
dem Wert von f am Punkt . Die Bausteine des null-dimensionalen geraden spektralen Tripels
(A, H,D,T) sind im Wesentlichen schon genannt. Der endlich dimensionale Hilbert-Raum H
ist eine direkte Summe H = H; & H, und wir wihlen der Einfachheit halber H; = Hy = C.

Algebraelemente von A werden durch diagonale Matrizen

fi 0
Asf — € B(H) (3.1)

0 f

vertreten. Als Darstellung fiir die Basis der Algebra e; und ey, behalten wir nach wie vor

10 0 0
el = und €y =

00 01

Der Operator D kann als 2 x 2 nichtdiagonale Matrix geschrieben werden, da jedes Diagonal-
element durch die Kommutationseigenschaft mit jedem Element aus A herausfallen wiirde
0 D .
D= , Dy, € LlH(Hl,H2>
Dy 0

19
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und da hier H; = Hy = C, wihlen wir

Um von einem geraden Tripel sprechen zu konnen, bedarf es noch der Graduierung

1 1 0
\/40—3 0 —1

(3.3)

Fiir dieses spektrale Tripel ist die Dixmier-Spur - bis auf einen Proportionalitétsfaktor - lediglich

die iibliche Spur iiber Matrizen.

Eine Realitatsstruktur J ist durch

J = ) (X1, X2) € H1 @ Ho (3.4)

gegeben. Es lassen sich leicht die Vorraussetzungen J? = JOJ =1, THOJ+JOT =
0, D J—JE D =0 nachpriifen. Auf die Eigenschaften, die die opposite-Algebra betreffen,

wollen wir hier nicht n&her eingehen.
Konstruieren wir im néchsten Schritt die korrespondierende Differenzialalgebra. Das Differen-

zial wird wieder mit Hilfe des Dirac-Operators D gebildet und fiir die Einsformen folgt

0 -1
dey =[D,ei|g=—i[n,ellg= = —dey. (3.5)
1 0

Dadurch lésst sich eine Basis der Einsformen angeben:

0 1-—2c 0 2—2c
e dde; = und eo dey = ) (3.6)

2—12c 0 1—2¢c 0

Eine allgemeine Einsform « ist dann durch

0 /\1 + 2)\2 - 20()\1 + )\2)
a:)\lellﬂd61+)\2625deg = (37)
/\2 + 2)\1 - 20(/\1 + )\2)
wiedergegeben. Fiir die Darstellung von Zweiformen erhalten wir

deyHde; =dey[dey = (3 —40)1, (3.8)
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oder in Termen einer moglichen Basis

10 0 0
erddey Hdde; = (3 —4c) und esldeyHddey = (3 —4c) . (3.9)

0 0 0 1

Man {iberzeugt sich leicht davon, dass da = (A1 + \2)(3 — 4¢)1 ist. Hieraus lesen wir ab, dass
es keine Ausschuss-Einsformen (Junk-Einsformen) gibt.f] Dies stimmt mit den Erfahrungen aus
dem Kontinuum iiberein, wo Ausschuss-Einsformen erst ab Stufe zwei auftreten kénnen. Ge-
rade Formen werden als diagonale Matrizen und ungerade Formen als nichtdiagonale Matrizen

dargestellt.

3.2 Die Yang-Mills-Wirkung

Gehen wir nun zu den Eichtheorien iiber [BZ]. Wie wir wissen, gibt es keine Ausschuss-Formen.
Es ist daher nicht notwendig, die Differenzialalgebra durch Abdivision des Ausschusses zu ku-
rieren, d. h. QpA = 7(Q.A). Betrachten wir den einfachen Fall eines trivialen ein-dimensionalen
Biindels iiber dem Zwei-Punkte-Raum Y = {1,1'} und nehmen daher £ = A als Modul von
Schnitten.

Abbildung 3.1: Der Zwei-Punkte-Raum; Der Raum der inneren Struktur.

I Genau genommen folgt die Nichtexistenz von Junk-Einsformen mit dem Argument

(1=2c)A1 +2(1—c)A2=0

a=0=
2l =)+ (1 —20)A2 =0
1. Fal: c=1 Oé:0<:>{/\1:>\2:0} = da:—(/\l—i—)\g)l:O
3
2. Fal c#£1 : a=0&c=- oder {A\ =X =0} = da=0

4
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Ein Vektorpotenzial, also der Zusammenhang, ist dann ein selbstadjungiertes Element A € QLA
und wird durch eine komplexe Zahl ¢ € C charakterisiert:

0 ¢
A=12
H o 0
Hierbei sind ¢ und p zwei beliebige und vielleicht etwas unmotiviert eingefiihrte Konstanten,
die aber spéter einer Masse p und einer Kopplungskonstanten ¢ entsprechen werden. Transfor-

mieren wir jetzt die oben angegebene Basis auf

% —1 99 1
b= e Odey + ——eyDdes = ,
3 —4c 3 —4c
00
99 % —1 00
by — CerOder + X~ e, Odey = ,
3 —4c 3 —4c 10

dann kénnen wir den Zusammenhang A auch schreiben als

A = %(g@b1+<,052)

= 9 [(2e—1)g+ (2 —20)p)er Dder + (2 —26)@ + (2¢ — 1)) ea D des] .

11(3 — 4c)
Mit Hilfe des Zusammenhangs bauen wir die Kriimmung, F =d A + A[] A,

_ - 19
F = [ule+ @) +9(1—c)(¢" + &) + 9(2c — 1)pg] ke (3.10)
WO
B Ny
dA = (p+p)=1 und
i
2
_ 9
AOA = (-0 (@*+ &%)+ (2c = 1)pp) El. (3.11)
Dies fiihrt zu der Yang-Mills-Wirkung
1t
_ _ N2
= (ule+@)+9(1—c)(¢" +¢") +9(2c — 1)pp) (3.12)

bzw. mit den komplexen Feldern in kartesischer Darstellung, p =z + iy, ¢ =2 — iy,

S = (x(2u + gx) + g(4c — 3)y*)*. (3.13)
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Diese Wirkung hat also die Gestalt des Higgs-Potenzials, allerdings in Richtung des imaginéren
Feldanteils mit dem Faktor (4c — 3) skaliert. ¢ ist das Higgs-Feld, das im Minimum des Po-
tenzials angreift. In dieser Formulierung ist das Higgs-Feld ¢ als Zusammenhang, also als rein

geometrisches Objekt, zu interpretieren. Fiir den Spezialfall ¢ = 1 erhalten wir

Sle=1)= (9’w+ﬁ’ —%) = (u(p + @) + gpp)”. (3.14)

Dies entspricht exakt dem Flaschenbodenpotenzial, das beim Higgs-Mechanismus verwendet
wird [9]. Aber auch in der deformierten Wirkung bleiben die fiir die Physik relevanten Aussa-
gen erhalten: Die Higgs-Masse p bleibt unverdndert und das Goldstone-Boson bleibt masselos.
g ist die Kopplungskonstante, die die Selbstwechselwirkung bestimmt. Das Potenzial beschreibt
fiir ¢ > %, ¢ # 1 allerdings den Flaschenboden eines Bocksbeutels. Uber die Existenz und Aus-
priagung einer solchen Deformation des Potenzials ldsst sich an dieser Stelle keine Aussage

treffen.

In den Arbeiten von A. Connes wurde der Higgs-Mechanismus in einer geometrischen Inter-
pretation durch das Anheften eines diskreten Raums Y an die Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit M
verstanden. Der diskrete Raum entsprach einem Zwei-Punkte-Raum, der durch eine C*-Algebra
beschrieben wurde. Hier wird deutlich, dass auch Algebren ohne C*-Eigenschaft die gleiche Phy-
sik liefern konnen. Dies ist der Anlass, die groflere Klasse von Algebren, die hier zusétzlich auch

noch die C*-Algebra enthilt, genauer zu studieren.

Diskutieren wir nun die Wirkung aus der Gleichung (B.19). Zunéchst einmal ist auffillig, dass
nicht jeder Wert fiir ¢ eine stabile Wirkung S, im Sinn von nach unten beschrinkt und somit zu
einer konvergenten Zustandsfunktion fithren wiirde, ergibt. Eine Betrachtung des Stabilitéts-
kriteriums aus dem Anhang B zeigt auf, dass ¢ > % sein muss, sonst sind, wie bereits gesagt,
die Wirkungen nicht stabil. Der Fall ¢ = % ist ein Entartungsfall. Hier lasst sich die Wirkung
auf nur eine Variable transformieren. Es ist demnach nur der Parameterbereich in dem auch
eine Graduierung existiert, also ¢ > %, von Interesse. Im Bereich % < ¢ < 1 findet in y-Richtung

eine Streckung und im Bereich ¢ > 1 eine Stauchung in y-Richtung statt.

Das Minimum (z, yo) bleibt immer noch entartet, weist aber eine c-Abhéngigkeit auf und stellt

damit ein wichtiges Resultat dar:

2

2
(xo + g) 4 (de—3)yd = %. (3.15)
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Abbildung 3.2: Das deformierte Potenzial fiir y = ¢ =1 und ¢ = 0.8.

Abbildung 3.3: Das undeformierte Potenzial fiir y = ¢ =1 und ¢ = 1.

3.3 Deformierte Eichtransformationen

Chen Ning Yang und Robert Mills entwickelten 1954 eine neue Klasse von Theorien, die soge-
nannten ,,Eichtheorien”. Obwohl es zu dieser Zeit noch nicht klar war, schufen diese Theorien die
Basis des heutigen Standard-Modells. Eichtransformationen und Symmetrienf] spielen eine her-
ausragende Rolle in der heutigen Physik. In unserem Beispiel ist die Entartung des Minimums
ein Indiz fiir eine Symmetrie des Modells. Untersuchen wir daher die Eichtransformationen

genauer.

Betrachten wir jetzt die Wirkung der Eichgruppe U = U(1) x U(1) auf den Raum der Vektor-

potenziale, gegeben durch
Yu(A) =uvBdu" +uEHADu" (3.16)

Schreiben wir so dann ein Element der Eichgruppe als u = uje; + uses, dann transformiert das

Vektorpotenzial geméf

’}/u(A) = (’LL1€1 + u2€2) ] (ald €1 — ﬂgd 61) + (u161 + U2€2) ] (@bl + Qpbg) ] (ﬂlel + ﬂgeg).

2Symmetrie: Von der seltsamen Ordnung der Natur waren schon die Naturforscher des Alterums fasziniert.
Der griechische Bildhauer Poly Kleitos war 500 v. Chr. der Erste, der fiir diese spezielle Formensprache den

Begriff ,,sum metria” - Gleichmafl - prégte.
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Abbildung 3.4: Das Minimum des deformierten Potenzials fiir 4 = g = 1 bei verschiedenen

Werten von c. Fiir % < ¢ < 1 findet eine Streckung und fiir ¢ > 1 eine Stauchung statt.

Abbildung 3.5: Der Schnitt bei y = 0 sieht fiir alle Potenziale gleich aus. Higgs-Masse p und

Masselosigkeit des Goldstone-Bosons sind unabhéngig von der Deformation.

Ein typischer Vertreter u = uje; + uses wird durch die Relation v [ u* = 1 auf

1 e 0
Vet (e—1)(1 —2cos(0; — 6y)) 0 it

01=0,0,—0 1 10

3.17
Vet (=11 —2cos(@) | o o0 (3.17)

festgelegt.

Wir haben dabei bereits eine der beiden Phasen unter Ausnutzung der Multiplikationsfreiheit
mit einer globalen Phase fixiert. Man beachte, dass unter der Wahl von ¢ = 1 die unitére

Transformation genau der gewohnlichen lokalen U (1)-Transformation

u(lc=1) = (3.18)

entspricht. Der fiir ¢ # 1 #-abhéngige Skalenfaktor veranlasst uns, diese Transformation eine

deformierte unitare Transformation zu nennen.
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Untersuchen wir die Wirkung der unitdren Transformationen auf das Vektorpotenzial A

/

O =/

7 ¥

'Vu(A) = = )
g ¢ 0

dann erhalten wir nach einer kurzen Rechnung, in der wir fiir die Phase e die Euler’sche
Darstellung cos 6 + isin # gewéhlt haben, folgenden Term:
o g92(c—1) = (2c—1)cos +i(2c — 1) sin )@ — 2ig(c — 1) sin O + pu(3 — 4c)(cos§ — 1) + ipsin 6
L u(1 —2c+2(c—1)cosh) '

Ein Blick auf die transformierten Felder verrat uns, dass
, ((2¢ — 1)gxo + (4c — 3)p) (1 — cos ) — gz + (4c — 3)gyo sin b
Too o = w(l —2c+2(c—1)cosb)
—gyo(1 + (1 —2¢)(1 — cos @) — (gzo + p) sin
(1l —2c+2(c — 1) cosh)

auch die definierende Gleichung der Vakuumerwartungswerte

yo'—>y(/)

2 2
Gm+ﬁ)<+Mo—$%==c%+ﬁ>-+Mc—$%zzﬁg (3.19)
g g g
erfiillt.

Die Invarianz der Wirkung selbst erkennen wir, wenn wir uns daran erinnern, dass die Wirkung
proportional zur Spur aus dem Quadrat der Kriimmung ist. Da nun die Kriimmung proportional

zu 1 ist und
vH10u =1HulHu" =1, (3.20)

ist die Yang-Mills-Wirkung (B.I2) unter der oben genannten Eichtransformation u € U =
U(1) x U(1) sicherlich invariant.

Diese Invarianz unter unitiaren Transformationen wird besonders schon durch die Vektorfelder

der infinitesimalen Transformationen 6 < 1,
dorog = —(4c— 3)yob
Soyo = Gb+g>a (3.21)

veranschaulicht. Die Transformation transportiert entlang von Aquipotenziallinien.

Die Physik ist nur durch ihre Symmetrie definiert und die hergeleitete Yang-Mills-Wirkung ist
nur eine von vielen Wirkungen, die diese Symmetrie besitzen. In funktionaler Sprechweise wird
die Symmetrie durch die Ward-Takahashi-Identitét

—or+ —dy=0 (3.22)
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Abbildung 3.6: Die deformierten unitéren Transformationen fiir ¢ = 0.875. Vektorfeld der infi-
nitesimalen Transformationen.

ausgedriickt. Man iiberzeugt sich wiederum leicht davon, dass nicht nur die bisher diskutierte
Yang-Mills-Wirkung diese Gleichung erfiillt, sondern auch

4
S = %Tr (FOF ++F) (3.23)

Der zu v proportionale Term &ndert also die Physik nicht. Dieser Aspekt wurde in einer Arbeit
von H. Hiiffel [30] explizit angegeben. Im vorliegenden Fall ist es méglich, den y-Term durch eine
Redefinition des Higgs-Feldes zu absorbieren. Aus diesem Grund biifit die von uns diskutierte
Wirkung, in der v = 0 gewahlt wurde, nicht an Allgemeinheit ein.

Weiterhin wird aus der Gestalt der Ward-Takashi-Identitéat klar, dass es sich bei dem Deforma-
tionsparameter ¢ im Ein-Punkt-Modell nicht um einen physikalischen Parameter handeln kann,
da er durch Reskalierung des y-Feldes heraustransformiert werden kann. So lange man iiber

den diskreten Zwei-Punkte-Raum separat und ohne eine Anbindung an einen anderen Raum
spricht, spielt der Parameter ¢ keine Rolle.
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3.4 Zwischenbilanz

Wir haben gezeigt, dass eine geometrische Interpretation des Higgs-Feldes nicht unbedingt die
Forderung nach C*-Algebren stellt. Mit anderen Worten: Auch Banach-x Algebren, die die C*-
Eigenschaft nicht besitzen, kénnen zur selben Physik fithren. Zur Beschreibung eines komplexen

Higgs-Feldes sind zwei Punkte erforderlich.

Ausgehend von der Yang-Mills-Wirkung wire es nun moglich, iiber den Pfadintegralformalismus
Quantenfeldtheorie zu betreiben [23]. Allerdings wurde die Quantenfeldtheorie in Null Dimen-
sionen mit dem undeformierten Potenzial schon in der Habilitationsschrift von R. Haufling
ausgiebig untersucht [26]. In dieser Arbeit findet man unter anderem eine stérungstheoretische

Losung fiir die angegebene Wirkung.

Ob aber die Deformation Auswirkungen auf messbare Groflen hat, kann erst in einem reali-
stischeren Modell entschieden werden. Fiir gewohnlich wird dieser Zwei-Punkte-Raum Y als
innere Struktur aufgefasst und an jeden Punkt der Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit M geklebt. Bei
Modellen, in denen von Quantenfeldtheorie auf einem Punkt in Null Dimensionen die Rede
ist, wird die Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit M durch einen einzigen Punkt wiedergegeben. Ein-
gangs sprachen wir von einem diskreten Zwei-Punkte-Raum als Prototyp eines Gitters. Unter
einem realistischeren Modell wollen wir daher eine abstrahierte Raum-Zeit auf zwei Punkten
betrachten. Bei zwei Raum-Zeit-Punkten werden dann auch Eichfelder involviert sein. Da jeder
Raum-Zeit-Punkt einen inneren Raum angeheftet bekommen hat, wird man auch Wechsel-
wirkungen von Higgs-Feldern an verschiedenen Raum-Zeit-Punkten diskutieren kénnen. Dieses

Modell wird Gegenstand des nun folgenden Kapitels sein.



Kapitel 4

Eine Yang-Mills-Theorie fiir zwei
Raum-Zeit-Punkte

Wie wir nun wissen, ldsst sich mit Hilfe eines inneren Zwei-Punkte-Raums den Higgs-Feldern
eine geometrische Natur zusprechen. Das Higgs-Feld wird als Zusammenhang eines diskreten
Raums aufgefasst. Die vierdimensionale Raum-Zeit M wollen wir in dieser Arbeit in einer sehr
abstrahierten Version abbilden: Wieder ein Zwei-Punkte-Raum. An jedem dieser beiden Raum-
Zeit-Punkte tensorieren wir einen inneren Zwei-Punkte-Raum. Dadurch sind wir in der Lage,

zwei Higgs-Felder zu beschreiben.

In der Sprache der Nichtkommutativen Geometrie werden das spektrale Tripel der Raum-Zeit-
Struktur (A, Hyz, Drsy Iyy) und das spektrale Tripel der inneren Struktur (A, Hin, Din, ['in)
miteinander zu einem Produkt-Tripel verkniipft. Das Produkt-Tripel (A, H, D, T') ist dann wie
folgt gegeben:

A, @ Ain

Hyz @ Hin

= (D,,®1+T,,® Dy,

Iy, @ Din. (4.1)

- O X
|

Dabei unterscheidet der Parameter ( Raum-Zeit Differenziationen von Differenziationen, die
von der inneren Struktur herrithren. Die Potenz von ¢ gibt damit auch an, wie oft auf der
Raum-Zeit differenziert wurde. Alle wesentlichen Figenschaften des Dirac-Operators bleiben

davon ungeéndert.

Aus der Definition des Dirac-Operators D und der Eigenschaft, dass D,, mit I',, antikommutiert,

29
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RZ-Punkt 1 RZ-Punkt 2

Abbildung 4.1: Die Zwei-Punkte-Raum-Zeit, die an jedem Raum-Zeit-Punkt einen inneren Zwei-
Punkte-Raum angeheftet hat.

folgt auch die wichtige Eigenschaft

1
D* = {D,D}

= CQ(l)rz)2 ®1+ (Frz>2 & (Din)2 + g{Drza Frz} & Din
= (*(Dw)’ ©1+1® (D) (4.2)

Diese Definition des Dirac-Operators hat den Vorteil, dass sich in Modellen, in denen die beiden
spektralen Tripel eine von Null verschiedene Dimension haben, die Dimensionen aufsummieren.
Hat némlich D; die Dimension n;, d. h. ist | D;|~! ein Infinitesimal der Ordnung 1/n;, j € {1, 2},
dann ist D von der Dimension n; +mns, d. h. das |D|™! ein Infinitesimal der Ordnung 1/(n; +n,)
ist.

Da die Zwei-Punkte-Raum-Zeit der Rest aus unserer urspiinglichen vierdimensionalen Raum-
Zeit sein soll, und damit eine Interpretation als Raum erhalten bleibt, ist es notwendig, fiir
A,, eine C*-Algebra zu wihlen. Dadurch ist das Produkt von A,, als Matrizenmultiplikation
identifiziert. Das Produkt fiir Elemente aus A;, ist weiterhin das [J-Produkt.
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4.1 Die Produktalgebra

Seien e; und e| die Basiselemente der inneren Struktur und e; und e, die Basiselemente der

Raum-Zeit-Struktur, so gilt

er(j) = e(j') =1 er(1) = ex(2) =1
er(j') = e(j) =0 und er(2) =ey(1)=0 . mit je{l,2}.  (4.3)
1(j) =1(") =1 1(1)=1(2) =1

Es gilt ey + e, = 1 und e; + e = 1, wobei 1 das Einselement der jeweiligen Konstituenten-
Algebra ist.

Die Multiplikation, [, in der Algebra ist punktweise definiert. Fiir die Raum-Zeit-Algebra ist

es die Matrizenmultiplikation

(f9)G) =rG)gli)  mit je{l2} (4.4)

und fiir die Algebra der inneren Struktur

fBg=cfg+(c=1)(fngn+tnfng+nfnngn), wo n=i (4.5)

bzw. auf den Punkten:

(f D g)(k) = cfegr + (L = ) (fugs + figr — fi9;)  k#j€{L,1'} baw. {22} (4.6)

Die schonen Eigenschaften dieses Produkts sind von Kapitel 2 bekannt und kénnen dort gege-

benenfalls nachgeschlagen werden.

Wihlen wir daher fiir die Basis der Produktalgebra

61:61®6T 63:62®6T

€2=e1®e€ €4 =e3Re. (4.7)
Um spéter eine Darstellung fiir die ¢; angeben zu koénnen, entscheiden wir uns wieder fiir die

schon verwendeten Darstellungen der e;,

e =¢e = und ey =e) =
0 0 01
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© €1 €2 €3 €4
€1 | Cn€1 + (n — 1)ea | (1 — cin) (€1 + €2) 0 0
€a | (1 —cim)(er +€2) | cinea + (cn — 1)eg 0 0
€3 0 0 Cin€3 + (cm — 1)eg | (1 —cin)(e3 + €4)
€4 0 0 (1 —cin)(es +€4) | (cin — 1)€3 + Cin€s

Tabelle 4.1: Multiplikationstabelle der Basiselemente.

Dabei treffen wir die folgende Konvention fiir das Tensorprodukt &:

a11(br)  ai2(bi)

(aij) @ (bk) = | a91(bry) a2 (bir)

Das Produkt auf der Algebra, ®, sei

ce) @ (B Bin Ba). (4.8)

(1 ® 1) © (a2 ® f2) = (an

Dieses Produkt ist fiir die Algebraelemente wieder ein kommuatives, assoziatives und auch
distributives Produkt.

Fiir das Produkt der vier Basiselemente gilt obige Tabelle.
Das ®-Produkt stellt also die Kommunikation zwischen Punkt 1 und 1’ bzw. 2 und 2’ her.

Die Definition des Dirac-Operators ldasst erkennen, dass wir vor der Diskussion der Differenzia-

lalgebra die Graduierung angeben miissen. Mit den Graduierungen der Konstituentenalgebren

r b d T ! b (4.9)
rz — un in — — /— .
0 —1 Vien =3 | o
erhalten wir:
1 0 0 0
| 0 -1 0 0
[ =T, ® ) = (4.10)

Vden =31 o o _1 0
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Beziiglich der Graduierung I' nennen wir f € My(C) gerade bzw. ungerade, wenn gilt:
[f.I],=0 = 0f=0 = [ gerade
{f,T}o =0 = 0f=1 & f ungerade. (4.11)

4.2 Die Differenzialalgebra

Jetzt sind wir so weit, dass wir die zugehorige Differenzialalgebra Q(A) = @,-, Q" (A), wo
Q%(A) = A, mit dem Dirac-Operator

D=D,®1+T,,® D, (4.12)
Stufe fiir Stufe aufbauen konnen. Dabei ist d- = [D, -] wieder ein linearer Operator
d: Q" (A) — Q(A), (4.13)

der Elemente aus der r-ten Stufe in die Stufe r 4+ 1 der Differenzialalgebra abbildet. Er erfiillt
die Eigenschaften
dl =0, =0
dwow) = (dw) oW + (=)'w o (dv), (4.14)
wobei w und w’ r- und r’-Formen sind. Sprich: Das Differenzial von Konstanten verschwindet,
das Differenzialkalkiil schlieBt und die Leibnizregel ist erfiillt. Die Eigenschaft d? = 0 folgt direkt
aus den Eigenschaften von d; und dy (d? = 0, d3 = 0). Von der Giiltigkeit der Leibnizregel

iiberzeugt man sich durch Nachrechnen.
Das Differenzial wirkt also wie folgt auf die Algebraelemente

dla®p)=[D,a®pl,=Do(a®fp) - (—1)2@®9 (0 @ B) ® D. (4.15)

Man beachtet noch die Eigenschaft, dass sich fiir die bei dem Differenzial in d;, auftretenden
graduierten Kommutatoren eine Vereinfachung ergibt. Diese Vereinfachung riihrt daher, dass
das [J-Produkt dem gewochnlichen Matrizenprodukt dquivalent ist, wenn mit n multipliziert

wird, also ald n =a-n bzw. nJ a =7 - a. Es gilt daher auch:
n,0lym =nBHa— ()" aln=n-a—(=1)"a-n=[na], . (4.16)

Fiir die Einsformen der Algebra erhalten wir mittels Differenziation der Nullformen:

dei = (der®er+e@dey
dey = (de;®e; +e;®dey
des = (des ®ep —ea®@dey
dey, = (des®e; —ea®dey. (4.17)
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Die Differenziale sind aber nicht linear unabhéngig, denn
Y de=d) e=dl,=0. (4.18)

Um nun die allgemeinste Einsform angeben zu konnen, ist es notwendig, die Basiseinsformen

zu bestimmen. Diese sind

by = e0de =Cerde; @ep e +e1®@ep Uindey
by = e0de =Cerde;®e Liper +e; ®ep Ly dey
by = e30de = (eade; ® e Ly, g

by = € Ode = (eade; ®ej Uiy, g

bs = e0dey=Cerde;®erlline +e1 ®@epHindey
be = e20dey=Ceider®e lne +e®e Llyde
by = e3Odey = (eade; ® e Ly, e)

bs = e4Odey = C(Ceades®e| Ly e

by = € Odes = Cerdes ®er Ly ep

bip = e Odes = eides ®e| Ly, e

bii = e Odes = C(eades ®er iy e —ea®@ep Wi deg
bis = e4Odes=Ceades ®@e| e —ea®@ep L, dey. (4.19)

Die vorgenannten zwolf Elemente sind wieder linear abhéngig und nach einer kurzen Rechnung

stellen wir fest, dass die Basis der Einsformen wie folgt gew#hlt werden kann:

81:€1®6T51n77 52=€1®€lmin77
83:€2®6Tminn 64:€2®6lmm77
bs = Cern ® e be = Cean @ e
b =Cem@e, bs = Cean @ ey

Jede Einsform lasst sich dann mit dieser Basis

0 y1 Cys O
8

. Y 0 0 C(y

w= Zyjbj = —1 ’ ! mit y; € C (4.20)

j=1 e 0 0 ys

0 Cys W 0

darstellen.
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4.3 Yang-Mills-Wirkung auf zwei Raum-Zeit-Punkten

Betrachten wir die Struktur der allgemeinsten Einsform und fithren wir uns die Gestalt des

Tensorprodukts vor Augen,

Felder am Punkt 1

,irgendetwas” zwischen den Punkten

, (4.21)
sirgendetwas” zwischen den Punkten ’ Felder am Punkt 2

dann liegt es nahe, neben den zu erwartenden Higgs-Feldern zusétzliche Felder in den Zusam-
menhang einzubauen. Diese zusétzlichen Felder interpretieren wir als komplexe Eichfelder. Der

Zusammenhang als selbstadjungiertes Element von Q},(A) kann dann als

0 o1 (A0

D 0 0 A
P1 CAs (4.22)

¢Ay 0 0 P2

ESERS

0 (A @ 0

geschrieben werden. In kartesischer Darstellung der komplexen Felder erhalten wir

0 1+ iyl Q(Al,re + iAl,im) 0
A g T — 1y 0 0 C(Agre + 1A25m)
H C(Aire — A1 im) 0 0 —Xg — il
0 C(Agre —1A2im) —x9 + 1Yo 0

Hier sind ¢; und ¢, wieder die Higgs-Felder an den Punkten 1 und 2. An dieser Stelle ist
noch vollig unklar, ob die komplexen Felder A; tatséchlich als Eichfelder interpretiert werden

konnen, aber dies wird sich im Folgenden herauskristallisieren.
Wir konstruieren im néchsten Schritt wieder aus dem Zusammenhang die Kriimmung, die auch
selbstadjungiert ist,

F=dA+A0A, wo F=F. (4.23)

In der Diskussion des Zwei-Punkte-Modells stellten wir fest, dass die Yang-Mills-Wirkung neben
dem zu Tr F @ F Beitrag zusétzlich noch einen zu Tr F proportionalen Term haben kann, der

die Symmetrie der Wirkung erhélt, d. h. eichinvariant ist:

4
S = 4“—92(Tr<ﬁ,f>@+Trf). (4.24)
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Um eine genauere Kontrolle iiber die einzelnen Anteile der Wirkung zu haben, werden wir
den Parameter ¢ verwenden. Der Parameter ( ist ein Mafl dafiir, wie oft der Dirac-Operator
der Raum-Zeit angewendet wurde. Er ist also die einzige Erinnerung an Differenzialformen
dz" aus der vierdimensionalen Kontinuumstheorie. Gemafi der Orthogonalitét der Formen im
Kontinuum wollen wir eine entsprechende Konvention im Diskreten treffen und nur Tensoren
gleicher Stufe, also mit gleicher Anzahl von (’s multiplizieren. Dies ist mit dem Skalarprodukt
(-, ) gemeint. Genauer gesagt heifit das:

4

S = %Tr (TOF(O) OFO +rFOoFO 4 rF@ o F® 4 rFO 4 r, 7O 4 7“555(2)) .
9

Nach der Skalarproduktbildung verliert ¢ seine Bedeutung und kann zum Beispiel in den Koef-
fizienten r; absorbiert werden. Er wurde sozusagen nur zur Buchhaltung eingefiihrt. Die Koeff-
zienten 7; sind frei wéhlbar und wir werden sie als Kontrollgréfien unterschiedlicher Wirkungs-

bausteine verwenden:

ro: Higgs-Potenzial,
r1: Beitrdge, die von Einsformen abstammen,

ro: Beitriige, die von Zweiformen herstammen. Aufgrund auftretender A*-Terme, kénnte man
QCD-ahnliche Modelle mit Eichfeldselbstwechselwirkung formulieren. Wir interessieren

uns allerdings nicht fiir diese Beitrdge und setzen daher ry = 0,

r3: fligt einen Term hinzu, der das Higgs-Potenzial anders skaliert. Das Minimum wird dabei
verschoben, die Dynamik wird allerdings nicht veréndert. Dies erkennt man daran, dass
man durch reine Redefinition der Parameter und Felder den Parameter rs3 absorbieren

kann,

r4: ist nur der Vollstéandigkeit halber aufgenommen und irrelevant, da TrF®) verschwindet

und

r5: enthélt nur A-Felder und kann als kinetischer Term fiir die Eichfelder interpretiert werden.

Wir wollen spéter Quantenfeldtheorie betreiben und eine perturbative Losung der Dyson-
Schwinger-Gleichungen erarbeiten. Dazu ist es aber notwendig, dass das Vakuum der Theorie
stabil bleibt. Der zu r3 proportionale Anteil der Wirkung verschiebt aber gerade das Minimum
des Higgs-Potenzials. Es wére daher notwendig, das von r3 abhéngige Minimum anzugeben
bzw. die Higgs-Felder zu redefinieren. Um diesen, fiir die Symmetrie der Wirkung nicht weiter

relevanten Schritt zu vermeiden, setzen wir 73 = 0 und die Minima bleiben bei (¢) = %.

Die Wirkung, die fiir unsere Zwecke interessant ist, ist also von rq, 1 und 75 abhéngig. Ohne

jetzt die volle Wirkung angeben zu wollen, mochten wir einen speziellen Fall ansprechen. In einer
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Theorie, in der es moglich ist, z. B. durch Symmetriebrechung die Eichfelder so zu wéhlen, dass
eines der Eichfelder verschwindet und das andere rein imaginéar ist, erhalten wir eine Wirkung,
die einer Diskretisierung des Nambu-Goldstone-Modells entspricht. Man iiberzeugt sich leicht

von dieser Feststellung, wenn man die Wirkung fiir A; ;e = A1 jm = Age =0 und ¢, =1

1 2 2
S = —r0g2 (xl <x1 — QH) —|—y%> + (91:2 (xg — 2ﬂ> +y§)

2 g g

I, 2 Nz ¥ 2 2 2
+or9  (Asim (25 (21— 2= Jor + (22— 2= ) 2o+ 47 + 45

2 ’ g g g

—4A2,imM9 (3/1 <$U2 - H) — Yo ($1 - H))
g g

I 2 2
+2? (.Tl — .I'Q) + (y1 — y2) >

+T5u2A2

2,im (425>
mit der Wirkung des Nambu-Goldstone-Modells vergleicht, wie sie sich zum Beispiel aus dem
nichtkommutativ geometrischen Mainz-Marseille Modell (JA.T1]) unter Beriicksichtigung naiver

Diskretisierungsregeln

Integrale: [dzx(2) — Ty + T

Produkte: [z(2)y(2)], = Ty

Differenzial: [0,x(2)], = T — Xo

)y(

[2(2)y(2)], = @y
(2)
(2)

[0,2(2)), = Iy — Ty

ergibt:
r's

L = Fru PR+

T
5 I -5
4g2° "

, T r
17 T P+ 5 (0:2)(0"2) + 3 (0,)(9"y)

2
—2?1\/§Lu(y8"x — oty — gaﬂy) + AL (2 + g2 + ng + %)

1 1
+7o <2u2x2 +2pg2" + 2ugry’ + 5970 + gty + 592@/4) : (4.26)

Wenn man das Eichfeld L(z) der Kontinuumswirkung bei der Diskretisierung als
1

A =

2,2 "

tibersetzt und die konstanten Koeffizienten {7, 71, 75} nach {rg,r;, 75} anpasst, dann sind beide

Wirkungen identisch. Das Eichfeld L(z) wird zu einer Verkniipfungsvariablen (,,Link”-Variable),
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wie sie in der Gittertheorie auftritt. Dasselbe Ergebnis erhalten wir, wenn wir das andere
komplexe Eichfeld Aj identisch Null und das verbleibende rein imaginir wéahlen. Das heif3t, die

Wirkungen, die wir erhalten, wenn wir

AQ,re = A2,im = Al,re =0
oder

AQ,ro = A2,im = Al,ro =0

wiahlen, sind diskrete Versionen der Nambu-Golstone-Kontinuumswirkung.

Trifft man die Wahl ¢;, = 1 nicht und schriankt auch die komplexen Eichfelder A; und A,
nicht ein, dann arbeitet man mit einer gréfferen Klasse von Wirkungen, die als Untermenge die
diskrete Nambu-Goldstone-Wirkung enthélt.

Als weiteres Argument, das unsere Diskretisierungsvermutung festigt, wollen wir an dieser Stelle
noch die Diskretisierung unter globaler Eichinvarianz anfithren. In global eichinvarianten Mo-
dellen sind Eichfelder nicht notwendig. Wenn wir nun in unserer Herleitung alle Eichfelder

A; = Ay = 0 setzen und c beliebig lassen, erhalten wir

1 2 2
S |ay=ay=0 = 57’092 ((:El (:vl - 25) + (4, — 3)y%) + (xz (.CL’Q — 2%) + (dey, — 3)y§) )

i (1 — 22)% + (dan — 3) (Y1 — 12)?) - (4.28)

An dieser Gleichung lédsst sich noch viel schneller ablesen, dass es sich hier wieder um die
Diskretisierung von

I
2g2’

2
S = (0.0 — W@ + S5 + (4.29)

handelt, wobei ¢ = ¢ + \/’g‘—i das unverschobene Higgs-Feld ist.

AuBerdem stellen wir fest, dass die ,,Kommunikation” der beiden Punkte nur durch den kine-
tischen Term und die Eichfelder hergestellt wird und nicht iiber etwaige nichtlokale Wechsel-

wirkungen.

Eine Besonderheit ist trotzdem zu beachten: In unserem Modell handelt es sich um zwei ska-
lare, komplexe Eichfelder, die zu einer lokal eichinvarianten Theorie fithren. Im gewohnlichen
Nambu-Goldstone-Modell handelt es sich aber um ein skalares, reelles Eichfeld. Es ist hier auch
nicht sichergestellt, dass eine sinnvolle Symmetriebrechung existiert, die diese besondere Eich-

feldkonfiguration erlaubt. Dazu miissen wir die Eichsymmetrie des Modells genauer studieren.
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4.4 Eichtransformationen auf zwei Raum-Zeit-Punkten

Untersuchen wir jetzt also die lokale Eichinvarianz der vorliegenden Theorie. Diesbeziiglich
miissen wir verstehen, wie sich die physikalischen Felder, die die Theorie beinhaltet, unter
unitéren Transformationen &ndern. Bevor wir dieses Verhalten der Felder genau angeben koénnen,
miissen wir die Eichgruppe von A spezifizieren. Die Eichgruppe U ist die Gruppe der unitéren

Elemente von A = A,, ® A;,, ndmlich die Gruppe
U = Uy, X U, (4.30)
Die Elemente u € U erfiillen eine Unitaritatsrelation, die durch das ®-Produkt
uoOu =1y (4.31)

definiert ist.

Nach einer kurzen Rechnung lisst sich zeigen, dass diese unitiren Elemente auch alsf]

1 10 1 0
u = ® +
Ve + (cn —1)(1 = 2cosyr) | ¢ ¢ 0 e—itr
1 0 0 e~ s 0
® (4.32)
Ve + (e —1)(1 = 2cosths) | ¢ 1 0 e—ilwatis)

dargestellt werden konnen. Bei festem ¢, sind es also drei Parameter, die fiir die Darstellung
einer deformierten unitdren Matrix benttigt werden. Diese drei Freiheitsgrade spiegeln in ge-
wisser Weise die Symmetrien wieder. Zum einen sind es die beiden Rotationen der inneren
Symmetrie (auf jedem Raum-Zeit-Punkt eine) und zum anderen ist es die Rotation auf der

Raum-Zeit selbst. Wie sich nun aber die einzelnen Felder des Vektorpotenzials

0 o CA O
V1 0 0 (A

b
Il

(4.33)

ISR

CA; 0 0 @

0 CAy ¢ 0
unter Eichtransformationen &ndern, folgt aus dem unitér transformierten Zusammenhang

Yu(A) =A =uodu +ue Ao u". (4.34)

'Es wurde bereits die Freiheit der Multiplikation mit einer globalen Phase ausgenutzt.




40 KAPITEL 4. EINE YANG-MILLS-THEORIE FUR ZWEI RAUM-ZEIT-PUNKTE

Wir sehen von einer Angabe der expliziten Rechnung zu dieser Gleichung ab und referieren die

Ergebnisse durch Nennung der infinitesimalen Transformationen der Felder:

oy = _(4Cin - 3)¢1y1
oy = (901 - ﬁ)
g

dre = —(4dein — 3)Yoys

0ya = o <SC2 - g)
0Ai e = —UsAiim + (cin — 1)1 — ¥2)(Agim — A im)
5A1,im = ¢3 (Al,rc - g) + (Cin - 1)@1 - 2/}2)<141,r0 - A2,rc)
5A2,re = —¢3A2,im - (@/11 - ¢2)((Cm - 1)A1,im - CinA2,im)

5A2,im - w?) (A2,re - %) + (djl - ¢2) ((Cin - 1)A1,re + g - CinA2,re) . (435>

Betrachten wir die Gleichungen etwas genauer, so stellen wir fest, dass der Transformations-
parameter 3 nur bei den Eichfeldern auftritt und eine gesonderte Symmetrie widerspiegelt.
Dreht man sozusagen in der komplexen Ebene das Eichfeld A; um den Winkel 3, so muss man
simultan das Eichfeld A; nachdrehen, um die lokale Eichinvarianz weiterhin gewéhrleisten zu
konnen. Nach unserem Schaubild leben die Eichfelder selbst nicht auf den Raum-Zeit-Punkten,
sondern gewissermaflen zwischen ihnen. Es ist daher zu erwarten, dass sie mit der Raum-Zeit-
Symmetrie eng verbunden sind, so dass wir die Drehung mit 3 als unitdre Transformation der
Raum-Zeit-Struktur interpretieren. Zum anderen transformieren die Higgs-Felder jeweils nur
mit einer lokalen Phase 1¢); bzw. 15, wie wir es naiv auch von der Kontinuumstheorie erwartet
hétten. Interessant an dieser Stelle ist allerdings, dass auch hier die Eichfelder mit ¢; —1), trans-
formieren. Dies steht im Einklang mit der diskreten Version der infinitesimalen Transformation

des reellen Eichfeldes in der Kontinuumstheorie

[0ut(2)1

Wirft man einen Blick auf die in unserer Herleitung der Wirkung auftretenden Terme, die

Diskretisierung
%

Y1 — s

Eichfelder enthalten, dann ist aufféllig, dass die Variationen der linear unabhéngigen Eichfeld-
kombinationen weder aus dem 7;-, noch aus dem rs-Anteil der Wirkung von der Phase 3
abhéngen. Dieses scheinbar eigenartige Verhalten wird klar, wenn man die Wirkung in die Bei-
triige aufteilt, die nur Higgs-Felder V() bzw. nur Eichfelder S(A), sowie den gemischten Anteil
S(A)V (&) enthalten:

S =1V (@) + 1 S(A)V (@) +r5S(A). (4.36)
Die Variation muss fiir jeden Summanden separat verschwinden. D. h. aus

§(SV) = (6S)V +S6(V) =0 (4.37)
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folgt direkt, dass S nicht mit ¢ variieren kann. Die Aussage fiir den rs-Anteil, 65 = 0, bestitigt

man am expliziten Ausdruck:
S A(1 — cin) (A1imA2im + A1 reAore) — 204( A1 e + Ao re)
+g<2cin - 1)(A%,re + Aiim + A%,re + Ag,im)’
Die 13-Drehung scheint eine Symmetrie der Theorie zu sein, deren Brechung keinerlei wahr-

nehmbare Auswirkung auf die von uns hergeleitete Wirkung hat.

Die infinitesimalen Transformationen der komplexen Eichfelder verraten, dass sie durch eine
Fixierung zum Verschwinden gebracht werden konnen. Dadurch koénnen die Eichfelder auch
so gewahlt werden, dass sie bestimmte Werte annehmen. Diese Phasenfixierung ist eine echte
Symmetriebrechung. Bei der Wahl ¢;;, = 1 und 135 = 0 verschwinden die Variationen des Eich-
felds Ay, d. h. von den anfangs vier unabhéngigen Eichfeldern sind lediglich zwei physikalisch.

Analogien dieser Art kennt man in der Physik geniigend:

e Elektrodynamik: Das Photon hat nur zwei physikalische Freiheitsgrade.
e Elektroschwache Ww: W.-Bosonen

e Gravitation: Eichfixierung des metrischen Tensors usw.

Die Invarianz der Wirkung unter den angegebenen Eichtransformationen folgt im Vergleich zum
obigen Fall nicht wie im vorhergehenden Modell einfach aus der Proportionalitéit der Kriimmung
zur Einheitsmatrix, sondern muss hier nachgerechnet werden. Berechnet man ndmlich mit dem

eichtransformierten Vektorpotenzial die tranformierte Kriimmung
F=dA+A oA (4.38)
und daraus wiederum die Wirkung
S =T (F' Flo=Tr(uo Fl ouv,ue Fou)s = Tr(F Fl, =, (4.39)
dann folgt die Identitat unmittelbar, wenn man sich vom Transformationsverhalten der Kriitmmung
Fl=uoFou" (4.40)

iiberzeugt hat. Dies folgt aber aus einer Nebenrechnung, wenn man mit dem transformierten
Vektorpotenzial A" = v ® du* + u ® A © u* die transformierte Kriimmung ausrechnet und
die Unitaritdtsrelation v ® u* = 1, (und daraus durch Differenziation wiederum hergeleitet

u®du* = —du©® u*) verwendet:
F = dA+A0A
= du@du"+du AU +uOdAOU —uO AQdu" +u®du ©Ouo du”
+uedu QU AU + U0 AU OuOdu +uO AU Oue AU
= udAOU +FUOACAOU =uO FOu". (4.41)
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Damit ist gezeigt, dass die Wirkung unter den unitédren Transformationen u invariant bleibt.

Auf funktionalem Niveau wird diese Symmetrie unter lokalen Eichtransformationen durch die
Ward-Takahashi-Identitéit wiedergegeben:

or or or or

—o0x; + —0y; + —0A; e + —0A;im = 0. 4.42
Z 33] + (53/] y] + 5Aj,re B + 5Aj,im B ( )
Im weiteren Verlauf wollen wir uns mit Quantenfeldtheorie beschiftigen und uns einerseits
mit dem Abzédhlen von Feynman-Graphen in einer nulldimensionalen Theorie und andererseits
mit einigen elementaren Begriffen, wie Slavnov-Taylor-Identitat, Eichfixierung, Geistbeitréagen,

Renormierung, Wick-Rotation usw. beschéftigen.



Kapitel 5
Quantenfeldtheorie auf zwei Punkten

Um eine sinnvolle Entwicklung im Sinne einer Storungstheorie betreiben zu konnen ist es not-
wendig, genau zu wissen, wie sich das Minimum charakterisiert. Nur eine Entwicklung im

Minimum kann den Anspriichen einer stabilen Stérungstheorie geniigen.

Untersucht man die Symmetrie des Minimums, so stellt man fest, dass das Minimum der dis-
kreten Wirkung unter der vollen Eichsymmetrie invariant ist. Diese Untersuchung kann zum
Beispiel mit Hilfe der Positivitdt aller Subdeterminanten der Hesse-Matrix stattfinden (sie-
he Anhang B). Wir stellen nach einer hier nicht weiter ausgefiihrten Rechnung fest, dass das

weiterhin entartete Minimum folgender Gleichung geniigt:
g(xF + (4em — 3)y7) + 2uz; = 0 und T = Ta. (5.1)

Das Minimum ist also tatsédchlich unter der vollen Eichsymmetrie invariant.

Um sich dem ersten Ziel, namlich dem Abzéhlen von Feynman-Graphen zu ndhern, miissen
zunéchst einmal die freien Propagatoren der Theorie gefunden werden. Allerdings stellen wir
gleich zu Beginn fest, dass nicht alle Felder der manifest nichtkommutativen Wirkung massiv
sind. Wohingegen in der Kontinuumswirkung der Propagator fiir das Goldstone-Feld y(z) noch
infrarot divergent war, existiert in der diskretisierten Wirkung zumindest ein y-Propagator,

namlich der fiir den (y; — y2)-Mode. Dies liest man beispielsweise an den quadratischen Termen
der Wirkung

/(%y)(@“y) — 71(y1 — y2)° (5.2)

ab. Die angesprochene Infrarot-Divergenz in der diskreten Wirkung ergibt sich, wenn man den
Parameter r; im Limes gegen Null betrachtet und sich der Interpretation von r; als inversen
Abstand bewusst wird.

43
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Des weiteren existieren bestimmte Propagatoren der Eichfelder nicht, was wieder an der Anzahl
der linear unabhéngigen, quadratischen Monome der Wirkung, welche die Anzahl der massi-
ven Felder wiedergibt, zum Ausdruck kommt. Das blofle Hinzufiigen von Massentermen bricht
bekanntermaflen die lokale Eichsymmetrie. Die Symmetrie wird aber als fundamentale, sozu-
sagen als definierende Eigenschaft einer Theorie aufgefasst. Daher wollen wir die Symmetrie
nicht so leicht aufgeben. Eine Moglichkeit, die in der Quantenfeldtheorie auch ihre Anwendung
findet, ist nun, die lokale Eichsymmetrie durch die von Becchi, Rouet und Stora eingefiihrte

BRS-Symmetrie zu ersetzen.

Hierbei werden die kontinuierlichen Transformationsparameter ; durch Grafmann-wertige
Geistfelder ersetzt, 1; — ¢;. Die BRS-Transformation s der Felder ist dann definiert durch:

sty = —(4an — )y
= a(n-t)
Sy = a|lr1 — —
g
STy = _(4Cin - 3)0292
SY2 = C2 ($2 - —)
sAire = —c3A1im + (cin — 1)(c1 — 2)(A2im — A1im)
S ALim = (3 (Al,re - g) + (Cin - ]-)(Cl - CZ)(Al,re - AZ,re)
SAZ,re = _C3A2,im - (Cl - CZ)((Cin - 1)141,im - CinAQ,im)
sAsim = 3 (A27re — g) + (1 — ¢2) <(Cin —1)A; e + g — CinAQ,re) . (5.3)

Die BRS-Transformation der Geister selbst verschwindet,

Zusétzlich werden korrespondierende Antigeistfelder und Nakanishi-Lautrup-Felder B; auftre-

ten, deren Transformationsverhalten durch
s¢; = B; und sB; =0 (5.5)

definiert ist.

Die angesprochenen Nakanishi-Lautrup-Felder B; sind nur Hilfsfelder und haben in der Eichfi-
xierung ihren Platz. Mit Hilfe dieser Hilfsfelder ist es uns moéglich, Massenterme hinzuzufiigen,
ohne die (BRS-)Symmetrie zu brechen. Genau genommen benétigen wir fiir unser Modell nur
eines dieser Hilfsfelder: B;. Der Grund dafiir liegt im kinetischen Term, der nach der Diskretisie-
rung einen Massenterm fiir den y; — yo-Mode generiert. In [26] gibt es weder einen kinetischen

Term noch ein Eichfeld A, so dass dort wiederum auch nur ein Eichfeld benétigt wird, um



45

das y-Feld massiv werden zu lassen. Wiirden wir mehr B-Felder involvieren, so lieflen sich die
unphysikalischen B-Propagatoren nicht vermeiden. Wir wihlen daher die Eichfixierung
1

Sg~f- = 4

1
B} + 551/131%- (5.6)

Wir kénnten zwar an dieser Stelle das B-Feld iiber seine Bewegungsgleichung 05, S = 0 eli-
minieren und die Betrachtung etwas vereinfachen, miissten dafiir aber einen gewissen Preis
zahlen. Die dann vorliegende Theorie wére dann nicht mehr ohne weiteres renormierbar, denn
die BRS-Transformation des B-Feldes schlosse so nicht mehr, s? B; # 0.

Um die BRS-Symmetrie zu erhalten, wird ein entsprechender Faddeev-Popop-Geistterm hin-

zugefiigt
1 1
S¢7r = —55111518 Y1 = _§£IEINJ ($1 - g) 1. (5‘7)

Weil nun einige der BRS-Transformationen in den klassischen Feldern bilinear sind und in
der vollen Quantentheorie die klassischen Felder zu nichttrivialen Operatoren werden, ist es
notwendig, die nichtlinearen BRS-Transformationen an duflere Quellen zu koppeln. Daher fiigen

wir einen zusétzlichen Anteil Sey ., der von duleren Quellen abhéngt, zur Wirkung

Sextr. = X1(sy1)+Yi(sx1) + Xo(sy2) + Ya(sz2)
_'_Vvl (SAl,im) + Ul (SAl,re) + ‘/2 <3A2,im) + U2 (5A2,re) (58)

hinzu.

Insgesamt setzt sich die klassische Wirkung nun aus den aufgefithrten Anteilen zusammen:
La. =S5+ Sarirp + Sext.F.- (5.9)
Es ist nicht nur I';;, BRS-invariant, d. h. sI'i;, = 0, sondern jeder Baustein selbst ist es auch:

sS = 0, S SGF+FP =0 und SSext.F‘ = 0. (510)

Zur Vollstdandigkeit geben wir noch die Kenngroflen der auftretenden Felder in Form einer
Tabelle (Dimension, Faddeev-Popov-Ladung und Verhalten bei Ladungskonjugation) in Tab.
BT an.

Wir sprachen davon, die lokale Eichsymmetrie durch BRS-Symmetrie ersetzen zu wollen. Auf
funktionalanalytischem Niveau entsprach die lokale Eichsymmetrie der Ward-Takahashi-Identitét.
Das Pendant in der BRS-Symmetrie ist die sogenannte Slavnov-Taylor-Identitét, die sich fiir

die hier zugrunde liegende Symmetrie wie folgt darstellt:
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neutrale Felder Geister ext. Felder

Ti | Yi | Aipe | Aijm | Bi || & | Xi | Yi | ViU

dm |11} 1 | 1 [ 20| 2 |3/|3]|3]|3

Qep |00 O | O | O | 1| -1]-1]-1|-1]-1

C |+|=|+ | - |=-|-|=-|=-]+]|-1+

Tabelle 5.1: Die Quantenzahlen aller vorkommenden Felder.

\ =

2 3
or or 6T ST i
jzl ((55% ST+ 5—%Syj + 5Aj,reSAj7re 514] lmSAj 1m> Z 8¢ S Cy, (511)

In dieser Differenzialgleichung ist die gesamte Symmetrie der Theorie codiert. Diese Schliissel-
gleichung wird in den noch kommenden Uberlegungen, wie zum Beispiel in der Renormierung,

eine zentrale Rolle spielen.

5.1 Freie Propagatoren

Bevor wir die Dyson-Schwinger-Gleichungen herleiten, bestimmen wir die freien Propagatoren
des Modells. Das Wirkungsfunktional Z(p) der allgemeinen Green’s-Funktionen erhalten wir,
wenn wir die Theorie an &duflere Quellen p = (p1, T2, Jires J1,im» P25 T2, J2res J2,im) koppeln und

iiber alle moglichen Pfade aufsummieren:

o 1
0 :N/ diexp{—ﬁ(5(£)+ﬁ~£)}.
Bei den Integrationen handelt es sich um gewohnliche Integrationen, da wir uns in einer null-

dimensionalen Theorie befinden. Die h-Faktoren wollen wir explizit beibehalten, um spéter

eine Schleifenentwicklung durchfithren zu kénnen.f] Die wohldefinierte Normierungskonstante
N wird durch die Bedingung

Z(p=0)=1 (5.12)

fixiert. Von der Vielzahl von Méglichkeiten, nun die freien Feynman-Propagatoren Ap auszu-
rechnen, wihlen wir die Folgende: Wir betrachten dazu den bilinearen Anteil der klassischen

Wirkung und die Ankopplung an die &ufleren Strome.

IDie Lichtgeschwindigkeit wird durch die ganze Arbeit hinweg auf Eins gesetzt.
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Wir 16sen dann das durch Differenziation des bilinearen Anteils der Wirkung entstehende Glei-

chungssystem

Oz, Svit = P15 Oy Sbit = 71, 04y, Shit = Jirey 9411 Sbil = J1,im;
Oy Sbil = P2, OyoSbit = To, Oy, Sbil = Jorey  OAy i Obil = J2,im- (5.13)

nach den Feldern 1, y1, A1 re, A1im, T2, Y2, Az re und As i, auf. Mit den Feldern und ihrer implizi-
ten Abhéngigkeit von den Quellen kénnen dann die freien Propagatoren mittels Differenziation
nach den Quellen berechnet werden. Zum Beispiel lésst sich der freie Propagator A,,,, durch

das Auflésen des Gleichungssystems

0n TN = 20°(2romy + 11(w1 — 72)) = pa(w1,72)
8$2ng)l) = 2,u2(27"0x2 +7r1(ze — 1)) = palw1, 22) (5.14)

nach den Feldern in Abhéngigkeit der &ufferen Quellen

2ropr + r1(p1 + p2)
8ro(ro + r1)p?
2ropa + r1(p1 + p2)

= 1
332(/)17/)2) STO(TO+T1)N2 (5 5)

iUl(Pl, P2)

und gemiB der Definition des freien Propagators AL = hd, x1(p1, p2) zu

(9{131
Agzy = h— 5.16
= (5,10
bestimmen. Fiir die anderen Propagatoren mit verschwindender Faddeev-Popov-Ladung gelten
entsprechende Relationen. Die freien Propagatoren fiir die z;-Felder entkoppeln, wie wir sehen

konnten, vollstdndig von den restlichen Feldern:

2rg +r
Doy = Doy = hgr s,
Aupioy = Ao, hm (5.17)
Die Propagatoren der Eichfeldrealteile sind
Adr e = Dy et Wein = B + (260 = Urs.
et e 2(4eiy — 3)15(2r + 75)p?
Auyredage = DAgreds e e = 3rs + 2ew = Lrs (5.18)

2(4ciy — 3)r5(2ry +15)p?
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Fiir die verbleibenden Propagatoren ergibt sich:

2
ABlBl = ABlAl,im = ABlAQ,im =0, ABlyl = AB1y2 = hE’
2 4(3 — dein)rirs + (2r1 +15)E7
Y191 Y192 MQg%’ Y2y2 2(4Cin — 3)7“17“5#25% ,
h
AylAl,im = AylAQ,im = 07 AyQAl,im = _AyZAQ,im - 2(3 — 4, )7“5u27
1-— ZCin

AA A — AA Ay — h
1,im411,im 2,im412,im 2(3 _ 4Cm)7“5lu2’
Cin — 1

_ 5.19
(4Cin - 3)T5N2 ( )

AALimAz,im =h

Alle anderen Propagatoren verschwinden.

Auf analoge Weise erhalten wir aus dem in den Geistfeldern bilinearen Anteil der Wirkung
, 1. 12
Sbg = 551%5161 (520)
das entsprechende Gleichungssystem
80151)11 = 7—]1, bzw. 86—151)11 = —M- (521)
Nach dem selben Strickmuster ergibt sich der einzige Geistpropagator

2g
Aélcl = h@ (522)
Alle Propagatoren sind somit endlich, wenn wir von gewissen Limites, z. B. r; — 0, i € {0, 1,5},
absehen.

5.2 Das volle Modell

Bisher haben wir den einen oder anderen Begriff, der uns in der Quantenfeldtheorie mit kompli-
zierteren Begleiterscheinungen begegnet, mit Hilfe der Theorie in null Dimensionen in verein-
fachter Form wiederfinden kénnen. Dieses Kapitel widmet sich dem vollen Modell. Unter dem
vollen Modell wollen wir die quantenfeldtheoretische Diskussion der hergeleiteten Wirkung in
all ihren Feldern verstehen. Wir werden jedoch schnell feststellen konnen, dass das volle Mo-
dell so umfangreich ist, und eine umfassende Diskussion sehr viel Platz in Anspruch nehmen
wiirde. Um aus Griinden der Vollstandigkeit nicht auf die Ergebnisse des vollen Modells ver-

zichten zu miissen, setzen wir uns lediglich das Abzéhlen der Feynman-Graphen als Ziel. Wir
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werden Regeln finden, die es erlauben, verschiedene Topologien von Feynman-Graphen einfach

auszurechnen.

Betrachten wir als néchstes das Erzeugendenfunktional der Green’s-Funktionen
Z(p) =N / dg en(~Tat+4) (5.23)
mit den dufleren Quellen

P = (plyTlajl,reajl,ima P2, 72,j2,re,j2,im, 117771, 771)
und den dazugehorenden Feldern
xr = (ZUl, Y1, Al,re) Al,ima X2, Y2, A2,re7 A2,z’m7 B17 617 Cl)‘

Die Geistfelder ¢; und ¢; sind ebenso Grassmann-wertig, wie auch die korrespondierenden
Quellterme 7; und 7y (Qrp(m) = +1; Qrp (1) = —1).

Die Bewegungsgleichung eines jeden Feldes ist eine Differenzialgleichung, die sich storungs-
theoretisch berechnen ldsst. Da jedem Feld eine Differenzialgleichung entspricht, miissen elf (1)
Gleichungen gelost werden, um das Modell vollstéandig bestimmen zu kénnen. Wir wollen uns
dennoch von dem padagogischen Charakter dieses Modells iiberzeugen und wéhlen exemplarisch

die Differenzialgleichung, die das Feld x; beschreibt.

Sehen wir dazu auf die Differenzialgleichung, eine Dyson-Schwinger-Gleichung, die das Wir-

kungsfunktional Z(p) erfiillen muss:

0 a L
ozN/ di——en("Tathd), (5.24)

oo T

Unter Ausnutzung der Identitét

/ d izl er(Tatrd) — (hi) / d g en(“Tetrd) (5.25)

oo apl oo
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fithrt dies zu einer gewohnlichen gekoppelten Differenzialgleichung dritter Ordnung fiir Z(p)

Pz Pz Pz Pz
e = "’ [4f1 83P1 * 2f25,01827'1 T (aTZajl,rean,im a 8728j2,re8j1,im)
Pz Pz Pz Pz
Ja (8p182j1,im * ap132j2,im * 8p162j1,re * 3P182j2,re
L, Pz, ¥z )
8p2aj2,imaj1,im aanjQ,reajl,re
O A S
aplajl,ima]2,im apla.]l,reaJZ,re 5’;0232]1,im
P37 037 Bz
_30232j2,1m a 30262j1,re a 3P232j2,re)]

2 2 2 2
1 |1 (355 + ew =35 ) + o (g~ o)

0*p1 0% a7'23]'1,1111 a 87'25’]'2,im
0?7 0?7 0*7Z 0*7Z 0*7Z
+f7 - - — - — - + fro=—
8pla]1,re 8018]2,re apZajl,re 3P28]2,re On0m
0?7 0?7 0?7 0*7Z 0?7 0?7
+ho| o0 — 243 : o T — 20— F
0 J1,im a]1,ima]2,im 0 J2,im 0 J1re a.jl,rea]Z,re 0 J2re
o0z o0z 07
B i N @ 5.26
" (fnapl Jrz dp2 1(9771) ( )
mit den Vertexfaktoren
927"0 2 2 2
fi= T’ fo= (4Cm - 3)9 ro, f3= 2(3 - 4Cin)7"19 , Ja= (QCin - 1)7‘19 )

fo=2(1—cn)rig®,  fo=2guro, fr=2r1gu, fs=2(4cwm — 3)rigp,
1
fo = (4cin — )91, fro = 551% fir =2u*(2ro+r1) und  fio =2rp® (5.27)

An eine geschlossene analytische Losung der partiellen Differenzialgleichungen ist nicht zu den-
ken. Dies bestétigte sich leider schon an einfacheren Systemen, wie sie in [26] untersucht worden
sind. Es ist jedoch moglich, diese Gleichung mit Hilfe einer unendlichen Reihe stérungstheore-
tisch zu losen. Die Entwicklung in A ist dann gleich einer Schleifenentwicklung, wie sie in der

Quantenfeldtheorie vorliegt.

In erster Linie sind wir an den Ein-Punkt-irreduziblen Diagrammen (Ein-PI Diagrammen)
und dem Erzeugendenfunktional I' der Ein-PI Diagramme interessiert. Die Definition von Ein-
Teilchen-irreduzibel ist die Folgende: Allgemein treten im Funktional w(p) Graphen auf, die
durch Zerschneiden einer Linie in zwei unzusammenhéngende Teile zerfallen. So zerschneidba-
re Linien nennt man Ein-PI-Trennlinien. Graphen, in denen nur die an die externen Quellen
p koppelnden Linien Ein-PI-Trennlinien sind, heissen Ein-Teilchen-irreduzibel. Um die Ein-PI

Diagramme bestimmen zu kénnen, miissen wir in einem ersten Schritt den Ubergang vom Er-
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zeugendenfunktional Z(p) zum Erzeugendenfunktional w(p) der zusammenhéngenden Green’s-

Funktionen via

w=hlnZz

(5.28)

vollziehen. Dabei beachten wir den folgenden Zusammenhang zwischen den partiellen Ablei-

tungen, wobei p; und py zwei beliebige Quellen sind:

0z
dp;
927
%p;
0%z
9p;0pr
37

Opr0piOp;

oA

Opr0*pi

3z

a?’Pk

1 /0w
- ﬁG@)Z

102w 1

ﬁW—pﬁﬁ(
(1 0%w 1
L7 0p;jOpi
[1 Ow Ow Ow
5 9px 09 05

AN
[P\ 9pk

8_w>2
Ip;

(o) ()]

VA

1 ow O%w

12 Opy OpiOp;

[ 1 ow [Ow\?
= o7 +
3 Opi. \ Op;

1 0w Fw
h? Opy. 02 p;

3 0w Pu
h2 Opy, 0% py,

12 p; OpiOpi

1 BPw
L
" ha3ﬂk]

1 dw J*w

ﬁa—ﬂz dp;Opy, *

2 dw J*w

1 ow Q*w

1 3w

12 dp; Dpidpy,

S0
h 02 p;iOpx;

+ —
h 0pidp;Opy,

(5.29)

Fiir die Differenzialgleichung, die das Erzeugendenfunktional w(p) erfiillen muss, folgt dann:

pLo=

Bw Pw Bw
h? [4 + 2 + < — - e )
i f2 0p10°1 Js 012071 re072im 0720216071 im
L < 83 n Pw N Pw N Pw
! a10162]'1,im a;0182].2,im ap162j1,1re ap182]'2,re
9 Bw . o3 >
a/)2aj2,imaj1,im 8p?&j?,reajl,re
3 3 3
+f5 <2 8 2 2 8 Z 62u‘)
0010J1,im072im  90p10J1,e002re  Op202J1im
B 3w B 3w B PBw ﬂ
8p262j2,im 8p202j1,re ap262j2,re
0w ow 0w ow ow *w
—h 12 4 in — —2fo—) —4fo———n———
[82 (3f6 — fig - ) P ((4eim —3)fs f26,o1) f2871 prom
9w 811) 9w w 0w
- + - — - + + =
87—28.71 im (f8 fs a]Q,re) 87—28.72,1m (f8 f3 re) fro 8771677
9w ow o2 ow 0w ow 0w

_f <a_w +
s oy ajl,rean,im

an,im ajl,reaTZ

82
+ ;
) 8pl aj2,re

0%w ow ow
_— -2 -2
8p18j1,re (f7 f4 ] 1,re f5 aj2,re

0w ow

77 2
8P2a71,re <f7 f4 a J2,re 8.71 re

> B d*w
0p2072 re

ajl,im an,rea7_2

ow
<f7 —2f4 8].27%

(f? - 2f4a?w

1,re

a 8_7'28]2 reajl im>

f 8]1 re>
ow

-2
f5 8j2,re> -
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+ 88; - <f9 - f4 + fs apz) - aﬂfg;m <2f9 - 2f48—“’ + 2f5§;"1)
+8a]221m <f9—f4—+f5 8w> ;;ie <Jcs)—f4a f58p2>
_ﬁ ( fo— 2f4 +2f5 8w> + a(szre <f9 f4 f58p2>

2 2
*apfa% < figim 2f4af2fm> * apfaji,im (2f Do 2f4aga'3m>

2 2
6@ <2f4 Ow +2f5 (?w >— 8@ <2f4 Ow +2f5 (?w ﬂ

- 6[)1(9]1,im a]l im 6]2,im 8pla]Z,im 8]2 im 8jl,im
_f8w<8w_8w>_ 8_w<6w ow  Ow 8w>
887_2 ajl,im 8j2,im 387_2 ajZ,re ajl,im ajl,re aj2,im

_2(f__f8_w)<aw ow  ow aw>_f<a_w_8_w><aw+5W>
48ﬂ2 58/)1 ajl,re aj?,re ajl,im 8j2,im ! apl 8/)2 8‘71 re 6]2 re
ow \? ow \? ow \? ow '\ w
_ — - + - + - + -
(f5.1‘2 f4.%'1) <<aj1,re> <8]2,re> <6.71,im> (an,im) f10 < > <8n1>

iy <8w B 6w)2+<8w B 6w)2 L 8_w_f 8_111
"\ \jrre  jore Ojiim  0J2,im "op P

Ow ow ow \? ow\ 2 ow
o (3 e () - (o3 w0 () ) o

Nun trennt uns nur noch ein Schritt von dem Erzeugendenfunktional I'(z) fiir die Ein-PI-

Green’s-Funktionen. Wie wir wissen, wird die Beziehung zwischen den zusammenhéngenden

Green’s-Funktionen und den Ein-PI-Green’s-Funktionen durch die Legendre-Transformation

hergestellt,
I'z)+w(p; X;)+2-p=0 (5.31)
mit
ow ow ow ow ow ow
i = ) (. ) Aire:.—7 Aiim:.—; = 7= d ¢ = 5.32
g opi Y or; ’ OJire ' 0Ji im “a O e a a771 ( )

Die X; entsprechen hier den an die externen Felder koppelnden Quellen. Es gilt nun die zweiten
und dritten Ableitungen von w in der Differenzialgleichung (5.30) durch die entsprechenden
Ableitungen von I' zu ersetzen. Dazu miissen lineare Gleichungssysteme gefunden werden, die
dann invertiert werden kénnen. Es ist dabei niitzlich, folgenden Zerlegungstrick anzuwenden:
Aufgrund der Quantenzahlen der Felder (¢m und Ladungskonjugation) und des Abel’schen
Charakters der Grassmann-Felder (die Quadrate der Felder verschwinden) kann jede Ordnung

der Schleifenentwicklung von I' als Zerlegung

F = Fl( ) + FQ( )6161 + Fg( )Cle + F4(QA7)61Y1
+F5(I)01U1 + FG(ZI/’)Cl‘/l + F7(Zf)01U2 + Fg(i’)cl‘/g
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angegeben werden. Hierbei ist  ein Container fiir die neun geistneutralen Felder z;, v;, A; re, A im
(1 € {1,2}) und B;. Fiir die geistneutralen Felder selbst existieren wiederum analoge Zerlegun-

gen, wie z. B.

21(p; X) = @1(p) + 22p)min + 23(p)n X1 + 24(p)nYi
+5(p)Mm UL + 26(p) V1 + 27(p)1 Uz + 28(p) 71 Va. (5.33)

Die benétigten Gleichungen erhalten wir beispielsweise aus der Differenziation von x; aus der

Gleichung (b.33) nach z; selbst:

01 (p; X)

oo =L (5.34)

Einerseits ergibt sich offensichtlich aus der Differenziation die Zahl 1, andrerseits werden zu
den Termen der nullten Grassmann-Stufe Terme aus der zweiten Grassmann-Stufe beigemischt.
Weitere Gleichungen dieser Art erhalten wir, wenn wir (5.33) nach den restlichen Feldern dif-
ferenzieren. Entwirrt man diese Gleichungen, dann kann man sich davon iiberzeugen, dass die
gesuchten zweiten Ableitungen von I' sehr eng mit den zweiten Ableitung von w verkniipft
sind. Dieser Zusammenhang ldsst sich unter Ausnutzung der Relationen aus der Legendre-

Transformation durch
Hy(2) - Hulp) = 1o (5.35)

am Elegantesten wiedergeben. H. ist hierbei jeweils eine Hesse-Matrix, z.B.

921 821, 02Ty 90y
8211 61181}1 (93318A17re e 0x10B1
82F1 82F1 82F1 82F1
0y10z1 62y1 8y18A1,re o 0y10B1
Hp (1) = 91 %1y 0T _or . 5.36
Fl( ) 8A1,re321 6A1,re8y1 82A1,re e 8Al,reaBl ( )
9"y 9°I'y 09Iy 9°I'y
0B10x1 0B10y1 0B10A1 e 7 028,

9%x9

Durch die Invertierung dieser Hesse-Matrix sind zumindest die zweiten Ableitungen, die nur
an geistneutrale Felder koppelnde duflere Quellen enthalten, bestimmt. Die bis hier noch unbe-
kannten zweiten Ableitungen, in denen nach Grassmann-Variablen abgeleitet wird, bekommen

wir durch eine ganz dhnliche Uberlegung.

Ableitungen des Typs ‘92“;)_ kénnen durch entsprechende Differenziation von
J

o0mo,

., or X
m(z) = 96 = Ty(i)c (5.37)
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und anschlieBfendem Losen des Gleichungssystems zu zweiten Ableitungen von I', die einen Geist
enthalten, iibersetzt werden. Die zweiten Ableitungen von I', die einen Antigeist enthalten,
gewinnen wir nach dem gleichen Prinzip, indem wir die entsprechenden Relationen fiir 7;(. .. )
nach den Feldern differenzieren.

&w
87718771
den wieder etwas ausfiihrlicher behandeln. Die hierfiir benotigte Gleichung (5.37) ist bereits

Die in unserem vorliegenden Fall noch fehlende zweite Ableitung werden wir im Folgen-

bestimmt. Diesmal differenzieren wir allerdings nicht nach den geistneutralen Feldern, sondern
nach der Grassmann-Variable selbst. Aus der Differenziation von (5.37) nach n; folgt:

ey 0*w
1=G+1y—=G+ 17— )
20771 287715771

(5.38)

Dabei ist G selbst wieder von Geistfeldern abhéingig. Wir interessieren uns allerdings nur fiir

den von den Geistfeldern unabhéngigen Anteil. Damit folgt sofort:

0w 1 29
— = — -+ c-abhiangiger Tell = —————
Omdm Iy o péi(ger — p)

+ hohere Ordnungen. (5.39)

Wir sind nun in der Lage, die auftretenden zweiten Ableitungen von w durch zweite Ablei-
tungen in I' zu ersetzen. Bei der Ersetzung der dritten Ableitungen ist die Verfahrensweise
vorbestimmt. Im Prinzip werden die durch Differenziation bei den zweiten Ableitungen gewon-
nenen Gleichungen ein weiteres Mal nach den Feldern abgeleitet. Dabei entsteht eine Vielzahl
neuer Kombinationsmoglichkeiten. Bei den dritten Ableitungen, die nur geistneutrale Felder
beinhalten, entstehen so Z?:1 i = 45(!) verschiedene dritte Ableitungen. Ein Verfahren, das die
dritten Ableitungen liefert, ist im Anhang E aufgefiihrt. Das Prinzip ist damit klar, und wir
wollen uns an dieser Stelle mit den Einschleifenergebnissen zufrieden geben.

Im weiteren Verlauf benutzen wir fiir die zweiten Ableitungen die entsprechenden Eintrége aus
der Hesse-Matrix [Hr_ll];?; als Abkiirzungen. Uber die Entschliisselung der Indizes informiert
folgende Tabelle:

8 (2} 3 | 4 |56 7 | 8 |9

1| Al,re Al,im To | Y2 AQ,re AQ,im By

Tabelle 5.2: Der Indexschliissel fiir das grofle Modell.
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Die Dyson-Schwinger-Gleichung in erster Ordnung lesen wir aus (5.30) abf]

_ 0 —17(0 _ 0
- Fgcll) - [Hrﬂii (3f6 = 12f1x1) + [HFH;,; ((4cin = 3) f6 — 2fom1) = 4fatn [Hrﬂi,;

- [lel}gz (fs + f3Azre) — [Hrll]e(;(,]; (fs + f3A1e) — flom

o (v [H7 5% + Avan [H7]50 = Avan [H7/15) = w2 [H7]))

+ ([HE1 = THED) (= 2faAvse — 25 Ase)

() = THD) (r = 2fise — 2f5A10)

e (U0 1)) )0k (210 (G +

- <[H_11]§,); + [H_HSD (2fo — 2 